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VORWORT. 


Der  vorliegende  erste  Band  der  Gesammtausgabe  von  L.  Fuchs'  Werken 
enthält  die  achtzehn  in  den  Jahren  1858 — 1875,  bis  zur  Übersiedelung  nach 
Heidelberg  (A])ril  1875),  veröflFentlichten  Arbeiten.  Diese  sind  in  chrono- 
logischer Reihenfolge  treu  nach  den  Originaltexten  wieder  abgedruckt  worden, 
alle  irgendwie  nennenswerthen  Änderungen  sind  in  den  den  einzelnen  Abhand- 
lungen hinzugefügten  Anmerkungen  angegeben;  nur  offenbare  Druckfehler 
wurden  meist  stillschweigend  berichtigt  und  für  alle  in  deutscher  Sprache 
abgefassten  Abhandlungen  als  einheitliche  Orthogi'aphie  die  bis  vor  kurzem 
im  Journal  für  die  reine  u.  angew.  Mathematik  üblich  gewesene 
durchgeführt.  Die  Seitenzahlen  der  Originaldrucke  sind  immer  am  äusseren 
Rande  derjenigen  Zeile  zu  finden,  die  das  erste  Textwort  oder  Formelzeichen 
der  betreffenden  Seite  des  Originals  enthält. 

Alle  Arbeiten  sind  theils  vor  dem  Drucke,  theils  während  desselben  einer 
sachlichen  Revision  unterzogen  worden,  und  zwar  die  beiden  geometrischen  Ab- 
handlungen I  und  II  durch  HeiTn  P.  Stäckel,  die  beiden  zahlentheoretischen  III 
und  IV  durch  Herrn  R.  Dedekind,  die  Abhandlung  XVI  durch  Herrn  A.  Hirsch, 
die  Übrigen  durch  den  Unterzeichneten,  der  sich  hierbei  und  bei  der  Correctur 
des  ganzen  Bandes  der  überaus  werthvollen  Unterstützung  seines  Freundes 
li.  Heffter  zu  erfreuen  hatte.  Die  französische  Arbeit  X  wurde  durch  Herrn 
H.  Vogt  in  sprachlicher  Hinsicht  revidirt,  überdies  haben  Herr  H.  Lemke 
und  der  andere  Herausgeber  Herr  Richard  Fuchs  je  eine  Oorrectur  der  Druck- 
bogen gelesen.     Allen  genannten  Herren  sei  für  die  von  ihnen  aus  Pietät  für 


den  dahingeschiedenen  Verfasser  in  selbstlosester  Weise  übernommene  mühe- 
volle Arbeit  der  herzlichste  Dank  der  Herausgeber  ausgesprochen.  Ganz  be- 
sonders aber  drängt  es  mich,  Herrn  Geheimrath  Dedekind  aufs  ehrerbietigste 
dafür  zu  danken,  dass  er  die  beiden  von  ihm  revidirten  Arbeiten  durch  die 
Anmerkungen  (2)  zu  HI,  S.  66  und  zu  IV,  S.  4  76),  die  ich  nach  seinen  An- 
gaben abfassen  durfte,  erläutert  und  dadurch  das  Andenken  des  ihm  be- 
freundeten \'erfassers  in  der  schönsten  Weise  geehrt  hat. 

Das  freundliche  Entgegenkommen  der  Verlagshandlung,  die  diese  Aus- 
gabe in  der  vornehmen  Ausstattung  der  gleichfalls  von  ihr  verlegten  Werke  von 
Weierstrass  und  E.  Schering  durch  die  altbewährte  DiETERicHsche  Universitäts- 
Buchdruckerei  in  Göttingen  herstellen  lässt,  hat  es  ermöglicht,  den  vor- 
liegenden Band  mit  der  Eeproduction  einer  im  Dezember  1898  in  dem  Atelier 
von  ScHÄARVPÄCHTER  in  Berlin  angefertigten  Photographie  des  Verfassers  zu 
zieren;  das  Facsimile  der  Unterschrift  ist  dem  Manuscripte  der  Abhandlung 
entnommen,  die  der  Veriasser  wenige  Wochen  vor  seinem  Hinscheiden  zur 
Säcularfeier  Abels  für  die  Acta  Mathematica  geschrieben,  der  letzten,  die 
er  noch  selbst  (am   15.  März  1902)  zum  Drucke  befördert  hat. 

Klausenburg,  im  Mai  1904. 

L.  Schlesinger. 
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DE  SUPERFICIERUM  LINEI8  CURVATURAE. 


Investiganti  superficierum  lineas  curvaturae  duae  praesertim  obviae  sunt 
aequationes  differentiales ,  altera  aequatio  difFerentialis  quadratica  projectionum 
in  piano  quodam  coordinatonim,  altera  haec: 

dx+pdz   cly  +  qds 

dp  dq 

Nonnunquam  integratio  alterius  harum  aequationum  facile  eftici  potest, 
id  quod  evenit  in  superficiebus  secundi  gradus,  cylindricis,  conicis,  revolutione 
ortis  aliisque,  quarum  lineae  curvaturae  ex  illis  aequationibus  sponte  deteguntur. 
Sed  plerumque  singularibus  artificiis  atque  problemati  cuique  aptis  opus  est, 
quibus  ad  aequationes  illas  integrandas  perveniatur.  In  hac  dissertatione  com- 
plurium  superficierum  superficierumque  generum  lineas  curvaturae  explorare 
conati  sumus. 

Sed  quum  genera  superficierum  minoris  vel  majoris  sint  amplitudinis  prout 
aequatio  differentialis  partialis,  qua  definiuntur,  minoris  vel  majoris  est  ordinis, 
saepe  superficierum  generi  eundem  ordinem  adscripsimus,  ad  quem  aequatio 
differentialis  pertinet.  liOCO  coefficientium  differentialium  partialium  ^,  ^  etc. 
secundum  usitatam  notationem  MoNCEiauam  plerumque  scripsimus  p^  q  etc., 
et  loco  ipsorum  ^,  -^^,  etc.  posuimus  y\  y"  etc. 


6  DE  SUPERFICIERUM  LINEIS  C:URVATURAE. 

1. 

De  genere  secnndi  ordiiiis  snperflciernm,  qnae  devolubiles  appellantur  atque 
aeqaatione  rt—s'  —  o  repraeseiitantur. 

Integralem  aequationis  rt  —  s'  =  0  hoc  esse  constat  systema  aequationum: 

(1.)  2  =  x-K  +  .»/«  —  "■■?«, 

(2.)  xiz'a  +  y  =  »'«, 

in   quibus   per   «    designatur   parameter    indetinitus ,    per   tc«    et   cpa   functiones 
arbitrariae,  atque  aequatio  (2.)  differentiando  (I.)  secundum  a  accipitur. 
Ex  aequationibvis  (I.)  et  (2.)  sequitiir 

(3.)  jj  =  TT«,     q  =  a. 

Aequatio  autem  ditferentialis  projectionum  linearuni  curvaturae  in  piano  ipso- 
rum  .T,  y  est: 

(4.)      ,ß[{i  +  q^)s-pqt]  +  y'[{\  +  q')r-{\^if)t]-[{l^tr)s-pir]  =  0. 

Ope  aequationum  (3.)  calculo  simplici  sequitur,  in  nostro  casu  aequatio- 

nem  (4.)  abire  in 

.1 
(5.)     «/"[(l  +  a')7r'K-«7rft] +  ?/'[(l  +  a');T"«  — (1  +  7t'«))-[(1 +7r'«)ir'a  — a^TttTr''«]   =  0. 

Methodus  quae  sequitur  inveniendi  lineas  curvaturae  quamquam  ad  aequatio- 
nem  (5.)  ipsam  adhiberi  poterit,  tarnen  prius  aequationem  (5.)  ad  simpliciorem 
reducamus. 

2]  Facile  enim  est  intellectu,  aequationem  (2.),  quae  est  aequatio  projectio- 
num linearum  generatricium  in  piano  ipsorum  x,  p,  unam  seriem  linearum 
curvaturae  repraesentare,  quarum  aequatio  ditferentialis  est: 

(6.)  y'  =  -TT«. 

Hac  radice  acquationis  (5.)  ex  ea  sublata,  pro  altera  Serie  linearum  cur- 
vaturae evadit  aequatio 

,„  s  ,  1  +  TT^a  —  «ttktt'o:    

^  ''  y    ^    (l+«^)7r'«-a-«~  ^  ^■"• 

Ex  aequatione  (2.)  sequitur  differentiando  secundum  x  (si  y  ei  a  ut  functiones 


DE  SUPERFICIERUM  LINEIS  CURVATURAE. 

ipsius  X  considerantur) 

,  ,       ,  „  „  ^  da 


sive  secundum  (7.) 

/     »  fr     N    '^« 

■/«  =  —  TT  «  +  i'Zi  a  —  xi:  a)-^— 


sive 


(Ix  XTz'a  '^"a 


(8.)  T^+  ,      - 

Haec    aeqviatio    difFerentialis    inter  x  et  a    ex   earum   est  classe,    quae    ad 
quadraturas  revocari  possunt.     Notum  enim  est,  integralem  aequationis 

esse 

^  —  [J'if W •  ^'' •<'  +  C\e  ■'   ^  '    . 

Itaque  ex  aequatione  (S.)  sequitur 


n"a  da 


I'      Ti  u  /■   Tiaaa. 

(9.)  X  =      I ^     ,    (lu.e     '•   ^  +C\e       '■ 

LJ  x«  +  ~«  J 

Systema  aequationum  (2.)  et  (9.)  projectiones  alterius  seriei  linearum  ciirvaturae 
in  piano  ipsorum  x,  y  repraesentat. 

Nonnunquam  in  specialibus  casibus  lineas  curvaturae  quamquam  non 
simpliciore  generali  methodo,  tarnen  calculum  minorem  postulante  invenire 
licet,  quod  multis  exemplis  illustraremus  nisi  brevitati  esset  parendum. 

2. 

De  genere  secundi  ordinis,  quod  per  aequatiouem  {\-{-p'')s-pqr  =  0  signiflcatur 
(de  genere    \^-(f  s—pqt  —  o). 
Qmxm  aequatio 
(1.)  {l+i^s-piir  ^  0 

etiam  ita  scribi  possit 

dg  dp 

dx  dx  _ 


8  DE  SUPERFICIERUM  LINEIS  CtTRVATURÄE. 

integralis  prima  est: 

|log(l+i*')  ==  logg  +  logcpj/, 

ubi  9?/  arbitraria  est  functio  ipsius  ?/,  sive 

(2.)  l+p--(r.9'tj  =  0. 

Ad  integi-andam  aequationem  (2.)  methodo  usi,  quam  celeb.  Lagrange 
ad  integrandas  aequationes  differentiales  partiales  i^rimi  ordinis  primus  patefecit, 
celeb.  Jacobi  amplificavit,  invenimus: 

2  =  CiC  +  \JT+7   /  —  +  ">  (f) , 

J  fy 


0  =   X  +    ,  I  -^  +  to'(c), 

1  +  c'  J  ^y 


(3.) 

ubi  c  arbitrarius  est  constans,  tu  functio  arbitraria. 

Atque  hoc  systema  integralis  est   generalis    aequationis    differentialis    par- 
tialis  secundi  ordinis  (1.). 

Aequatio  generalis  differentialis  linearum  curvaturae 

,f[(l  +  cf)s-prit]-\-y'[{l  +  q')r-{l+p')t]-[{\+f)s-pqr]  =  0 

pro  iis  superficiebus,  quae  aequationi  (I.)  satisfaciunt ,  si  factorem 

{l  +  g')s-pqt 
negligas,  hanc  accipit  formam: 

3]  (4.)  y"+^y'  =  ^- 

Ex  hac  aequatione  sequitur  primum 

(5.)  2/'  =  0, 
sive 

(6.)  ?/   =  c'. 

Itaque    una    series    linearum    curvaturae    invenitur,    si    superficies    per    plana 
secantur,  quae  piano  ipsorum  x,  z  sunt  parallela. 

Ut   autem    alteram    seriem   linearum   curvaturae   inveniamus  ita  pergimus. 

Radice  (5.)  ex  aequatione  (4.)  sublata  remanet  aequatio 

(7.)  y'  =  -^^^- 

^  '  pq 
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Si  igitur  pro  p  et  q  valores  ex  aequationibus  (3.)  erutos   ponas,   accipias 


(8.)  y  =  ^=^^^ 

ubi 


Eliminetui-  c  inter  aequationem  (8.)  et  secundam  aequationum  (3.),    quae 
etiam  ita  exbiberi  licet 

(9.)  X  +  -7=^  %y  +  oi'c  =  0, 

accipitur  aequatio 

(10.)  a;-y^?.2/  +  X(2/'?:2/)  =  0. 

Si  autem  ponas 

(ll-)  ?,2/  =  ^, 

accipias : 

atque  aequatio  (10.)  abit  in 

(12.)  2  =  xz'+  z'yz' . 

DiflFerentiatione  ex  aequatione  (12.)  sequi tur 

{x-^z'-/^z'-iryj')s!'  =  0. 
Ex  qua  sequuntvu' 

X  +  z'y'z'+yz'  ^  0     et 
(13.)  s"  =  0. 

Prima    aequatio    ad    singularem    pertinet   integralem    atque    hie    omittenda  est, 
secunda  (13.)  integratione  dat: 

(14.)  z-  =  c', 

quo   valore    ipsius  /  in   aequatione   (12.)   Substitute   accipias   generalem   inte- 
gralem hujus   aequationis 

(15.)  z  =:  c'x  +  c'yc'. 

Itaque  si  pro  2  ipsius  valor  ex  (11.)  ponitur,  sequitur,  aequationem  projectio- 

2 
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num  linearum  curvaturae  in  piano  ipsorum  .-r,  y  esse  hanc: 

c?,?/  =  c'{x  +  xc') 


sive 


(16.)  /^  =  c'(.  +  yy). 

Quod  ad  genus  secundi  ordinis 
(17-)  i^  +  (L')s-pqt  =  0 

pertinet,  nihil  novi  jjraebet. 

Nam  perspicuum  est  hanc  aequationem  ex  aequatione  (l.)  oriri,  si  x 
cum  y  commutatiu-.  Itaque  etiam  integralem  aequationis  (17.)  accipias,  si  in 
aequationibus  (3.)  x  cum  y  commutatur,  atque  erunt 

(18.)  '  -^  ^^ 


0=2/  + 


Sjl  +  c 


/dx         , 
—  +  u>c, 


quae  re  vera  easdem  superficies  repraesentant  quas  aequationes  (3.),  atque  si 
hanc  formam  retinere  malis,  aequationes  linearum  curvaturae  accipiuntur,  si 
in  aequatione  (16.)  x  cum  y  commutatur,  atque  si  pro  aequatione  (6.)  x  =  c' 
scribitur. 


De  genere  primi  ordinis  snperflcieram,  quae  canalicae  appellantnr  atque  aequatione 

l+p'+q"  —  -r  continentur. 
4]      Si  ^  =  9«   curvam   in   piano   ipsorum  x,  y  jacentem   repraesentat,    quam 
centrum  sphaerae  cujusdam  constanti  radio    se   moventis   describit,    superficies 
involvens  sive  canalica  generaliter  per  hoc  systema  aequationum  repraesentatur: 

(1-)  {x  -  ay  +  (y -  rp«)^  +  ^^  =    ■R\ 

(2.)  Ä  — a  +  (2/  — 'fa)<p'«  =^  0, 

inter  quas,  data  functione  cp,  «  est  eliminandum. 

Primum  perspicuum  est,  quum  aequatio  (2.)  pertineat  ad  planum  per 
sphaerae  centrum  permeans,  quapropter  linea  characteristica  cum  circulo  quo- 
dam  qui  maximus  dicitur  coincidit,  lineas  characteristicas  unam  repraesentare 
seriem  linearum  curvaturae.     Restat  ut  altera  inveniatur. 
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DifiFerentiatione  aequationis  (l.)  ope  aequationis  (2.)  accipitur: 

(3.)  P  =  -V"^'        «  =  . 

Aequationem  differentialem  linearum  curvaturae 

dx+2}dz   dy  +  qdz 

dp  dq 

in  haue  transigamus  formam,  quae  saepe  est  utilis: 

d{x^rpz)    _    d{y  +  qz) 
y^-)  dp  ~  dq 

Ex  aequationibus  (3.)  sequitur 

X->rp2  =  a,     y  +  qs  =  9a, 

itaque  aequatio  (4.)  abit  in 

(5.)  dq  =  ?'«.f?2>. 

Ex  aequationibus  (3.)  sequitur 

pz  +  qz^'u  =  -\{x-a)  +  {y-(fu)<f'a\, 

sive  propter  aequationena  (2.), 

(6.)  pz  +  qzf'u  =  0. 

Ex  aequationibus  (5.)  et  (6.)  sequitur 

■^(pdp  +  qdq)  =  0, 

ex  qua  aequatione  factore  -^  neglecto  sequitur 

(7.)  p'  +  q^  =  c, 

ubi    per  c   constans    significatur   arbitrarius.     Valoribus   ex    aequationibus  (3.) 
substitutis  sequitur  aequatio 

(8-)  '  =  TT7> 

ex  qua  elucet,   ut   altera   linearum   curvaturae   series   accipiatur,   necesse  esse 
superficiem  per  plana  secari,  quae  piano  ipsorum  x,  y  sunt  parallela. 

Sed  genus  superficierum ,    quod  modo  tractavimus,   specialis  est  casus  ge- 
neris  secundi  ordinis,  quod  nunc  tractabimus.    Illud  separatim  non  considera- 

2* 
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vdssemus  nisi  methodo  tarn  simplici  absolvi  posset.  Generalis  autem  qui 
sequitur  casus  quamquam  non  minus  simplicem  patitur  methodum,  tarnen 
haec  plane  est  alia  nee,  ut  videbimus,  ad  hanc  superticierum  classem  solam 
restricta.  Sed  prius  adhuc  annotare  liceat  nonnulla  de  connexu,  qui  exstare 
videtur  inter  theoriam  linearum  curvaturae  et  theoriam  involutionis  super- 
ficierum. 

Si  characteristicae  lineae  sunt  curvaturae  superticierum  involutarum,  etiam 
sunt  lineae  curvaturae  superficiei  involventis,  quia  utraeque  superficies  eandem 
habent  normalem.  Altera  serie  linearum  curvaturae  nota  aequatio  differentialis 
linearum  curvaturae  linearis  solvenda  est  ut  altera  inveniatui-,  sive  alia  me- 
thodus  rei  apta  adhibenda,  cujus  in  sequentibus  dabimus  exemplum. 

Vice  versa,  quum  quaevis  superficies  infinite  multis  modis  ut  involvens 
considerari  possit  superticierum  quarundam,  si  eo  perveniri  potest,  ut  super- 
ficiei datae  talis  superficierum  ab  ea  involutarum  series  substituatur,  quarum 
characteristica  nota  una  sit  ex  earum  lineis  curvaturae,  unam  habeas  seriem 
linearum  curvaturae  superficiei  datae.  Hoc  fieri  posse  ex  eo  elucet,  quod 
vice  versa  secundum  lineas  ciu'vaturae  cujusvis  superficiei  infinite  multis  modis 
duas  alias  aliasque  superficies  infinite  inter  se  propinquas  atque  inter  se  tan- 
gentes  reddere  possis.  Nihil  impedit,  quominus  altera  Hnearum  cui-vaturae 
series  eodem  modo  inveniatur.  Quum  autem  generaliter  in  unaquaque  super- 
ficie  duae  tantum  linearum  curvatxirae  series  exstent,  perspicuum  est,  problema 
propositum  generaliter  duas  tantum  admittere  solutiones. 

5]  4. 

De  iis  snperflciebns,  quarnm  una  series  linearum  curvaturae  est  plana  atque  singulae 
cum  sectionibus  principalibus  eoincidnnt.  De  genere  superficierum,  quae  invoivunt 
spliaeram  constanti  radio  ita  se  moventem,  ut  centrum  curvam  quamlibet  in  spatio 

sitam  describat. 

I. 

De  iis  superficiebus,   quarum  una   series  linearum  curvaturae  est 

plana  atque   singulae   cum  sectionibus  principalibus   coincidunt. 

Notum   est   elementa   linearia  linearum  curvaturae  ad  series  diversas  per- 

tinentium  se  recto  angulo  secare  atque  utrumque  in  alterutrius  sectionis  prin- 
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cipalis  piano  esse  situm.  Ex  quo  sequitur,  si  linea  curvaturae  est  plana  atque 
cum  sectione  sua  principali  comcidens,  elementum  alterius  lineare  planum 
hujus  curvae  recto  angulo  secare. 

In  superficiebus  quas  consideramus  alteram  seriem  linearum  curvaturae 
hoc  afFectu  imbutam  supposuimus,  atque  eam  brevitatis  causa  primam  appel- 
lamus  seriem,  alteram  autem  secundam.  His  positis  dico,  si  ex  secunda  serie 
una  curva  aequatione  definita  datur,  omnes  ex  ea  derivari  posse  atque  sequenti 
modo. 

Curvam  planam  alii  curvae  planae  parallelam  dici  notum  est,  si  puncta 
illius  constanti  distantia  in  normalibus  punctorum  correspondentium  hujus 
sunt  sita.  Quum  ignoremus,  num  haec  definitio  in  curvas  quaslibet  in  spatio 
sitas  extensa  sit,  dicimus  curvam  quamlibet  in  spatio  sitam  alii  esse  parallelam, 
si  puncta  illius  constanti  distantia  in  planis  normalibus  punctorum  correspon- 
dentium hujus,  praeterea  autem  in  eadem  superficie  sunt  sita.  Perspicuum 
est  curvam  curvae  parallelam  hoc  modo  plane  esse  definitam. 

Praeterea  facile  sequitur,  si  curva  quaedam  (l.)  curvae  (2.)  est  parallela 
etiam  curvam  (2.)  curvae  (1.)  esse  parallelam,  i.  e.  utramque  in  punctis 
correspondentibus  idem  habere  planum  normale.  Sit  enim  AB 
elementum  curvae  (2.),  CD  elementum  corresiiondens  curvae  (1.), 
quum  AC  =  BD  supposuerimus,  quantitatibus  infinite  parvis  se- 
cundi  ordinis  neglectis  colligitur  CD  parall.  AB,  quapropter  CD 
planum  normale  curvae  (2.)  recto  angulo  secat,   id    quod  diximus. 


Sit  igitur   aequatio   unius   curvae    ex   serie  quam  secundam  appella%imus 
quodammodo  inventam  haec: 

(1.)  ?(^,y,^)  =  0 

atque  aequatio  supei-ficiei,  cujus  lineae  ciu'vaturae  quaeruntur: 

(2.)  /•(a;,^,^)  =  0. 

Quaeramus  ciurvam  parallelam  curvae  (1.)    constanti    distantia  c   atque   in 
superficie  (2.)  sitam.     Aequatio  plani  nonnalis  cuiTae  (l.)  sit 

a{^-x)  +  i(ri-y)+':-2  =  0, 

in  qua  a  et  b  quantitates  sunt  definitae  ex  aequationibus  (1.)  et  (2.)  eruendae. 
Coordinatis   punctorum   curvae   quaesitae   punctis  x,  y,  s  correspondentium  per 


14  DE  SUPERFICIEBUM  LINEIS  CURVATUKAE. 

x\y\z'  significatis,  inter  x^y^z,  x\y\z'  has  habemus  aequationes: 
(3,)  a{x'-x)-\-h{y'-y)  + z'-s  =^  0, 

(4.)  ?(aJ,2/,^)  =  0, 

(5.)  f{x,  y,z)  =  0, 

(6.)  (x'-xf  +  {y'-  yf  +  (z'-zf  =  c*. 

Si  inter  has  x,y,  z  elimines,  invenitur 

(7.)  '],{x',y',z',c)  =  0, 

quae  cum  aequatione  f{x\  y\  z')  =  0  conjuncta  ciu-vam  quaesitam  determinat. 
Nunc  autem  facile  est  visu,  curvam  (7.)  lineam  esse  curvaturae  secundae 
seriei.  Nam  quum  planum  normale  curvae  (7.)  lineam  quandam  curvaturae 
primae  seriei  contineat,  elementum  curvae  (7.)  eo  afFectu  est  imbutum,  quo 
6]  supra  lineas  cui-vatm-ae  secundae  seriei  determinatas  esse  vidi|mus.  Itaque 
tota  secunda  series  per  aequationem  (7.)  repraesentatur,  si  constanti  c  continue 
alios  aliosque  valores  tribuas. 

n. 

De  genere  superficierum,  quae  involvunt  spbaeram  constanti 
radio  ita  se  moventem,  ut  centrum  curvam  quamlibet  in  spatio 

sitam  describat. 
Generalis  superficierum  classis  quam  modo  tracta-\dmus  speciale  est  genus 
quod  accipitur,    si    superficies  involvens  quaeritur  sphaerae  constanti  radio  ita 
se    moventis,   ut   centrum   ejus    curvam    quamlibet   in   spatio    sitam   describat. 
Nam  sint  aequationes  hujus  curvae: 

(1.)  C  =  «,     1  =   9«,     r^  =  <>«, 

aequatio  superficiei  involventis  accipitiu*,  si  inter  aequationes: 

(2.)  {x  -(?«)"  +  {y  -'!^uf-^{z-  af  =  r\ 

(3.)  (x—'fa)f'a  +  {y  —  <\iu)'\i'«  +  z  —  a  =  0 

a  eliminatur.  Eodem  autem  modo  quo  in  superficiebus  canalicis  perspicitur, 
lineas  characteristicas ,  quae  per  aequationes  (2.)  et  (3.)  repraesentantur,  unam 
constituere  seriem  linearum  curvaturae;  quum  autem  characteristica  circulus 
Sit    maximus    sphaerae   (2.),    normales   superficiei   involventis   in  punctis   ejus, 
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qiiia  etiam  normales  simt  sphaerae,  in  piano  characteristico  sitae  sunt,  qua- 
propter  lineae  characteristicae  simul  sunt  lineae  curvatiu'ae  atque  sectiones 
principales,  et  methodus  generalis  in  I.  exhibita  ad  superficies  quas  nunc 
traetamus  adhiberi  potest.  Sicuti  in  I.  cbaracteristicas  primam  dicimus  con- 
stituere  seriem  linearum  curvaturae,  alteram  secundam  appellamus. 

Ut  aequationem  unius  curvae  secundae  seriei,  quae  aequationi  (1.)  in  I. 
correspondeat ,  inveniamus,  ita  pergimus. 

Aequationes  lineae  rectae,  quae  planum  (3.)  in  puncto  x^y^  s  recto  angulo 
secat,  sunt 

\-x  =  <p'a(C-Ä'),     ti  —  y  =  ■^'aiS.-z). 

Ex  quo  elucet  omnia  elementa  curvarum  seriei  secundae,  quae  eandem 
characteristicam  secant,  parallela  esse  ei  elemento  curvae  (1.),  ad  quod  charac- 
teristica  pertinet. 

Itaque  pro  omnibus  curvis  secundae  seriei  habemus 

Ex  aequationibus  (2.)  et  (3.)  sequitur 

,.  ,  {x—<sa)  (h  — Aß) 

-      (5.)  p  =  --i 2LZ      q  =  _SJ — ^w.. 

^    '  z—  u  s  —  a 

Si  porro  aequationem  difFerentialem  linearum  curvaturae  eadem  forma  scribi- 
mus  qua  in  superficiebus  canalicis 

ä{x-\-j)z)   _   (l(y  +  qs) 

dp  dq        ' 

facile  ex  aequationibus  (5.)  sequitm* 

/ßx  P  +  ?'«  _  g +  ■!''« 

^    '  dp  ~       dq 

sive 

p  +  <?'a  q  +  <> '« 

rdx  +  sdy  sdx  +  tdy 

Si  loco  ipsius  -^  ponitur  ^,  sequitur 

Z,)  P  +  1?'«        _        g+f« 


quae  aequatio  ad  unam  pertinet  ex  lineis  curvaturae  secundae  seriei. 
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Ut  secundum  methodum  generalem  in  I.  ex  hac  omnes  derivemus,  inter 
has  aequationes 

{x'-:i')'^'u-^{y'-y)''^'u  + s'-z  =  0, 
(a;'- <?«)'  +  (»/'- <!-«)'+ (^'- «)'  =  >•% 
(a;'— (pa)  9'a  +  (y'— 4'«)'}''«  +  ^'— «  =  0, 
.)  <      {x'-  xy  +  (?/'-  yY  +  {z'-  bY  =  c', 

1{x-<fay  +  (y-''^af  +  {z~ay  =  >•', 
j)  +  cp'a       q+  <\i'« 
r<f'«  +  S'\i'a  Sf'a  +  ti]>'a 

7]  (f.,  y,  z,  a  eliminandum  est,  quod  quum  duobus  modis  fieri  possit,  accipimus 
has  duas  aequationes 

(9.)  «)(a;',2/>',c)  =  0,     x{x' ,  y' ,  s' ,  c)  =  0, 

quae  secundam  seriem  linearum  curvaturae  repraesentant. 

Adnotandum  est  aequationem  primam  in  (8.)  accipi,  si  exprimitur  punc- 
tum x',  y\  z  (ad  curvas  secundae  seriei  pertinens)  in  piano  normali  situm  esse 
curvae  (7.),  cujus  aequatio  projiter  aequationem  (4.)  est 

(|-:i-)?'«  +  (^-2/)'y«  +  C-^  =  0, 
porro  in  ultima  aequationum  (8.)  loco  p,  q^r^  s.,t  valores  eorum  ex  aequatio- 
nibus  (2.),  (3.),  (4.)  derivatos  ponendos  esse.     Numerus  aequationum  in  nostro 
casu  numerum  aequationum  in  I.  propterea  superat,    quod  hie  etiam  «  elimi- 
nandum est.     Constanti  c  valores  a  zero  usque  ad  1r  sunt  tribuendi. 


De  duobus  superliciernm  generibus  yuorum  alterum  aequatioue  x  +  zp  —  cp,  alterum 
aequatione  x  +  zp  =  k{y  +  zq)  repraesentantur  (de  superflciebns  cylindricis). 

Forma  aequationis  differentialis  linearum  curvaturae  supra  adhibita 

/j  N  d(x+2}z)    ^    ä{y  +  qz) 

^  dp  dq 

ad  inveniendas  lineas  curvaturae  superticierum  generum 

(2.)  X  +  Z2}  =  cp , 

(3.)  x  +  zp  =  Jciy  +  sq), 

ubi  c  et  k  sunt  constantes,  S})onte  adducit. 
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Integralis  aequationis  (2.)  facile  invenitui" 

(4.)  x''  +  e*-2cz+2(fy  =  0, 

ubi  cp  arbitraria  est  functio. 

Ex  aequationibus  (1.),  (2.)  sequihu- 

cdq  =  d(y  +  qz), 
ex  quo 

(5.)  cq  +  c^  =  2/  +  qs, 

ubi  Cj  novus  est  constans.  Atque  invenitur  linearum  curvaturae  unam  seriem 
hoc  systemate  aequationum  repraesentari 

{  <?'y  +  c,  =  y, 

^  ''  I   a;'  +  «*-2ÄC  +  2(p2/  ^  0. 

Quod  ad  aequationem  (3.)  pertinet,  methodo  usi  LAGRANGsiana,  quam 
jam  supra  in  superficiebus  aequatione 

{^  +  q*)s-pqt  =  0 

contentis  adhibuimus,  harte  invenimus  ejus  integralem 

(7.)  <D  ^—  -  Iclx  -  ^   ^g  '      ,  lex  +  Jjj  =  0, 

ubi  l  novus  est  constans. 

Aequatio  autem  (1.)  propter  (3.)  abit  in 

dq  =  kdp, 
ex  quo 

(8.)  q  =  Icp-it-m, 

ubi  m  est  constans.  Inter  derivatas  aequationis  (7.)  et  aequationem  (8.)  p  et 
q  eliminatis  accipitur  aequatio  unius  seiiei  linearum  curvaturae. 

Superficierum  cylindricarum  lineae  curvaturae  quamquam  sunt  notae,  tarnen, 
hie  adnotare  convenit  eas  e  forma  aequationis  (1.)  sponte  emanare. 

Sit  enim  aequatio  difFerentialis  superficierum  cylindricarum 

(9.)  ap  +  hq  =  1, 

fit 

adp  +  bdq  =  0, 
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itaque  ex  aequatione  (1.)  sequitur 

(10.)  x+2}e  +  —(y  +  qz)  =  n, 

ubi  ?i  est  constans,    atque  eliminanda  erunt  p  et  q  inter  aequationem  (10.)  et 
aequationes  derivatas  aequationis 

y-l)z  =  'f{x-az), 

quae  est  integralis  aequationis  (9.),  ut  lineae  curvaturae  inveniantur. 

Simul  relatio  resultat  inter  superficies  cylindricas  et  superficies  (3.). 
Aequatio  enim  (JO.)  e  genere  est  aequationis  (3.),  aequatio  autem  (8.)  e  ge- 
nere  aequationis  (9.),  ex  quo  concluditur  lineas  curvaturae  superficierum  (3.) 
accipi,  si  eae  per  superficies  cylindricas  secantur,  lineas  autem  curvatvu'ae 
superficierum  cylindricarum  accipi,  si  eae  per  superficies  e  genere  aequationis 
(3.)  secantur. 

8]  6. 

De  superflcie  quadaiu  generis  secnndi  ordinis  aeqnatione  differentiali  ^  =  0  coutenti. 

Ex  aequatione  diff"erentiali 
(1.)  s  =  0 

sequi  tvu" 

(2.)  P  =  fx,     q  =  -]>«/. 

Ex  quo  deducitur 
(3.)  ^  =  fx  +  f,ij, 

ubi  f  et  /",  duae  sunt  arbitrariae  functiones. 

Aequatio  difFerentialis  linearum  curvaturae 

y"[il  +  q')s-pqt]  +  y'[il+g')r-{l+p')t]-[{l+p')s-pqr]  =  0 

transit  in  hancce: 

(4.)       f'x  .f[y.  Oj  ■  y"  -  y' [(1  +  /" y)  f"oo  -  (l  +rx)  fl'y]  -  f[yf'x  f"x  =  0. 

Si  nunc  ex  superficiebus  (3.)  eam  quaeras,  quae  etiam  aequationi  diffe- 
rentiali : 

(5-)  {l  +  f/)r-{l+p')t  =  0, 
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de  quo    genere   infra   plui-a    afFeremus,    satisfaciat,    pro    aequatione  (5.)  hancce 
habeas : 

(R\  /""^      _      fi'y 

^^•^  l+rx   ~    l  +  Cy 

Haec  aequatio  propterea,  quod  utraque  pars  separata  est  functio  ipsorum 
X  et  y  resp.,  constare  non  potest,  nisi  bis  duabus  aequationibus  satisfiat: 


(7.) 


l  +  fx 


Ex  aequatione  (7.)  sequitur 

arctg(/"a;)  =  cx  +  c,, 
sive 

(9.)  tg(c.r  +  c,)  =  f'x. 

Ex  bac  aequatione  sequitur 

(10.)  fx  =  j'tg  {ex  +  c,)  (Ix  +  Cj  , 

ex  qua  facile  eruas 

(^^•)  ^^  =  7  ^°g  cos  (cl  +  cJ+^°- 

Eodem  modo  accipias: 

Itaque  superficiei  quaesitae  aequatio  est  baec: 

(13.)  AT   =    —log ' r-  +  — log 7 ; T+—Pj 

^     '  c     ^  cos  (tx  +  cj       c      ^  cos  (c«/  +  c,)       c-^' 

ubi  f,Cj,c,,j>    sunt   nunaeri    constantes;    quae   etiam   sub   hanc   formam  redigi 

potest : 

1  ,  ft 

z  =  -log-  '^  — 


c     °  cos  (ex  +  c^)  COS  (cy  +  cj  ' 
ubi  (i  =  e',  sive  sub  banc 

^  J_,      2ft 

^         c    ''g  COS  [c(a;  +  «/)  + c. -t-cj  + COS  [c(a;-«/)  + c,-c,] 


3' 
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Nunc  lineas  curvaturae  quaeramus  hujus  superficiei  (13.). 

Quum  haec  superficies  aequationi  (6.)  satisfaciat,   aequatio  (4.)  transit   in 

quae  ope  aequationum  praecedentium  in  hanc  transformatur 

(14.)  y'  =    ±    COs(g.y  +  g.) 

COS  (ca;  +  c,) 

Primum    superius    consideremus    signum    itaque    integremus    aequationem 
differentialem : 

9]      (15.)  cos(cy+c,) 

-^  ^  cos(cx  +  c^) 

Si  ponitur 


aequatio  (15.)  in  hanc  abit 
(16.) 


cos  (cy  +  c,)  =  V, 
cos  (ex  +  f,)  =  w 

äv  (ho 


V  Vi  — ■«*  tv  \Jl  —  to' 

Integratione  facta  accipitur: 


VT-^-i  i/i^r^_i 

■ =  m- , 

ubi  per  tn  constans  significatur. 

Si  pro  V  et  w  eorum  valores  substituuntur ,  accipitur: 

(17.)  3m(cy  +  c,)-l    ^  ^^^  sm{cx  +  c,)-l 

cos(c2/  +  cJ  cos(cx  +  c^) 

Si  Signum  inferius  in  aequatione  (14.)  consideramus,  pro  aequatione  (17.) 
accipimus 

(18.)  [sin  (cy  +  c,)  -  1]  [siu  (ex  +  c.)  -  1]    ^  ^^^ 

cos  (cy  +  cj  cos  {ex  +  cj  ' ' 

ubi  ?Wj  alius  est  constans. 

Aequationes  (17.)  et  (18.)   projectiones   utriusque    seriei   linearum   curva- 
turae superficiei  (13.)  in  piano  ipsorum  x,  y  repraesentant. 

*)  Vide  iafra  No.  9  de  superficiebus  (1 +  2'')r  — (1 +ß»)«  etc. 
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7. 
De  snperficiei  elasticae  lineis  cnrvaturae. 

Axibus  ellipsoidis  ut  axibus  coordinatorum  sumptis  aequatio  ellipsoidis  est: 

/.  X  ^^         V^        ^^ 

(1.)  — +  Tr  +  —  =  1- 

^    '  ab        c 

Superficies  elastica  invenitiir,  si  e  centro  ellipsoidis  versus  planum  quodque 
tangens  perpendiculum  demittitur,  atque  continuum  punctorum,  in  quibus  per- 
pendicula  plana  tangentia  secant,  superficiem  elasticam  constituit.  Significatis 
igitur  coordinatis  variabilibus  literis  x\  y\  z  aequatio  plani  tangentis  ellipsoidis 
in  puncto  x^y^  z  est: 

^mMjCm^^L  —  1 

(r    ^    1/    ^    (f     ~ 

Aequationes  autem  perpendiculi  de  centro  in   hoc    i^lanum    demissi   sunt: 

a^zx'  =  c'xz'     et    l'zy'  =  c^yz'. 

Si  igitur  a;,  y,  z  inter  quattuor  aequationes  praecedentes  eliminantur,  re- 
sultat  aequatio  superficiei  elasticae: 

(2.)  (^x"  +  y"  +  z'y  =  a'x'  +  b'y'  +  c'z'. 

Hujus  superficiei  lineas  ciu'vaturae  exploraturis ,  priusquam  ad  problema 
ipsum  aggrediamur,  eae  aequationes  relationis,  in  quibus  praecipue  ratiocinium 
nostrum  innititur,  nobis  sunt  erüendae. 

Appellabimus  punctum  ellipsoidis  et  punctum  superficiei  elasticae  cor- 
respondentia,  si  hoc  punctum  in  superficie  elastica  situm  congruit  cum  pede*) 
perpendiculi  de  centro  versus  planum  ellipsoin  in  illo  puncto  tangens  demissi. 
Coordinatis  punctorum  ellipsoidis  per  x,  y,  z  significatis,  x',  y\  z'  sunto  coor- 
dinata  punctorum  correspondentium.  Curvam  in  superficie  elastica  sitam 
curvae  in  ellipsoide  sitae  correspondentem  vocamus,  si  ex  punctis  inter  se 
correspondentibus  constant. 

Ex  aequatione  ellipsoidis  (1.)  sequi tur 

(3.)  ^  =  -^-7'    «  =  -F-7- 


*)  Pea  perpendiculi  idem  significet,  quod  Gennanice:  Fußpunkt  des  Perpendikels. 
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lo]     Si    quadratum    longitudinis    perpendiculi    a    centro    ellipsoidis    usque    ad 
superficiem  elasticam  per  v  signiticatur,  ita  ut  sit 

(4.)  V  =  a;"  +  ?/"  +  ^" 

atque  ponas 

dz'  ,      äz'   , 

w  ~  ^'  W  ~  ^-^' 

ex  aequatione  (2.)  sequitur: 

/       ,  2v  —  a^     x' 

\    ^   ^     c'-2v"7' 

^^•^  j       ,  _   2v-b'     y^ 

(     ^   ~     c^-2v'  s'' 

Facile  e  definitione    superficial   elasticae   est   visu   inter   duo   puncta   cor- 
respondentia  has  exstare  relationes 

x'  _    c'    X       y'   _    &     y 

(^•)  V  ~  ■^'7'    V  ~  ¥  '7" 

Si  etiam  p  et  p\  q  et  q'  resp.  ad  punctum  ellipsoidis  et  superficiei  elasticae 
pertinent,  ope  aequationum  antecedentium  hae  evadunt  aequationes: 

a^-2v  ,         ¥-2v 

(7.)  P  =  7^^727^^'     "^  ^  ^^272- 

Porro  ex  aequatione  (3.)  et  (6.)  sequitur 

(8.)  x'  =  —pz\     y'  =  —qz'. 

Aequatione  plani  tangentis  ellipsoidis  et  aequationibus  (8.)  adhibitis  acci- 
pitur 

^(1+2^  +  2")  =  ^, 

sive 

Ex  aequationibus  (8.)  et  (9.)  sequitur 


ex  qua  sequitur 

(11.)  c'-2v  =  —{s-2e'). 


c'.z 
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Nunc  ad  problema  ipsum,  scilicet  ad  lineas  curvatiirae  inveniendas,  aggre- 
diamur.  Sed  pro  eo,  ut  statim  has  lineas  eruamus,  ita  potius  agemus,  ut  in 
eas  curvas  in  ellipsoide  sitas,  quae  lineis  curvaturae  superficiei  elasticae  cor- 
respondent,  prius  inquiramus;  disquisitione  exacta  ex  bis  facile  lineae  cur- 
vaturae ipsae  superficiei  elasticae  deduci  possunt.  Aequatio  differentialis 
linearum  curvaturae  superficiei  elasticae  sit 

..„,  dx'  +  p'dz'  _   dy'+  q'dz' 

quaeritur  aequatio   differentialis   earum   linearum   elHpsoidis,   quae    lineis    cur- 
vaturae (12.)  correspondent. 

Ex  aequationibus  (8.)  et  (12.)  derivatur: 

{p'-p)dz'-z'dp   _   {q'-q)dz'-s'äq 
Ex  aequationibus  (7.)  sequitur  ope  aeq.  (II.) 


(14.) 


(15.) 


1>-P=    o\z-2z')P' 

,  ,  2(a^  —  c')(zdz'—s'dz)p      a'z  —  2c'z'  ., 

'^P   =  e{z-2zr -+c-(.-2.')^^' 

,  _  2{}}'-c^){zdz'-zdz)q       i^£--2cV 
^~  c\z-2zy  ^  c\z-2z')^^' 


Aequatione  (13.)  in  hanc  formam 

dp'  dq 


b 


{p'—p)dz'—z'dp  {q'—q)dz'—z'dq 

redacta  valoribusque  (14.),  (15.)  substitutis  calculo  facile  instituendo  accipitur: 

(16.)  A.dp-B.dq  =  0, 

si  brevitatis  gratia  ponitur 

I   A  =  c?{b''-&)qz^dz' -  e c?{z-2z)zz' dq-\-2{&-'b^')& qz'* dz, 
\  B  =^  V{a^-&)pz'dz'-e¥(z-2z')zz'dp\2{&-Q^)eps'*dz. 
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Facile  est  visu,  A  transire  in  iJ,  si  a;  cum  ?/,  ^  cum  q^  a  cum  6  simul 
commutantur,  itaque  satis  erit,  si  directe  ijjsius  A  modo  valor  eruitur.  Ex 
aequationibus  (3.)  et  (9.)  sequitur,  posito 

a*       h*       c*  ' 

(18.)  ^'  -  -^- 

Hujus  aequationis  et  aequationum  (1.)  et  (3.)  ope  facile  eruitur 

(19.)  Ä  =  ^[Pqds  +  Qdy], 


ubi 


Si  nunc  ponas 

n  —  

N 


(21.)  B=^[P'pd^  +  Q'äx], 


facile  eruitur 

P'  =  20'  — a"— 26^  + 5 — x'  +  - '-7^ -z, 

a  c 


(22.) 


Habetui-  nunc  aequatio  differentialis  ciu-varum  ellipsoidis,  quae  lineis  cur- 
vaturae  superficiei  elasticae  correspondent,  neglecto  factore  ^, 

[Pqih  +  Qdy]dp  =  [P'pdz  +  Q'dx]dq, 

sive ,  quum  facile  inveniatur  esse  P'  =  P, 

(23.)  dp[Pqde  +  Qdy]  =  dq[Ppds  +  Q'dx]. 

Ex  qua  calculo  facile  instituendo  derivatur 

(24.)  Mdx''  +  Ndx  dy  +  Rdy'  -=  0 , 
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iibi  invenitur 

Quae  aequatio,   valoribus   iiisorum  M,  N,  R  erutis,   in   hanc  transformari 
potest : 

ubi  ponitur 

(25.)  ft  =  _|;_(i»_c7, 

(     A  =  «•^(//-fi^), 
et  factore  v^  +  (i^  +  ^  ad  terapus  neglecto  accipitur 


(26.)      -^dy^+(--^-._._-^  +  _.-^-^jd^r?2/  +  -^ 


^'     '^'-^'^rc^o.'^O. 


c'-6'     a- 


Haec  aequatio  est  simplicissima  forma  aequationis  differentialis  projectio- 
num  earum  cui-varum  ellipsoidis  in  piano  ipsorum  a;,  y,  quae  correspondent 
lineis  curvaturae  superficiei  elasticae,  atque  simillima  est  aequationi  differentiali 
projectionum  linearum  curvaturae  ellipsoidis  in  piano  ipsorum  x,  y\  haec 
enim  est: 

Methodus  autem,  qua  celeb.  Monge  ad  resolvendam  aequationem  (27.) 
usus  est,  etiam  ad  aequationem  (26.)  adhiberi  potest  atque  sequenti  modo. 

4 
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Ponamus  primum 

aequatio  (26.)  transit  in 

(28.)  A-^y    ^\-^-A^,- ^^.^.Byj        ^^    -  0. 

Quae  aequatio  clifFerentiata  facile  ad  hanc  reducitur  formam: 

^    '^  - — —7 [xtjy"+y'{xy'-y)]  =  0. 

Ex  hac  aequatione  sequitur 

(30.)  &'  ^   ^  a'    _  Q 

y' 

quae  singularem  praestat  integralem,  quam  nunc  nondum  consideramus.    Altera 
autem  aequatio  est 

(31.)  xytj"  +  y'{xy'-y)  =  0, 

quae  praestat  generalem  integralem. 

Si  eodem  modo  aequationem  (27.),  quae  est  aequatio  difFerentialis  linearum 
curvaturae  ellipsoidis,  tractaveris,  invenias  generalem  integralem  hujus  aequa- 
tionis  praecise  per  eandem  aequationem  (31.)  ofFerri.  Itaque  primum  nostra 
disquisitio  nos  ad  hoc  theorema  adduxit: 

Projectiones  linearum  curvaturae  ellipsoidis  in  piano  ijjsorum  x,  y  eadem 
aequatione  difFerentiali  secundi  ordinis  definiuntur,  qua  projectiones  earum 
ellipsoidis  curvarum,  quae  lineis  curvaturae  superficiei  elasticae  correspondent. 

Sed  ut  insequens  disquisitio  docet,  projectiones  linearum  ellipsoidis  lineis 
curvaturae  superficiei  elasticae  correspondentium  in  piano  ipsorum  a;,  2/,  quam- 
quam  eodem  modo,  quo  projectiones  linearum  curvatiu'ae  ellipsoidis  ipsius, 
sunt  ellipses  et  hyperbolae,  tarnen  hae  projectiones  cum  illis  non  coincidunt, 
exce})tis  nonnuUis  casibus. 

Generalis  integralis  aequationis  (31.)  est 

(32.)  f  =  ax'  +  ß, 
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tibi  «,  ß  constantes  significant,  inter  quos  exstat  relatio: 

(33.)  ^  =  -^ — r- 

b'  ar 

Atque  simili  modo  atque  in  ellipsoidis  lineis  curvaturae  indagandis  pergens 
atque  a  >  b  >  c  ponens,  invenias  aequationem  (32.)  abire  in 

(34.)  ^±^^1,  [.3 

aequationem  autem  (33.)  in  hancce 


e    a'{d'-b')^  -^  &    b\a'-b')  ' 

Signa  in  utraque  aequatione  (34.)  et  (35.)   inter  se  sunt  con-espondentia. 

Itaque  quaesitae  projectiones  eiirum  linearum  ellipsoidis,  quae  lineis  cur- 
vaturae superficiei  elasticae  correspondent,  in  piano  ipsorum  x,  y  sunt  partim 
ellipses,  partim  hyperbolae,  quae  per  aequationem  (34.)  repraesentantur.  Axes 
hanim  ellipsium  vel  byperbolarum  ita  determinari  necesse  est,  ut  coordinata 
sint  puncti  cujusdam  resp.  hj-perbolae  vel  ellipseos,  quae  per  aequationem 
(35.)  data  est. 

Aequatione  (27.)  eodem  modo  quo  (28.)  tractata  invenitiu*  projectiones 
linearum  cm-vaturae  ellipsoidis  in  piano  ipsorum  x,  y  esse  ellipses  vel  hyper- 
bolas  repraesentatas  per  aequationem 


(36.)  -^ 


+  JL 


ubi    axes  |',  tj'   coordinata   esse    debent   puncti   cujusdam  resp.  hyperbolae   vel 
ellipseos,  quae  aequatione 

n^  —  r'  b'  —  c' 

^      '  a'{a'-b')^    -^  b'{ä'-b')  ' 

continetur. 

Si  aequationes  (36.)  et  (3  7.)  cum  aeq.  (34.)  et  (35.)  comparantur  et 
ad  nonnullos  factores,  quos  supra  calculum  ad  eruendam  aequationem  (28.) 
instituentes  negleximus,  respicitur,  e  disquisitione  facile  instituenda,  quam 
brevitatis   causa   hie    omittimus,    invenitur,   e  lineis  curvaturae  ellipsoidis  et  e 

4* 
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curvis  aequationum  (34.)  et  (35.)  exhibitis  praeter   eas  quae  in  planis  coordi- 
natorum  sunt  sitae  nuUas  comcidere. 

Sed  supra  etiam  hunc  factorem  negleximus 

(38.)  ^«.---O  _  jg^g^  ^  „, 

Facile  est  demonstratu  hanc  esse  singularem  integralem  aequationis  difFe- 
rentialis  linearum  ellipsoidis  lineis  curvaturae  superiiciei  elasticae  coiTespon- 
dentium,  itaque  ad  aequationem  (34.)  et  (35.)  non  pertinentem;  sed  non  minus 
facile  invenitur,  aequationem  (38.)  particularem  esse  integralem  aequationis 
(27.),  ex  quo  concluditur:  praeter  sectiones  planorum  coordinatorum  etiam 
curvam  (38.)  simul  esse  lineam  curvaturae  ellipsoidis  atque  correspondentem 
lineae  cuidam  curvaturae  superiiciei  elasticae. 

Ex  aequatione  (30.)  nil  novi  invenitur.  Haec  ad  projectiones  earum 
linearum  ellipsoidis,  quae  lineis  curvaturae  superficiei  elasticae  correspondent, 
in  eo  piano,    quod  maximam  et  mediam  continet   elliiisoidis    axes,    satis    esto. 

Facile  esset  etiam  projectiones  in  eo  piano  considerare,  quod  maximam 
et  minimam  et  in  eo,  quod  mediam  et  minimam  continet  axin.  Sed  quum 
simili  modo  tieri  perspicuum  sit,  hoc  omittamus. 

Nunc  restat  aequationes  linearum  curvaturae  superficiei  elasticae  ijjsarum 
indicare,  quae  facillime  ex  aequationibus  (34.)  et  (35.)  derivari  possunt.  Nam 
formulis  initio  hujus  disquisitionis  explicatis  adbibitis  invenitur 

(39.)  i^±^_(^-+2,-  +  y^)^ 

quae  conjuncta  cum  aequatione  superficiei  elasticae  ipsa 

(40.)  {x'^'+,f+s"f  =  a'x^  +  Vy'^  +  c'z'' 

utramque  hujus  superficiei  linearum  curvaturae  seriem  repraesentat,    si  ijjsis  § 
et  r^  eos  des  valores,  qui  aequationi 

signis  in  aequationibus  (39.)  et  (41.)   inter   se   correspondentibus,   satisfaciant. 
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Lineam  autem  curvaturae,  quae  singulari  integrali  (38.)  coiTespondet, 
invenias 

(42.)  x"{a'-'^)  +  ij"  {¥-€')  =  {x"  +  y' +  2"f ,  [h 

quae  cum  (41.)  conjungenda  est,    ut    singularem   lineam  curvaturae  superficiei 
elasticae  accipiamus. 

Nunc  generali  problemate  absoluto  nonnullas  hac  occasione  annotationes 
adjicere  liceat,  quae  et  geometrice  et  adhibendis  aequationibus  modo  exhibitis 
analytice  deduci  possunt,  a  nobis  autem  brevitatis  causa  bre\iter  modo  per- 
stringendae. 

1.  Superficies  elastica,  quae  ad  ellipsoin  revolutione  ortam  pertinet,  ipsa 
est  e  superticiebus  revolutione  ortis  atque  axin  revolutionis  eandem  habet 
quam  ellipsois.  Curvae  meridionales  ellipsoidis  et  circuli  ejus  axin  recto 
angulo  secantes  simul  sunt  lineae  curvaturae  ellipsoidis  et  lineis  curvaturae 
superficiei  elasticae  con-espondentes,  sive  lineae  curvatm-ae  superficiei  elasticae 
sunt  curvae  pedales  linearum  curvaturae  ellipsoidis. 

2.  Haec  relatio  ad  superfcies  omnes  revolutione  ortas  extendi  potest. 

Si  enim  de  puncto  quodam  fixo  axis  revolutionis  in  plana  tangentia 
supei-ficiei  perpendicula  demittuntur,  superficies,  quae  pedibus  eorum  gignitur, 
superficies  pedaUs  appelletur;  punctum  supci-ficiei  et  punctum  supei-ficiei  pedalis 
correspondentia  vocentur,  si  hoc  cum  pede  congruit  perpendiculi  de  puncto 
fixo  axis  in  planum  superficiem  in  illo  pimcto  tangens  demissi.  Curvae  in 
utraque  supei-ficie  correspondentes  sunto  eae,  quae  e  punctis  correspondentibus 
constant.  Sui)erficies  pedalis  item  est  supei-ficies  revolutione  orta.  Tum  ge- 
neraliter  sequitiu':  Lineas  curvaturae  superficiei  et  pedalis  ejus  esse  curvas 
correspondentes. 

3.  Denique  notandum  est,  si  generaliter  in  quadam  superficie  de  puncto 
quodam  fixo  in  plana  tangentia  perpendicula  demittas  et  superficiem  pedibus 
eorum  formatam  superficiem  ejus  pedalem  voces,  atque  ut  supra  puncta  et 
curvas  correspondentes  accipias,  fieri  posse,  ut  punctum  fixum  ita  determinetur, 
ut  lineae  superficiei  pedalis,  quae  lineis  curvaturae  primitivae  superficiei  cor- 
respondent,  faciüus  eruantur  quam  lineae  curvaturae  superficiei  ipsius.  Per- 
spicuum  est,  his  lineis  inventis,  lineas  curvaturae  superficiei  primitivae  tum 
semper  de  iis  facile  deduci  posse. 

Atque  vice  versa. 
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8. 

De  ea  superflcie,  qnae  superficies  spiralis  (windschiefe  Schranbenfläclie)  vocatnr. 

Notum  est  aequationem  hujus  superiiciei  esse: 

(1.)  0  =  d.E.  arc  tg  — , 

ubi  -R  est  radius  circuli,  qui  est  basis  cylindri,  et  a  =  tg(f,  (f  designante 
angulum  constantem,  quem  linea  generatrix  cylindri  format  cum  tangente 
lineae  spiralis.  Basis  cylindri  est  planum  ipsorum  x,  y,  axis  cylindri  axis 
ipsorum  z. 

Si  ex  aequatione  (1.)  valores  ipsorum  p,  </,  r,  s,  t  eruas,  invenitur  r  =  —t 
atque  calculo  facile  instituendo  aequationem  difFerentialem  linearum  curvaturae: 


y-[(l  +  q')s-pqt]  +  y'[{l+(nr-il+p')t]-[{l+2f)s-pqr]  =  0, 


si  factorem    ,    "    ,,„   nesligas,  in  hanc  transformes: 


(.)   (,-.-^),....,(..^)y-(,.-.-.|^)  =  0. 


quae  in  hanc  transmutari  potest: 


x'  +  if 
Ex  qua  seqviitiu" 


{xy'-yy-(xi/'-yy  +  {yi/  +  xy  =  0. 


yy  +x  =  ±{xy-y)yi  +  -^-—f, 
quae  eadem  est  atque  haec: 


.5]    (3.)  |.(.^  +  ,")  =  ±.^.(|)\AV^ 

Si  nunc  ponas 

x'  +  y''  =  v' , 

X 

sequi  tur 

,  _      ^' 
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Itaque  ex  aequatione  (3.)  sequitur 


..(..)  =  ±,«._i!^Y,  +  üL5L, 


sive  si  ponas 


ex  qua  sequitur 


±id0  dt 


Qua  integrata  ad  aequationes  advehimur: 
(4.)  f  =  *g  ^«S  "  [v'^'  +  y'  +  a'ü*  +  VFT?] , 

(5.)  f  =  *g  i°g "'  [V^TTT^^-  V^T?] , 

ubi  c  et  c,  constantes  sunt. 

Aequationes  (4.)  et  (5.)  utramque  seriem  linearum  curvaturae  superficiei 
spiralis  repraesentant. 

Aequationes  autem  (4.)  et  (5.)  simpliciores  fiunt,  si  coordinata  polaria 
adhibentur.  Sit  r  radius  vector,  cp  angulus  polaris  atque  centrum  coordinato- 
rum  rectangulorum  polus.     Tum  accipitur 

tg9  =  tglogc[V/-'  +  a»JJ'±r], 
sive 

(6.)  <p  =        log  c  [\Jr'+a'E'  ±  r] , 

ubi  Signum  superius  aequationi  (4.),  inferius  aequationi  (5.)  correspondet.  Ex 
aequatione  (6.),  per  quam  curva  ad  spiralium  genus  pertinens  exprimitur,  facile 
etiam  r  ut  functionem  explicitam  anguli  cp  extrahere  possis. 

9. 
De  lineis  cnrvatnrae  snperflcierum  generis  secnndi  ordinis,  aequatione 

{i  +  q^)r-{]+p^)t  =  0  contentl. 
Ad  integrandam  aequationem  differentialem  partialibus  diiferentiis  secundi 
ordinis 

(1.)  Rr  +  Ss  +  Tt  =  V, 
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ubi    jR,  S,  T,  V  sunt    functiones    ipsorum    »',  y,  2,  p,  q,    exstare    constat    hanc 
methodum  a  celeb.  Monge  inventam. 
Propter 

dp  =  rdx  +  sdy,     dq  =  sdx  +  tdy 

aequatio  (1.)  etiam  talis  adhiberi  potest: 

(2.)  Bdp .  dy  +  Tdq .  dx  -  Vdx  .dy  =  s  {Rdy-  -  Sdx  dy  +  Tdx^). 

Quaerantiir  duae  aequationes  inter  x,  y,  0,^,  q,  quarum  systema  tribus  his 
aequationibus  differentialibus 

(3.)  Bdpdy  +  Tdqdx-Vdydx  =  0, 

(4.)  Rdif  -  Sdx  dy  +  Tdx^  ^  0, 

(5.)  dz  =  pdx  +  qdy 

satisfaciat. 

Sint  hae  aequationes: 

(6.)  fMy,^,P,ü)  ==  «i^ 

(7-)  U{^,y,^,lh<l)  =  «». 

tum  generalis  integralis  aequationis  (1.)  inter  x,y,2,p,q  est 

(8.)  ^  -  ?/•„ 
ubi  '.p  arbitrariam  signilicat  functionem.     Si  haec  methodus  ad  aequationem 

16]    (9.)  ^i  +  q^)r-{l+2)')t  -  0 

adhibetur,  aequationes,  quae  aequationibus  (3.),  (4.)  correspondent,  sunt  hae 

(10.)  {l  +  q^)dpdy-{l+p')dqdx  =  0 
et 

(11.)  {■i  +  q')dy^-{l+2)')dx''  =  0. 

Ex  aequatione  (11.)  sequitur 


(12.)  ^^±i/}+J^. 

^      ^  dx  \   1  +  q' 

Hoc  valore  in  aequatione  (lü.)  substituto  accipitur 
\/l  +  q\dp  +  \fT+'p\dq  =  0, 
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quae  has  duas  praebet  aequationes: 

dj)  dq 


(13.) 
et 


(14.)  -;7=r  +  T7=r  =  0. 


Ex  quibus  sequitur:   aut 

(15.) 
aut 


dp  dg 

q  +  S/l  +  g" 


(16.)  {p  +  Vi  +  P")  (q  +  Vl  +  S'O  =  c- 

Quas  formulas  non  ad  integrandam  aequationem  (9.)  eruimus,  quum  facile 
sit  ostensu,  hie  methodum  MoNGEianam  irritam  fieri.  Sed  animadvertimus  ope 
harum  formularum  lineas  curvaturae  superficierum  (9.)  secundum  methodum 
inveniri  posse,  quae  notitiam  integralis  aequationis  (9.)  non  desiderat. 

Data  sit  enim  aequatio  superticiei  cujusdam,  quae  aequationi  (9.)  satis- 
facit,  scilicet 

(17.)  'H^,V.^)  =  0. 


Ex  hac  aequatione   deriventur  successive   secundum  x  et  y   differentiando 
(18.) 


<^,{x,y,s,p)  =  0, 


Contendo,  si  inter  aequationes  (15.)  et  (18.)  p  et  q  eliminantur,  aequa- 
tionem resultantem  conjunctam  cum  aequatione  (17.)  unam  seriem  linearum  cur- 
vaturae superticiei  (17.)  repraesentare.  Si  eadem  eliminatio  fit  inter  aequationes 
(16.)  et  (18.)  ad  alterius  seriei  linearum  curvaturae  aequationem  perveniri. 

Demonstratio.  De  aequatione  (15.)  sola  dicamus,  idem  ad  aequationem 
(16.)  valebit. 

Aequatio    diflferentialis   linearnm    curvaturae   quadratica  fit  in  nostro  casu 

[{l  +  <ns-vqt]y"-[{\+f)s-pir]  =  0, 
sive 

(19.)  {l  +  q^)dif-{l+p')dx'  =  0. 
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Jam  aequatio  (2.)  pro  aequatione  (9.)  transit  in  hanc: 

(20.)  {l  +  q')dp.cl!/-il+2:)')dq.dx  =  s[{l  +  q')df-- (l+ir)dx']. 

Inter  x,  y,  2,  j),  q,  dx,  dy,  dp,  dq,  quae  ad  lineam  quandam  curvaturae 
pertinent,  tum  aequatio  (11.)  tum  aequatio  (20.)  consistit,  ergo  etiam  aequatio 
(10.),  quapropter  etiam  aut  aequatio  (15.)  aut  aequatio  (16).  Ex  quo  sequitur, 
valores  ipsorum  ^  et  ^  ex  aequationibus  (IS.)  derivatos  pro  linea  quadam 
curvaturae  aut  aequationi  (15.)  aut  aequationi  (16.)  satisfacere  debere.  Eli- 
minatis  igitur  p  et  q  inter  aequationes  aut  (15.)  et  (18.)  aut  (16.)  et  (18.), 
aequationes  resultant 

(21.)  '!^,{x,y,^)  ^  0 

aut 

(22.)  '^,{x,y,^)  =  0, 

quae  cum  aequatione  (17.)  conjunctae  resp.  unam  et  alteram  seriem  linearum 
curvaturae  praebent. 

Exemplum  hujus  methodi  applicandae  adjicere  liceat. 

Supra  in  No.  6  superficiem  tractavimus,  cujus  aequatio  et  aequationi  (9.) 
et  aequationi  s  =  0  satisfacit. 

Hanc  superficiem,  quamquam  specialis  est  hujusce  discussionis  casus, 
propterea  supra  singulariter  tractavimus,  quia  et  aequationem  ejus  indicare 
voluimus  et  aequatio  linearum  ejus  curvaturae  simplicissimo  modo  directe 
derivari  potuit.  Nunc  easdem  lineas  curvaturae  metbodo  modo  explicata 
invenire  volumus,  aequationesque  earum  identicas  inveniemus  cum  aequatio- 
nibus in  No.  6. 
17]     Aequationibus  (18.)  coiTespondent  aequationes  ex  No.  6 


q  =  ig  (cy  +  c^). 


(23.) 

Positis  bis  valoribus  ipsorum  jy  et  5'  in  aequatione  (15.)  sequitur 

1 

tg(ca;  +  c,)  +  - 

tg  {cy  +  cj  + 


(24.)  cos  (ca;  +  c,) 


cos  {cy  +  cj 
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ubi  m  loco    ipsius   c  in    aequatione  (15.)  ut    arbitrarium    constantem    ponimus, 

sjve 

sin  (ex  +  r.)  +  1  sin  (cy  +  f,)  +  1 

^ ^^ —  =  »' ^-^7 ^^— K 

cos  {ex  +  Cj)  cos  [ey  +  c J 

Multiplicatis  et  nominatore  et  denominatore  in  recta  parte  cum  sm(cy  +  cj  —  l, 
in  laeva  cum  sin  {ex  +  c  J  —  1 ,  accipias : 

,^,  .  sin(pv  +  cj  — 1  sin(ca;  +  c,)— 1 

(25.)  ^^-^7 r—\ —  ==  "' r ,'     \     • 

^     '  cos  {ey  +  c,)  cos  {ex  +  cj 

Quae  aequatio  cum  aequatione  (17.)  in  No.  6  identica  est. 
Si  autem  valores  ipsorum  p,  q  ex  aequationibus  (23.)  ponas  in  aequatione 
(16.),  accipitur: 

[sin  {cy  +  c,)  +  1]  [sin  {ex  +  cj  +  1]    ^  ^ 
cos(fy+ c,)  cos  (ca;  +  c,)  " 

ubi  Pj  constans  est. 

Multiplicatis  et  nominatore  et  denominatore  cum 

[sin  {ry  +  e,)  - 1]  [sin  {ex  +  rj  -  1] 
evadit 

[sin  {cy  +  c,)  -  1]  [sin  {ex  +  c.)  -  1]    ^  J_ 
^       ■'  cos(c2/  +  cJ  cos(ca;  +  c,)  P, ' 

quae  identica  est  cum  aequatione  (IS.)  in  No.  6,  si  ponas  -p-  =  m^. 

Itaque  re  vera  adhibitis  duabus  aequationibus  (15.)  et  (16.)  conjunctis 
cum  aequationibus  ex  aequatione  superficiei  differentiatione  emanantibus  utram- 
que  seriem  linearum  curvaturae  invenimus. 

Annotatio.  Pro  duobus  generibus  primi  ordinis  superficierum  ad  genus 
(9.)  pertinentibus  nostra  methodus  unam  modo  seriem  linearum  curvaturae 
invenire  docet,  altera  per  eam  indefinita  relinquitur,  scilicet  pro  bis  generibus: 


(26.)  ^'^"^^^ 


q  +  S/l  +  q' 

et 

(27.)  ip  +  \Ji-+p'){q  +  \/l  +  q')  =  C. 

Nam  quod  ad    genus  (26.),    aequatio   (15.)    propterea    nihil    detegit,    quod 
pars    ejus    laeva   per    aequationem  (26.)  in  constantem  redit.     Manet  aequatio 
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(16.),  quae  cum  ea  aequatione,  quae  est  integTalis  aequationis  (26.)  et  iis 
aequationibus,  quae  aequationibus  (18.)  con-espondent,  conjuncta  unam  dat 
seriem  linearum  curvaturae. 

Quod  autem  ad  genus  (27.),  eodem  modo  perspicuum  est,  aequationem 
(16.)  nihil  detegere,  aequationem  autem  (15.)  ad  unam  adducere  seriem  linea- 
rum curvatm'ae. 

Genera  (26.)  et  (27.)  ad  superficies  devolubiles  pertinent,  earumque  igitur 
lineae  curvaturae  alia  methodo  supra  explicata  inveniri  possunt. 

Sed  si  unam  seriem  linearum  curvaturae  cognovisse  sat  sit,  etiam  pro 
bis  superliciebus  methodus,  quam  modo  tradidimus,  suppeditat. 

Consideremus  enim  primum  genus  (26.).  Generalis  integralis  aequationis 
(26.)  ut  ad  superficies  devolubiles  i^ertinentis  facile  eruitur  hoc  systema: 


K^). 


2cL      '  ■"     2L 
(28.)  { 

7(i7Tiy"  +  ^^n~2zrJ' 

ubi  L  parameter  indefinitus,  cp  functio  arbitraria.     Porro  est 
•s]    (29.)  q  =  -^j^,     p  =  -j^j-. 

Si  hos  valores  in  aequatione  (16.)  substituas,  invenitur: 

2cL  ■  2i  ~  ^    ' 

ubi  M  loco  ipsius  c  in  aequatione  (16.)  ponimus,  sive 

cU  =  M, 
sive 

(30.)  L  =  F, 

ubi  P  constans  est.     Si    hunc    valorem   ipsius  L    in    aequatione  secunda  (28.) 
substituas,  aequatio  unius  seriei  linearum  curvaturae  est: 

(31.)  7(p^+i)^+^  =  n^^p-j' 

quae  est  aequatio  lineae  rectae. 
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Eodem  modo  inveniri  potest,  projectiones  unius  seriei  linearum  cuxvaturae 
superficierum  (27.)  in  piano  ipsorum  x,  y  esse  lineas  rectas,  quarum  aequatio 


(32.)  -c'IiVp-)^  +  ^=^^'(-1P^)- 


Atque  re  vera  et  generis  (26.)  et  generis  (27.)  alteram  seriem  linearum 
curvaturae  in  piano  ipsorum  «,  y  secundum  lineas  rectas  projici  etiam  alio 
modo  inteUigi  potest.  — 


19]  V  I  T  A. 


Natus  sum  Lazarus  Fuchs  die  Vto  mens.  Maji  anni  MDCCCXXXII 
Moschini  urbe  provinciae  Posnaniensis ,  patre  Raphael,  matre  Caecilia, 
quam  morte  mihi  ereptam  lugeo.  Primis  literarum  elementis  in  schola  uxbis 
])atriae  eruditus  anno  XL  VI  Posnaniam  me  contuli,  ubi  primum  literis  anti- 
quis  privatim  eruditus  sum.  Anno  XLVIII  tertiam  classem  gymnasii  adii, 
quod  Posnaniae  Friderico  Guileimini  floret,  tum  rectore  viro  excell.  Ki e ss- 
lin g.  Anno  LIII  rectore  viro  excell.  Heydemann  maturitatis  testimonio 
instructus  de  gymnasio  decessi.  Tum  annum  privatim  Posnaniae  moratus 
anno  LIV  BeroHnum  me  contuli,  ubi  rectore  magnif.  celeb.  Encke  ciAdbus 
hujus  academiae  adscriptus  et  decano  amplissimo  celeb.  Trendelenburg 
apud  facultatem  philosophicam  nomen  professus  sum.  Quadiiennio  absoluto 
iterum  rectore  magnif.  celeb.  Rudorff  civibus  academiae  adscriptus  et  decano 
amplissimo  celeb.  Kummer  apud  facultatem  philosophicam  nomen  professus 
sum.  Scholis  interfui  horum  virorum  celeb.  et  exjjert.  Arndt,  Böckh,  Bor- 
chardt,  Clausiris,  Dirichlet,  Dove,  Encke,  Kummer,  Lichtenstein, 
Magnus,  Mitscherlich,  Ohm,  Poggendorff,  v.  Raumer,  Sonnen- 
schein, Trendelenburg,  Weiss,  Weierstrass.  Quibus  omnibus  Adris 
optime  de  me  meritis  maximas  gratias  ago  semperque  agam. 


T  H  E  S  E  S. 


Quae  in  geometria  simpliciter    deducuntur,   analytice   formulis   non  minus 
simplicibus  cognosci  posse  oportet. 

Criterium  metacentri,    quod   \'xilgo  ad  aequilibrium  corporis  navantis  adhi- 
bebatur,  jure  a  recentioribus  rejectum  est. 

Methodus  mathematica  plerumque  ad  perscrutandas  res   philosophicas  non 
est  adhibenda. 


ANMERKUNGEN. 


1)  Änderungen  gegen  das  Original. 
Es  wurde  gesetzt: 

S,    1,  Zeile  3  v.  u.  Eduardus  statt  Eduard, 


2, 

„      6           aliarumque  statt  aliarumquae. 

16, 

„      9  V.  u.  zero  statt  sero. 

19, 

„      1            satisfaciat  statt  satisfaciant, 

24, 

„      6  V.  u.  superficiei  statt  superficie, 

27, 

„      6           aequationem  statt  aequatio. 

28, 

„    10           esse  statt  est, 

lineam  statt  linea, 

correspondentem  statt  con-espondens, 
„  30,      „    10  aequationem  diflerentialem  statt  aequatio  differentialis, 

„  33,  Gin.  (15.)  imd  (IG.)  c  statt  Cj, 
„  34,  61.  (24.)  und  im  folgenden  m  statt  M, 
„  35,  Zeile  12  v.  u.  m^  statt  m'. 

SCH. 

2)  Die  Gleichung  (7.)  auf  S.  17  und  die  darauf  folgende  Zeile  enthalten  ein  Versehen.  Die  Anwendung  der 
Methode  von  Laguange  auf  die  partielle  Differentialgleichung  (3.),  S.  16,  ergiebt  nämlich  deren  allge- 
meines Integral  in  der  Form 


<i>i^^-k(hx  +  y)x+^-^±!p^,  kx  +  yj  =  0. 


StÄCIvEL. 


n. 


INTEGRATION  DER  PARTIELLEN  DIFFERENTIALGLEICHUNG: 

(Journal  für  die  reine  und  angewandte  Mathematik,  Bd.  58,  1860,  S.  80—89.) 


1.  [8o 

Um   die  Nabelpunkte    einer  Fläche   zai   finden,   hat   man   bekanntlich   die 

Gleichung    der    gegebenen  Fläche    mit    zwei    anderen   zu   verbinden,    die    man 

erhält,   wenn    man   in    der   von  Monge    angegebenen  Differentialgleichung  der 

Krümmimgslinien : 

[ii  +  r)s-pqt]y"+Kl  +  (/)r-{l+if)t]y'-[{l+lf)s-pqr]  =  0 

ausser  dem  Coefficienten  von  y'  noch  einen  der  beiden  andern  der  Null  gleich- 
setzt.    Man  erhält  die  partiellen  Differentialgleichungen: 

(1.)  {l  +  q')r-{l+p')t  =  0, 

(la.)  {^  +  r/)s-pqt  =  0 

oder 

(l+2f)s-pq)-  -r  0. 

Es  bedarf  kaum  der  Erwähnung,  dass  sich  auf  den  Flächen,  die  einer  dieser 
Gleichungen  genügen,  wenn  sie  überhaupt  Nabelpunkte  besitzen,  im  Allge- 
meinen Nabellinien  befinden. 

Während  nun  die  Gleichung  (la.)  leicht  integrirt  werden  kann,  verursacht 
die  Integration  der  Gleichung  (l.)  gTÖssere  Schwierigkeiten.  —  Bevor  ich  aber 
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ZU  dem  eigentlichen  Gegenstande  dieser  Arbeit,  nämlich  zu  dieser  Integration, 
übergehe,  kann  ich  nicht  unterlassen,  in  Kürze  zu  zeigen,  dass  man  beide 
Reihen  der  Krümmungslinien  der  durch  die  Gleichung  (l.)  dargestellten 
Flächenfamilie  finden  kann,  ohne  dass  es  nöthig  ist,  das  Integral  dieser 
Gleichung  vorher  zu  kennen. 

Denn    bildet    man   nach    der  MoNGEschen  Methode    die   Gleichungen    der 
Characteristiken  dieser  Flächen,  so  erhält  man: 


(2.) 


(1  +  f/)  dp  ihj  -  (1  +  if)  dq  dx  =  0, 
{l  +  (f)dif     -{\+f)dx'       =  0. 


8i]  Durch  Combination  derselben  folgt  für  die  eine  und  die  andere  Characteristik 

dp  dq 

VTTp       Vi +  9' 
oder  durch  Integration : 


(3.)  Q;  +  ^i+p^)(2  +  y/l  +  3^)  =  C, 


(4.)  ■  i^  +  \/I+7 


2  +  v/r+g^ 

wo  c  und  i\  Constanten  sind.  Andererseits  geht  die  am  Anfange  erwähnte 
Differentialgleichung  der  Krümmungslinien  für  die  FlächenfamiHe  der  Glei- 
chung (l.),  wie  man  leicht  findet,  über  in  die  folgende: 

(5.)  {i  +  (/)äy--{l+p^)dx:'  =  0. 

Da  nun  diese  Gleichung  mit  der  zweiten  Gleichung  (2.)  identisch  ist,  und  da 
aus  der  Combination  eben  dieser  Gleichung  mit  der  Gleichung  (1.)  die  erste 
Gleichung  (2.)  erhalten  wird,  so  ergiebt  sich,  dass  die  letztere  Gleichung 
ebenfalls  für  die  Krümmungslinien  gelte.  Man  ersieht  daraus,  dass  die  Inte- 
grale der  Gleichungen  (2.),  nämlich  die  Gleichungen  (3.)  und  (4.),  der  einen 
oder  der  andern  Reihe  von  Krümmungslinien  angehören.  Ist  nun  die  Gleichung 
einer  der  Familie  (l.)  angehörigen  Fläche  gegeben,  so  hat  man  nur  dieselbe 
nebst  den  beiden  durch  einmalige  Differentiation  nach  x  und  y  daraus  ab- 
geleiteten mit  den  Gleichungen  (3.)  und  (4.)  zu  verbinden,  um  durch  Elimi- 
nation beide  Reihen  von  Krümmungslinien  zu  erhalten.  —  Wir  gehen  nun- 
mehr zur  Integration  der   Ditferentialgleichung  (l.)  über. 
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2. 

Zunächst  verwandeln  wir  die  gegebene  Differeutialgleichung  in  eine  solche, 
in  welcher  die  ersten  Ableitungen  nicht  vorkommen,  mit  Hülfe  einer  von 
Legendre  (Memoires  de  TAcademiu  des  Sciences  de  Paris,  ann.  17S7)  an- 
gegebenen Transformation.  Dieselbe  besteht  darin,  dass  man  statt  der  Varia- 
bein X,  ?/,  z  drei  neue  J»,  g',  ">  einführt,  welche  mit  ihnen  durch  folgende  Glei- 
chungen verbunden  sind: 

dz  dz  dz  dz 

und  umgekehrt: 

öü)  öu)  d(o         ö(o 

Man  hat  alsdann  [^* 


d£ ^ äpdq 


«  = 


a%u 


ag*     a^/       \dpdq) 
Geht  nun  eine  Differentialgleichung 

/  _a£_  ^    e^     a'^     a^\  ^  „ 

'  r'  ^'  ^'   aa; '   dy'  dx^ '  aa;aj/ '    dy") 
durch  diese  Substitution  über  in: 

/  d<ü    dm    a'(u    a'u>    a'cü\  _ 

?(2^,  ff,  <»,  ^,  "ö-,  -3^.  e^.  -e^j  -  "' 

und  gelingt  es,  die  letztere  so  zu  integriren,  dass  man  hat: 
ü)  =  F[p,  q,'^ip,q),xi2},Q)], 

(worin  cj;  und  /  willkürliche  Functionen  sind),  so  erhält  man  durch  blosse 
Differentiation  das  allgemeine  Integral  der  ersteren  vermöge  der  Gleichungen 
(7.)  so  dargestellt,  dass  x,y,2  als  Functionen  zweier  Variabein  p,  q  auftreten, 
und  in   ihrem  Ausdrucke   eine   hinreichende  Anzahl  willkürlicher  Functionen 
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enthalten  ist.  Es  ist  zai  bemerken,  dass,  wenn  .t,  t/,  z  die  Coordinaten  einer 
Fläche  bedeuten,  m^p^q  die  Coordinaten  der  von  Monge  so  genannten  reci- 
proken  Fläche  sind.     (Vergi.  Chasles,  Apercu  historique,  Note  XXX.) 

Unsere    Gleichung  (1.)    geht   durch    die    LEGENDREsche    Transformation   in 
die  folgende  über: 

(»•)  ('+"')|?-<'+'/)|;^  =  ». 

mit  deren  Integration  wir  uns  nun  zu  beschäftigen  haben. 

3. 
Wir   führen    als  Coordinaten   diejenigen   Curven   der    reciproken    Flächen 
(9.)  ein,    welche    den  Krümmungslinien   der  Flächen  (J.)  entsprechen.      (Siehe 
die  Gleichungen  (3.),  (4.)  und  (6.).)     Wir  setzen  also: 


p  +  \Jl-\-lf 


(10.)  "^-^rhr^  =^  "'       ^^'  +  ^^^  +-^'')  (2  +  Vi  +  ö")  =  «.. 

83]  wo  «  und  ti.^  die  beiden  neuen  Variabein  sind.     Daraus  folgt 

(11.)  p  +  \/TTF  =  V?^,       2  +  V'HT'  =  \/^- 


Durch  Differentiation  erhält  man 

/         (^P       _   1  ( 

u^du  +  udn. 

, 

(12.)                                               / 

)          dq               1  1 

Uli, 

—  Mj  du  +  u  du. 

1 

l      Vi  +  2=           ^  ' 

Mt«, 

1 

Setzt  man  zur  Abkürzung 

ö»                    dp 

du   =  '''         du,    =  "■' 

du 

dq 
du. 

so  erhält  man  aus  (12.) 
(13.) 


"•=2^/^+^^'         ^'=        2^1  +  2'^ 
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Um  die  transformirte  Differentialgleichung  zu  erhalten,  kann  man  z.  B.  die 
von  Jacobi  (dieses  Journal  Band  36,  über  eine  particuläre  Lösung  der  partiellen 
Differentialgleichung  -^-^  +  -gp-  +  -q^  =  0*))  angegebene  Eeductionsmethode  an- 
wenden, wonach,  wenn  F  eine  Function  von  a.,y,2,  —^  -^  bedeutet  und 


.   dx    dy        dx    di/ 

du   du,       du,   du 


gesetzt  wird. 


(14.)     A|^-A-^_^J|:]=.   J^\_^AJ|:\_    ö     /       äF 


d^j      ^"'i     ö^ 

du^ 


rdF d      dF         d      dF  -j  ^  ^(^\ ^/v 

I  ö^        dx    ^  d2        du    .  dz   \  \ds  )      du  { 

ist.     In  unserem  Falle  muss  man 

setzen.     Durch  Transformation  ergiebt  sich  hieraus  mit  Rücksicht  axif  (13.) 

(16.)  ^^F=e^^, 

^     '  du    du^ 

worin  [84 

^  ~    1  +  ;/  ~  1  +  2' 

Aus  (15.)  imd  (16.)   folgt   nun,    dass   in   unserem  Falle  (14.)   die  Differential- 
gleichung liefert: 


du  du. 


worin 

(18.)  K 

Es  ist  aber 


K  = 


(«  +  !<,)(«?«,+  1) 


1  1 

M  +  —  +  if,  +  — 


i)  Jacobis  Werke,  Bd.  II  (1882),  S.  191.    Seh. 
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oder,  wenn  wir  zur  Abkürzung 


(19.) 
setzen, 


1 

n  +  — 


1 

M,  +  —    = 


^  =  ^+T' 


mithin  geht  die  Gleichung  (17.)  über  in 
d 


[Öa>     -1  r-    dui     -I 

K+ßJ  lu  +  ßj 


du  OK, 

oder  in 

(20-)  2(«  +  ^     -r-^ j-^ ^  =    0, 

Ich  werde  jetzt  zeigen,  dass  man  die  DiiFerentialgleichung  (20.)  sogar  unter 
der  allgemeineren  Voraussetzung  integriren  kann,  dass  k  und  ß  beliebige 
Functionen  respective  von  ?«  und  ^f^  sind. 

4. 
Führt  man  nämlich  «  und  ß  als  Variabein  ein,  so  hat  man: 
ö(u  öcu    da  ö(u  ö(u    (Iß  d'io  ö^(u    da    dß 


du  da    du'         du^  dß    du^'         dtidii^  dadß  du  dw, 

85]  Daher  geht  die  Gleichung  (20.)  über  in: 

^      '  ^       "^^  dadß       da        dß 

Wendet  man  nun  die  Substitution 


(22.) 
an,  so  hat  man 


I    u  —  ß  =^  V 


öcu  1       ÖU)            1     Öü)  ÖU)  1       ÖU)            1      ÖO) 

.  "öF  ~  ¥"ö7"'*""2  ^ö/T'  ÖD    ^  "2   a«  ~J'dß'' 

d-m  _    1     ö'üj        1  _Ö^t:^        1  Ö'o)               ö'(u    _  1     ö'u)         1     Ö-u>          1     Ö'ti 

öü'  ~    4    ö«''    "^  2  ö«ö^  "*"  T  ö/i'  '         "ö?~  ~  T  ■öä»"~'2  'dadß  '^  J  ~d^ 
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Durch  Subtraction  der  beiden  letzteren  Gleichungen  von  einander  erhält  man 


Ö'U)  Ö^U)      Ö'U) 


oder  vermöge  der  ersten  Gleichung  (22a.)  und  der  Gleichimg  (21.) 

Diese  Gleichung  aber  ist  ein  specieller  Fall  derjenigen,  die  Poisson  (Journal 
de  l'Ecole  Poly technique ,  cah.  19)  behandelt,  nämlich  der  folgenden: 

worin  l,  g  Constanten  sind.  Euler  und  in  der  erwähnten  Abhandlung  Poisson 
haben  im  Allgemeinen  das  Integral  derselben  oder  vielmehr  der  diu'ch  die 
Substitution 

(25.)  ^  =  v.r''^ 

in  die  folgende  verwandelten: 

d-V  Jd'V     mV\ 

in  unendlichen  Keihen  gegeben. 

Die  Fälle,  in  welchen  Poisson  dieselben  summirt,  hängen  wesentlich  von 
den  Wurzeln  der  Gleichung: 

(27.)  ]c(k-l)-m  =  0 

ab.  Ist  insbesondere  eine  Wurzel  derselben  negativ,  wo  alsdann  die  andere 
positiv  sein  muss,  und  zwar  habe  die  positive  die  Form  i  +  },  wo  i  eine 
positive  ganze  Zahl  bedeutet,  so  werden  die  Glieder  der  Keihen  vom  2«'™ 
ab  unendlich  —  aber  gerade  auch  in  diesem  Falle  lässt  sich,  wie  Poisson 
gezeigt  hat,  das  Integral  in  endlicher  Form  darstellen.     Es  ist  nämlich:       [86 

(28.)  F  =  < '  "^  '   /     » (C  cos  A  +  a  v)  sin^'  k  dX 

*^ 

-i+^r   ..        ^      .,.ö4(<  +  ai')       „^.,d''iif  +  av)  ^        ,    .,       ,,.   .d'-'-'^'!^if  +  av)] 
+  t    '+'[.K<  +  af)  +  ^;<^^--  +  ^;<-— "^-  +  -  +  ^2.-1^-' g^a'-i       J 

-ct''^'logt  f"<'/{tcosX  +  av)sm^'l(U  +  2ct''^'  f  ']''{f cos l  +  avMjj- {q'+c') am-- XUU, 
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(29.) 


(2i-l)(2;:-3)...(2  i  -2n  +  1) 


1)» 


(2i-l)(2i-2)...{2i-n)         1.2, 


r 


sin^'Af?A. 


'■  = ''! 


sm-'A 


(U, 


und  c,  c'  Constanten  sind,  die  durch  die  folgenden  Gleichungen 
bestimmt  werden: 


„           1.9.25..,(2i-l)' 
^  — 

C. 


(-!)•• 


2.1.2.3...(2i-l)    1.2. 3. ..2? 
=  c  /     sin-'A(7A, 

1  ) 


(-!)'• 


K4'(i.2.../-iy^ 


C';  =  -26'Ji  +  l  +  i  + 


2j-l 


C';  =  ScJ'  [-^-(2'+c')sin2'A]r7A. 


Für   die  Gleichung  (23.)    ist   nun    a  =  1,  /  =  —  ],  m 
daher  durch  einfache  Rechnung: 


1 .     Man    erhält 


A[ 


C„ 


1 


(A  — TT— sin  A  cos  A), 


1  ^.         1 

q   =  (-  — A)  cotg  A, 


Bestimmen  wir  demnach  V,   und   multipliciren  dasselbe  gemäss  der  Gleichung 
(25.)  mit  f,  so  erhält  man  als  Integral  der  Gleichung  (23.): 


(30.) 


cos  l  +  v)  sin'  k(U  +  \'\i{t  +  v)  +  t 


dt 


+  -:r-f  log  t 


cos  A  +  v)  sin"  A  dX 


~-Z^'  f    '^'(f'  cos  A  +  v)  —  -  (-^  +  (i^  -  A)  cotg  A  j  sin'  aI  dL 

Setzt  man  nun  hierin  für  t  und  v  die  vermittelst  der  Gleichungen  (10.),  (J9.), 
(22.)  sich  ergebenden  Ausdrücke  durch  p,  q,  so  erhält  man  das  allgemeine 
87]  Integral  der  Gleiclning  (9.),  und  vermittelst  der  Gleichungen  (7.),  wie 
schon  in  No.  2  bemerkt  worden,  durch  einfache  Differentiation  das  Integral 
der  Gleichung  (l.)  selbst. 
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5. 

Ich  füge  noch  folgende  Einzelnheiten  hinzu: 

Man  kann  sich  durch  sehr  einfache  Rechnung  überzeugen,  dass  die 
Gleichung  (l.)  befriedigt  wird,  wenn  man  an  die  Stelle  von  p  und  q  respective 
p  +  \j\-\-p''  und  q  +  Vi +  2'  setzt. 

Ferner  sieht  man  leicht,  dass  wenn  w  ein  Integral  der  Differentialgleichung 
(9.)  ist,  auch  ^{\-^p')  und  ||^(l  +  '?')  solche  sind. 

Ferner  kann  man  auf  folgende  Weise  zu  einer  besonderen  Reihe  parti- 
cularer  Integrale  der  Gleichung  (9.)  gelangen. 

Indem  wir  zur  Abkürzung 

Jf  -  ■^'  dq    ~  ^'  dp'    ~~       '  dpdq         '^'  dq' 

setzen,  sei 

(31.)  E  =  1±£  /|_,     also    T  =  ^^, 

^      '  c       dpdq'  c       dp  dq 

wo  c  eine  beliebige  Constante  und  (i  eine  noch  zu  bestimmende  Function 
von  p  und  q  sei.  Man  erhält  durch  Integration  dieser  Gleichungen,  mit  Ver- 
nachlässigung der  willkürlichen  Functionen, 


dpdq 

=  s, 

1  +  p' 

d'fi' 

P  = 

l  +  q' 
c 

d(i 

Q  - 

1  +  p''  d^ 
c       dp 

' 

und  hieraus,  wegen 

eq  - 

'  dp ' 

(32.) 

^  dq 

dp 

=  (1+.')|^ 

-(1  +  2^)- 

Setzen  wir  ferner 

(33.) 

c 

=  A, 

1  +  9' 
c 

r  =  A, 

SO  folgt 

durch 

successive 

Differentiation 

nach 

p  und  q 

2p 

dB 
'äq 

22-^—  = 
dp 

d-T 
=  ^'^^^'^dpdq 

-i^  +  f) 

a^i? 

dpdq 

oder,  da 

dB 

es 
dp  ' 

er 
dp  - 

-^    etc 

(34.) 

o    öS 
dp 

^(1  +  , 

,,d'S 
2  ^  ör/ 

-(1  +  P') 

d'S 
dp' 
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Aus    der  Vergleichung   dieser  Gleichung    mit    der  Gleichung  (32.)   folgt,    dass 
man  Ä  =  ^  setzen  kann.     Alsdann  geht  (31.)  über  in 

_ß  _    1  +  9^    d'-S  y  _    1+2/    d'-S 


c       dpdq'  c       dp  dq ' 

oder,  wie  leicht  zu  finden,  in 

1  +  r   S'R  rr         1+P'   ^'T 


(35.)  B  = 


dq-  '  c        dp^ 


Es   handelt   sich    also    um    die  Integration  einer  Differentialgleichung   von  der 
Form 

cy 


(36.)  y" 


l  +  x" 


Entwickelt  man  die  Function  nach  steigenden  Potenzen  von  x  und  bezeichnet 
mit  y'""  den  Werth  der  m*™  Ableitung  für  x  =  0,  so  ist 

^«m+3)  ^  [c-2m(2m-l)][c-(2m-2)(2m-3)][c-(2m-4)(2OT-5)]...[c-2]ca, 
^öm+3)  ^  [c-{2m  +  l)2m][c-{2m-l){2m-2)][c-{2m-3){2m-4:)]...[c-G]ci, 

worin  a  =  «/„,  6  =  «z^. 

Nimmt  man  z.  B.  6  ^  0,  so  hat  man  die  Recursionsformel : 

VT^"  =  yT^"[c-{m  +  2){m+l)], 

und  die  Reihe  lautet 

y  =  a  +  ^ca+  ^   g^3^^  (c-2)ca+  ^_/     ^  (c- 12)(c-2)c« 

eine  Reihe ,  die  für  —  1  <  a;  <  1  convergirt. 

Für  die  Zahlen  c=  2,  12,  30,  56  etc.,  überhaupt  für  c=  2m(2m  — 1), 
wo  m  eine  ganze  Zahl  ist,  hat  die  Reihe  nm-  eine  endliche  Anzahl  von 
Gliedern,  und  man  erhält  particulare  Integrale  der  Gleichung  (36.)  in  end- 
licher Form  und  daraus  auf  bekannte  Weise  die  allgemeinen.  Mit  Hülfe  der 
89]  Formeln  (35.)  lassen  sich  alsdann  particulare  Integrale  der  Differential- 
gleichung (9.)  herleiten. 
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Hätte  man  bei  der  Integration  der  Gleichungen  (31.)  die  willkürlichen 
Functionen  mitberücksichtigt,  so  hätte  man  statt  der  Gleichung  (32.)  eine  von 
folgender  Form: 

erhalten,   und    es   handelte  sich  darum,    diese  DiflFerentialgleichung  mit  Rück- 
sicht   auf   das    Integral    (i  =  S    der    Gleichung    (32.)    zu   integriren,    um    zum 
allgemeinen  Integrale  der  Gleichung  (9.)  überzugehen. 
Berlin,  im  Januar  1860. 


7* 


ANMERKUNG. 


Wie  R.  Hoppe  (Journal  f.  d.  r.  ii.  a.  Mathematik,  Bd.  58,  S.  3G9-373,  Bemerkung  zu  der  Abhandlung 
Seite  80  dieses  Bandes  über  die  Integration  der  partiellen  Differentialgleichung  etc.)  bemerkt  hat,  verliert  das 
in  der  Gleichung  (28.)  (S.  47)  angegebene,  der  Abhandlung  von  Pois.son  entnommene  Integral  der  partiellen 
Differentialgleichung  (26.)  (S.  47)  gerade  für  den  hier  in  Betracht  kommenden  Fall ,  wo  i  eine  ganze  Zahl 
ist,  seine  Bedeutung.    Das  richtige  Resultat  giebt  Hoppe  (a.  a.  0.  S.  371)  in  der  Form: 

K  =  0 

wo  !;;"»(()  die  wte  Derivirte  von  ijj(t)  nach  t  bedeutet  und 

.     ^  _  2i{2i-V, . . .  (w  +  1) .  1 .  2  . . .  (2i-w-l)     1.3...(2j-l) 
^         '"         (2i-l)(2i-3)...(2M-2i+l)  '      2.4...2i 

zu  setzen  ist.    Hiernach  folgt  (nach  Hoppe,  a.  a.  0.)  für  die  vollständige  Lösung  der  partieUen  Differential- 
gleichung (23.)  (S.  47)  der  Ausdruck : 

t-    rr. 
">  =  —J     [?(«cosA  +  r)  +  'y'(«cosi+o)(log(isinU)  +  (it-i)cosi)]sinnfM-<J;'(<  +  t))  +  .i(«+ü). 

Hoppe  hebt  noch  hervor  (a.  a.  0.  S.  372),  dass  die  Differentialgleichung  (36.)  (S.  50),  auf  welche 
FüCHS  in  der  No.  5  gewisse  particulare  Integrale  der  Gleichung  (9.)  (S.  44)  zurückführt ,  als  besonderer 
Fall  in  der  Differentialgleichung  der  hypergeometrischen  Reihe  enthalten  ist.  Sch. 


m. 


ÜBER  DIE  PERIODEN,  WELCHE  AUS  DEN  WURZELN 

DER  GLEICHUNG  tu"  =  t   GEBILDET  SIND, 

\A^NN  n  EINE  ZUSAMMENGESETZTE  ZAHL  IST. 

(Journal  für  die  reine  und  angewandte  Mathematik,  Bd.  61,  1863,  S.  374—386.) 


In  einer  Abhandlung  (gelesen  in  der  Berl.  Acad.  der  Wissensch.  am  [374 
18.  Decbr.  1856)  hat  Herr  Kummer  seiner  Theorie  der  idealen  Primfactoren 
der  complexen  Zahlen,  welche  aus  den  Wurzeln  der  Gleichung  u)"  =  1  ge- 
bildet sind,  wenn  n  eine  zusammengesetzte  Zahl  ist,  Perioden  zu  Grunde  ge- 
legt, welche  mit  Hülfe  einer  in  n  nicht  enthaltenen  Primzahl  q  aus  diesen 
Wurzeln,  analog  den  gewöhnlichen  Kreistheilungsperioden  für  eine  Primzahl, 
gebildet  sind.  Eei  solchen  Perioden  tritt  ein  Umstand  ein,  der  sie  wesentlich 
von  den  Perioden  für  Primzahlen  unterscheidet,  dass  sie  nämlich  verschwinden 
können.  Da  man  nun  ebenso  viele  Systeme  von  Perioden  aufstellen  kann, 
als  man  verschiedene  Primzahlen  q  wählt,  so  ist  zuerst  zu  untersuchen,  für 
welche  Zahlen  n  überhaupt  Systeme  mit  verschwindenden  Perioden  vor- 
handen sind;  und  wenn  n  den  noth wendigen  Anforderungen  genügt,  so  ent- 
steht alsdann  die  Frage,  welche  von  den  verschiedenen  Systemen  diese  Eigen- 
schaft haben.  —  Die  Erörterung  dieser  Fragen  war  in  der  obenerwähnten 
Abhandlung  unnöthig,  da,  wie  Herr  Kummer  selbst  bemerkt,  weder  die  Me- 
thode noch  die  Resultate  derselben  durch  das  Verschwinden  der  Perioden 
irgendwie  modificirt  werden.  Jedoch  ist  daselbst  schon  angeführt,  wie  n  be- 
schaffen sein  müsse,  damit  überhaupt  Systeme  mit  verschwindenden  Perioden 
vorhanden  seien.  Ich  erlaube  mir  nun  im  Folgenden  an  den  Beweis  dieser 
und  einiger  anderen  ebendaselbst  befindlichen  Bemerkungen  des  Herrn  Kummer 
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eine  genauere  Untersuchung  der  obigen  Fragen,  die  an  sich  nicht  ohne  Interesse 
zu  sein  scheinen,  anzuschliessen. 

Es  mögen  hier  die  Definition  und  die  Grundeigenschaften  der  eben  er- 
wähnten Perioden,  wie  sie  in  der  Abhandlung  des  Herrn  Kummer  enthalten 
sind,  in  aller  Kürze  vorangeschickt  werden. 

Es  sei  u)  eine  primitive  Wurzel  der  Gleichung  u)"  =  i,  q  eine  in  n  nicht 
enthaltene  Primzahl  oder  wenigstens  eine  Zahl,  die  einer  solchen  Primzahl, 
mod.  ?«,  congruent  ist,  und  A;  eine  beliebige  ganze  Zahl,  so  wird  der  Ausdruck 

A;  ,      kq  ,      kq- 
rj   =^  (1)    +(u   -'+(0       +••• 

37S]  bis  zu  demjenigen  Gliede  fortgesetzt,  auf  welches  wieder  to*  folgen  würde, 
als  Periode  mit  dem  Index  A:  definirt. 

Eine  Grundeigenschaft  dieser  Perioden  ist  die,  dass  tt  ,  für  ein  beliebiges 
ganzzahliges  A  mit  tTj  identisch  ist. 

Die  n  Perioden,  welche  den  Werthen  Ä;  =  I,  2,  3,  . ..,  n  entsprechen,  theilt 
Herr  Kummer  derart  in  Gruppen  ein,  dass  zu  einer  Gruppe  solche  Perioden 
gehören,  deren  Indices  mit  n  denselben  grössten  gemeinschaftlichen  Theiler 
haben. 

Ist  nun  erstlich  der  Index  k  zu  n  prim,  und  gehört  j,  (mod.  n)  zum 
Exponenten  ^,  so  ist 

k  ,       kq   ,       kq''  kqt-^ 

Alle  Perioden,  deren  Indices  zu  n  prim  sind,  bilden  eine  Gruppe,  welche, 
^^  ^fc' ^Ä;o' '"^fcg'^' ■■■' ^/c««-'  i^^^tisf^^  sind,  -^^  wenigstens  formal  verschiedene 
Perioden  enthält. 

Hat  aber  der  Index  k  mit  n  den  grössten  gemeinschaftlichen  Theiler  d, 
und  gehört  q,  (med.  -"j  zum  Exponenten  x,  so  ist 

Da  wieder  tt  ,  tt     ,  tc     ,  ...,  tc  identisch  sind,  so  enthält  die  zum  Divisor  d 

gehörige  Gruppe  — —^  wenigstens  formal  verschiedene  Perioden. 

Wir  wollen  im  Folgenden  die  Perioden,  deren  Indices  mit  n  keinen  ge- 
meinschaftlichen Theiler  haben,  primitive,  und  die  Gruppe,  zu  der  sie  ge- 
hören, die  primitive  Gruppe  nennen. 
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Hat  h  mit  n  den  grössten  gemeinschaftlichen  Theiler  d^   so    dass  h  ^=  k'd, 
lind  setzt  man  ta^  =  to',  so  ist  auch 

,h'  iTi'q  ,k'cf  ,k'q--^ 

■iTj    =    (U        +  <«  +  UJ  +•••  +  (!) 

Da  nun  to'  primitive  Wurzel  der  Gleichung  x'^  =  1  ist,  und  Je'  zu  ^  prim,  so 
folgt  daraus,  dass  eine  aus  den  Wurzeln  der  Gleichung  (o"  =  1  gebildete 
Periode,  deren  Index  mit  n  den  grössten  gemeinschaftlichen  Theiler  d  hat, 
als  eine  primitive  aus  den  Wurzeln  der  Gleichung  x''  =  1  mit  derselben 
Primzahl  q  gebildete  Periode  angesehen  werden  kann. 


1.  [376 

Wenn  eine  Periode  einer  Gruppe  verschwindet,  so  ver- 
schwinden alle  Perioden  derselben  Gruppe. 

Denn  sind  s  und  s^  die  Indices  zweier  beliebiger  Perioden  derselben 
Gruppe,  und  d  der  grösste  gemeinschaftliche  Theiler  derselben  mit  n,  so  lässt 
sich  eine  solche  zu  -y  prime  Zahl  u  finden,  dass  s^^su,  mod.  w.  Man  hat 
alsdann  it^  =  TCj.,j,    d.  h.  tc^    und  tc^,   welche   beide   rationale  Functionen  einer 

primitiven  Wurzel  der  Gleichung  x''  ^^  \  sind,  werden  aus  einander  durch 
Vertauschung  dieser  Wurzel  mit  einer  anderen  jirimitiven  erhalten.  Da  nun 
die  Gleichung,  welcher  die  primitiven  Wurzeln  genügen,  (wie  Herr  Kronecker, 
LiouviLLEs  Journal  t.  19^),  zuerst  bewiesen)  iri'eductibel  ist,  so  folgt  bekanntlich 
aus  dem  Verschwinden  von  tc^  das  Verschwinden  von  ir^ . 

Da  es  bekanntlich  unendlich  viele  Primzahlen  giebt,  die  einer  der  Zahlen 
welche  kleiner  als  n  und  relativ  prim  zu  n  sind,  congruent  sind,  mod.  n,  so 
kann  man  jede  dieser  letzteren  Zahlen  zur  Bildung  von  Perioden  verwenden, 
und  auf  diese  Weise  cp(w)  Systeme  von  Perioden  aufstellen.  (Es  kommt  hier 
nicht  darauf  an,  ob,  wie  es  auch  wirklich  der  Fall  ist,  einzelne  von  diesen 
Systemen  identisch  sind.) 

Unter  diesen  Systemen  giebt  es  nach  Herrn  Kummer  (s.  d.  ob.  an.  Abh. 
§  2)  dann  und  nur  dann  solche,  welche  verschwindende  Gruppen 
enthalten,  wenn  n  durch  ein  Quadrat  theilbar  ist. 


1)  Kronecters  Werke,  Bd.  I  (1895),  S. 
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Dies  lässt  sich  folgendermassen  beweisen.  Soll  eine  Periode  verschwinden, 
so  müssen  alle  Perioden  derselben  Gruppe,  daher  auch  ihre  Summe  ver- 
schwinden. Ist  die  Gruppe  eine  primitive,  so  ist  diese  Summe  gleich  der 
Summe  der  primitiven  Wurzeln  der  Gleichung  x"  —  l  selbst;  ist  sie  eine  nicht 
primitive,  und  gehört  sie  zum  Divisor  d  von  n,  so  ist  diese  Summe  gleich 
der  Summe  der  primitiven  Wurzeln  der  Gleichung  x'^  =  1.  Bekanntlich  ver- 
schwindet nun  die  Summe  der  primitiven  Wurzeln  der  Gleichung  x''  =  1  dann 
und  niu"  dann,  wenn  r  einen  quadratischen  Factor  enthält.  Das  Verschwinden 
einer  Periode  erfordert  also,  dass  n  durch  ein  Quadrat  th eilbar  sei.  Dass 
aber  umgekehrt,  wenn  n  dieser  Bedingung  genügt,  auch  wirklich  Systeme  mit 
verschwindenden  Perioden  vorhanden  sind,  wird  zwar  aus  dem  Folgenden  von 
selbst  ersichtlich  sein,  lässt  sich  jedoch  schon  hier  folgendermassen  zeigen. 
377]  Es  sei  p'"  eine  der  in  n  enthaltenen  Primzahliiotenzen,  so  dass  n'  =:  -^  nicht 
mehr  durch  p  theilbar  ist.  Man  bestimme  x  aus  der  Congruenz  n'x  +  1  =  «, 
m.od.p"',  wo  a  eine  jn-imitive  AVurzel  von  p'"  ist,  alsdann  ist  n'x  +  1  zu  n  jirim. 
Nimmt  man  q  =  n'x  +  1,  und  setzt  w  =  itv,  so  dass  u  und  v  primitive  Wurzeln 
bezüglich  der  Gleichungen  x^     =1  und  a; '  =  1,  dann  ist 

Da  nun  unter  der  gemachten  Voraussetzung  die  Primzahl  p  so  gewählt  werden 
kann,  dass  »w  >  1,  so  verschwindet  der  Coefficient  von  v  als  Summe  der  primi- 
tiven Wurzeln  der  Gleichung  a;^  =  1;  d.  h.  in  dem  mit  einem  solchen  q  ge- 
bildeten Periodensystem  verschwindet  die  primitive  Gruppe. 

Für  die  fernere  Untersuchung  ist  es  zweckmässig,  zuerst  den  Fall,  dass 
n  eine  PrimzahliJotenz  ist,  zu  behandeln,  da  sich  mit  Hülfe  der  dabei  ge- 
wonnenen Resultate  alsdann  der  allgemeine  Fall  wird  erledigen  lassen. 

2. 

Die  Perioden  für  den  Fall,  wo  n  eine  Primzahlpotenz  ist. 

Es  sei  10  eine  primitive  Wurzel  der  Gleichung  a;^  =1,  wo  p  eine  Prim- 
zahl ist.     Die  Wurzel  u>  ist  bestimmt  durch  die  Gleichung: 

(1.)      9(x)  -  x^''""^i'-'Ux^''''"^^'-^Ux^"'"^^-^K-  +  x^""\l  =  0. 
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Wir  beginnen  mit  dem  Beweise  der  von  Herrn  Kummer  (s.  d.  ob.  an.  Abb.  §  2) 
gemachten  Bemerkung,  dass  zwei  formal  von  einander  verschiedene 
Perioden  derselben  Gruppe  ungleich  sind,  ausser  wenn  die  Gruppe 
verschwindet. 

Einer  beliebigen  Periode  tc^  kann  man  die  Gestalt  geben 

worin  6(«ü)  nur  Potenzen  von  u>  enthält,  deren  Exponenten  kleiner  sind  als 
j)"'~\  und  5^(u))  nur  solche,  deren  Exponenten  kleiner  als  p"'~'{p  —  i)-  Irgend 
einer  anderen  von  tt^  wenigstens  formal  verschiedenen  Periode  derselben  Gruppe 
TT^  gebe  man  die  ähnliche  Gestalt: 

Sollte  nun  ir^  =  tt^  sein,  so  hätte  man: 

(2.)  «>^"'-'(^-^).-Ho>)  +  xH  =  a>^"'"^^-^\<i-.H  +  x.H, 

oder  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichung  (1.)  [378 


(3.) 


Da  in  dieser  Gleichung  sämmtliche  Exponenten  von  u>  kleiner  sind  als  p"'~\p  —  i), 
so  muss  wegen  der  IiTeductibilität  der  Gleichung  (1.)  die  linke  Seite  derselben 
identisch  mit  der  rechten  übereinstimmen.  Mit  Rücksicht  auf  die  Vorzeichen 
müssten  aber  Potenzen  von  to,  die  aus  dem  4'('")  enthaltenden  Ausdrucke 
entstehen,  mit  solchen  übereinstimmen,  die  dem  ^,(u))  enthaltenden  Ausdrucke 
angehören.  Dasselbe  gilt  von  den  in  "/(tu)  und  x,(a))  vorkommenden  Potenzen 
von  u).  Allein  die  beiden  letztgenannten  Ausdrücke  können  keine  gemein- 
schaftliche Potenz  von  to  enthalten,  da  sonst  gegen  die  Voraussetzung  tc^  und 
Tt^  eine  gemeinschaftliche  Potenz  von  tu  enthielten,  also  identisch  wären. 
Ebenso  wenig  stimmen  die  beiden  erstgenannten  Ausdrücke  in  einer  Potenz 
von  tu  uberem.     Denn  wäre  tu  =  tu  ,  wo  fl;j  und  a^  zwei  Expo- 

nenten von  Potenzen  von  tu  bezüglich  aus  6  (tu)  und  '\>^{ui)  sind,  und  h  und  k 
beide  kleiner  als  p,  so  hätte  man  «^  =  a,,  moä. p"'~\  oder,  da  «^  und  a^  beide 
kleiner   als  p"'~\  a  =  a^.     Dies    erforderte    aber   Avieder   die   Identität   von    7:^ 

8 
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und  TT^.  Die  Gleichung  (3.)  oder  (2.)  kann  also  nur  bestehen,  wenn  jede 
Seite  für  sich  verschwindet,  d.  h.  wenn  tc^  und  -k^  verschwinden. 

Wir  nehmen  jetzt  an,  dass  der  Fall,  wo  verschwindende  Perioden  möglich 
sind.  Statt  habe,  dass  also  ??i>l.  Bildet  man  alsdann  mit  allen  durch  p 
nicht  theilbaren  Zahlen,  die  kleiner  als  p'",  sämmtliche  Systeme  von  Perioden, 
so  wird  es  zur  Ermittelung  derjenigen  Systeme,  welche  verschwindende  Gruppen 
enthalten,  genügen,  wenn  diejenigen  bestimmt  werden,  in  welchen  die  primi- 
tiven Perioden  verschwinden.  Denn  wollte  man  die  Primzahl  q  ermitteln, 
für  welche  die  zum  Divisor  d  gehörige  Gruppe  verschwindet,  so  hätte  man 
nur  q  so  zu  bestimmen,  dass  die  primitiven  Perioden  der  Wurzeln  der 
Gleichung  x^  =  1  verschwinden.  Nach  No.  1  wird  also  die  Frage  durch  Be- 
trachtung einer  der  primitiven  Perioden  erledigt,   z.  B.  der  mit  dem  Index  1. 

Gehört  die  von  p  verschiedene  Primzahl  q  zum  Exponenten  t,  so  ist 


9  g'  o'"' 


Soll  TTj  verschwinden,  so  muss  die  Function 

F{x)  =  x+x'^  +  x^'+.-.  +  x^'" 

füx  X  =  uy,  d.  h.  wegen  der  Irreductibilität  der  Gleichung  (].)  für  alle  Wurzeln 
379]  dieser  Gleichung  verschwinden,  so  dass 

(4.)  F{x)  =  fix).^{x), 

worin  4'(a)  eine  ganze  Function  von  x  bedeutet,  deren  Coefficienten  bekannt- 
lich (disquis.  arithm.  42'))  ganzzahlig  sein  müssen.  Setzt  man  x  =  1,  so 
erhält  man 

(5-)  t  =  p.'Kl), 

d.  h.,  weil  (L(l)  eine  ganze  Zahl  ist,  das  Verschwinden  der  primitiven  Perioden 
erfordert,  dass  t  durch  p  theilbar  sei.  Schliessen  wir  den  Fall,  wo  ^  =  2  ist, 
vorläufig  aus,  so  verschwindet  umgekehrt  tc,,  wenn  <  durch ^j  theilbar  ist,  was 
folgendermassen  bewiesen  wird: 

Die  Congruenz  .r'=l,  mod.^/",  hat  bekanntlich,  weil  t  Theiler  von 
p"'~'(p-i)  ist,  t  verschiedene  reale  Wurzeln.  Es  sei  «/eine  derselben,  so  ist 
für   eine   beliebige  ganze  Zahl  /  die  Zahl  « +  Ip"'''  ebenfalls  eine  Wurzel,   da 

1)  Qansa'  Werke,  Bd.  I,  S.  84.    Scli. 
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{a  +  Ip"'~y  =  «*+  ltp"'~'u~^  =  a'  =  1,  mod..p"\  weil  f  =  0,  mod.^.  Hieraus  folgt, 
dass  zwischen  je  zwei  aufeinanderfolgenden  Vielfachen  von  p"'~^  genau  —  ver- 
schiedene Wurzeln  enthalten  sind.  Da  q  eine  primitive  Wurzel  der  obigen 
Congruenz  ist,  so  sind  die  sämmtlichen  Wurzeln  derselben  dargestellt  durch 
1,  q,  q\  . ..,  q'~\  Man  hat  daher,  wenn  das  Summationszeichen  S«  sich  auf 
alle  verschiedenen  Wurzeln  «,  die  kleiner  sind  als  p"'~\  bezieht, 

(6.)  TT,    =        S      ">^      =    S«      S      «"  ^  =     THSa«""     =    0, 

was  zu  beweisen  war. 

Es  gilt  daher  folgender  Satz: 

Ist  p  eine  von  2  verschiedene  Primzahl  und  m>  l,  so  besteht  die 
nothwendige  und  hinreichende  Bedingung  für  das  Verschwinden 
der  aus  den  Wurzeln  der  Gleichung  x  =1  gebildeten  primitiven 
Perioden  darin,  dass  der  Exponent,  zu  welchem  q  (mod.;;'")  ge- 
hört, durch  p  theilbar  sei. 

AVii'  betrachten  jetzt    den    oben  ausgeschlossenen  Fall,    dass  p'"  =  2™  ist. 

Ist  erstlich  m  =  2,  so  gehört  q  (mod.  4)  zum  Exponenten  1  oder  2,  je 
nachdem  q  =  1  oder  3,  mod.  4.  Im  ersteren  Falle  ist  die  Periode  eingliedrig  und 
daher  von  Null  verschieden;  im  letzteren  Falle  ist  tt^  =  w  +  u)' ^  (o(1  +  (ü*)  ^  0. 

Ist  ferner  m>2,  so  gehört  bekanntlich  q  (mod.  2'")  zu  einem  Di\'isor 
2"^  von  2"'~^     Es  sind  alsdann  drei  Fälle  möglich: 

jtens     V  =  0,    dann  ist    die  Periode  eingliedrig   und  von  Null  verschieden. 

2t«is  ^  _.  ^^  dann  hat  q  als  primitive  Wui'zel  der  Congruenz  «'  =  1,  [380 
mod.  2'",  eine  der  drei  Formen  —1,  2"*"'— 1,  2"'~'+l,  und  demnach  t:^  resp.  eine 
der  drei  Formen  u)  + cd"',  co  + (u""'  ~  ,u)  +  ü)  '  "^  .  Da  to  Wurzel  der  irre- 
ductibeln  Gleichung  x  +1  =  0  ist,  so  sind  die  beiden  ersten  Ausdrücke 
von  Null  verschieden,  während  der  letzte  verschwindet. 

3*"".  V  >  1.  Es  gehört  alsdann  bekanntlich  q  (mod.  2'""')  zum  Exponenten 
2^~\  lind  deshalb  sind  die  Zahlen  q^'  \  q^'  ^^^i^i^'  '^^i  •••;  <?^'~^  bezüglich 
congruent  den  Zahlen  q"^  q\  q*,  ...,  q'^'    ~^,  mod.  2"'"\     Man  hat  daher 

(7.)  Tt,  =  (iu  +  (ü^  +  (ü5'+---  +  w^"  )(l  +  w2"'-')  ^  0. 

Fasst  man  das  Vorhergehende  zusammen,  so  erhält  man  als  Ergänzung  zum 
obigen  Satze  den  folgenden: 

8* 


€0 
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Es  sei  2^  der  Exponent,   zu   welchem  q  (mod.  2'")  gehört,   wenn 
m>l,  so  verschwinden  die  aus  den  Wurzeln  der  Gleichung  a;^'"  =  1 
gebildeten   primitiven   Perioden    dann   und   nur   dann,   wenn   ent- 
weder   v>l,    oder    v  =  l    und    im    letzteren    Falle    zugleich    «7  =  1 
mod.  2'"-'.  ' 

3. 
Zusammenhang  zwischen  den  Perioden  für  eine  zusammengesetzte 
Zahl  und  den  Perioden  für  die  Primzahlpotenzen. 
Es  sei  u)  eine  primitive  Wurzel  der  Gleichung  a"  =  1,  worin  n  eine  aus 
den  ^verschiedenen  Primzahlpotenzen  pT\  pT\  pT'.  --.p;^'  zusammengesetzte 
Zahl  ist.  Es  bedeute,  wie  früher,  q  eine  in  «  nicht  enthaltene  Primzahl,  die 
(mod.  n)  zum  Exponenten  t  gehört.  Wir  wollen  den  Zusammenhang  der  mit 
q  aus  der  Wurzel  to  gebildeten  Perioden  mit  denjenigen  Perioden  ermitteln, 
welche  aus  den  Wurzeln  der  Gleichungen 

gebildet  werden.  Aus  dem  mehrfach  angegebenen  Grunde  genügt  es,  die 
primitiven  Perioden  ins  Auge  zu  fassen.  Da  im  Folgenden  Perioden  vor- 
kommen, die  nicht  alle  aus  Wurzehi  derselben  Gleichung  und  mit  demselben 
q  gebildet  werden,  so  wollen  wir  allgemein  eine  Periode  der  Wurzeln  der 
Gleichung  ^-  =  1,  mit  dem  Index  h,  wenn  sie  mit  der  in  r  nicht  enthaltenen 
Primzahl^  oder  einer  dieser  (mod.  >•)  congruenten  Zahl  gebildet  ist,  mit  {z\s) 
3S.]  bezeichnen,  so  dass,  wenn  h  zu  r  jn-im  ist,  und  s  (mod.  r)  zum  Ex- 
ponenten 0  gehört, 

Wir  stellen  gleich  hier  zwei  Eigenschaften  der  Perioden  zusammen,  wovon 
wir  Gebrauch  machen.  Ist  nämlich  a  =  cp.(};,  so  ist  erstens,  wenn  /3' = /3, 
mod.  9, 

zweitens,  wenn  /  zu  ({;  prim  ist  und  h  eine  beliebige  ganze  Zahl, 
(3-)  U^,M  _(/.,)_ 
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Die  Gleichung  (2.)  ergiebt  sich  daraus,  dass,  wenn  A  eine  beliebige  ganze 
Zahl  ist,  die  Reste  der  Zahlen  /J  + Acp, /3  +  Acp  +  cp,  ..., /3  +  Acp +  ('];- 1)9  (mod.  0) 
mit  den  Resten  der  Zahlen  /3, /3  + <p,  ...,/?  + ((j^- 1)9,  abgesehen  von  der  Ord- 
nung, übereinstimmen.  Ebenso  stimmen,  abgesehen  von  der  Ordnung,  die 
Reste  der  Zahlen  /,  2/,  3/,  ...,  (^-1)^  (mod.  ^)  mit  den  Zahlen  1,  2,  3,  ...,  (j^-1, 
daher  die  Reste  der  Zahlen  /cp,  2l<f,  3^cp,  ...,  {^-l)l(f  (mod.  0)  mit  den  Zahlen 
CD,  2cp,  39,  ...,  ('j*  — l)cp  überein,  woraus  die  Richtigkeit  der  Gleichung  (3.)  erhellt. 
Bezeichnet  man  nun  mit  A^,  A,,  A,,  ...,  X^_^  die  Exponenten,  zu  denen  die 
Primzahl   q   respective    mod.  lC\l\\pl'\  •■•iPu-i~'   gehört,  ferner,   für  e  =  0 

„"'s 

bis  e  =  fi  —  1 ,  mit  «/^  eine  primitive  Wurzel  der  Gleichung  u^^  =  1 ,  mit  c^ 
den  grössten  gemeinschaftlichen  Theiler  zwischen  A^  und  dem  kleinsten  Viel- 
fachen aller  übrigen  A,  endlich  mit  a  das  kleinste  Vielfache  von  c^,  c^,  c^,  ...,  c,_,, 
so  ist 

n  =  o 

Die  Allgemeinheit  des  Beweises  dieser  Gleichung  wird,  wie  man  sehen  wird, 
nicht  beeinträchtigt,  wenn  man  annimmt,  dass  n  nur  aus  drei  Primzahlpotenzen 
pT^pT^K^  besteht.  Da  nunmehr  ia  ^  uji^ti^,  so  hat  man  der  Detinition 
der  Perioden  gemäss, 

(5.)  ^.  =''2"'("o".»J'^". 

0  =  0 

Bekanntlich  ist  t  gleich  dem  kleinsten  Vielfachen  von  A^,  A^,  A^,  d.  h.,  wenn 
man  h-^h.^h.  bezüglich  mit  A^,  A|,  A'^  bezeichnet,  i  =  «A'A'^A'^,  da  die  Zahlen 
A',  A',  A^  keinen  gemeinschaftlichen  Theiler  haben.  Daher  lässt  sich  die  ein- 
fache Summation  in  (5.)  in  die  vierfache  folgende  zerlegen:  [382 

(6.)    TT.  =     2         S         S         S     («0«.«.)^ 

0  =  0  60  =  0  lli  =  0  62  =  0 

Da  nun  A^a,  A^A'^ct  durch  \  theilbar  sind,  so  lässt  sich  in  Bezug  auf  u^  im 
Exponenten  von  q  die  Summe  b,  aA^  +  b^aA^A'^  unterdrücken.  Ebenso  lässt  sich 
in  Bezug  auf  u^  im  Exponenten  von  q  das  Glied  h^aK'^X'^  unterdrücken,  da 
aA'  A'   durch  A     theilbar   ist.     Führt   man   daher   zuerst   die  Summation   aus  in 

Ol  1 

Bezug  auf  6^,  die  sich  nur  auf  die  Wurzel  u^  bezieht,  alsdann  die  Summation 
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in  Bezug  auf  b  ,  welche  die  Wurzel  u^  nicht  betrifft,  darauf  endlich  die 
Summation  in  Bezug  auf  \,  so  erhält  man 

(7.)  ^,  =   S  K  .5  )l"i  .2    )i"r  .2      )• 

a  =  0 

Da  nämlich  q  ,  q  \  q  "  '  bezüglich  mod.  p^  ",  2\  \  p,  '  zu  den  Exponenten 
A',  A',  A'    gehören,    und    da  ■ — , — -, — "-^  bezüglich    zu   A',A',A'    inim    sind,    so 

sind  die  in  (7.)  vorkommenden  bezüglich  mit  q  ,  q  \  q  "  '  gebildeten  Perioden 
nach  Gleichung  (3.)  identisch  mit  denjenigen,  die  mit  q  ",  q  \  q  ^  gebildet 
werden.  Da  ferner  a  durch  c^,  c^,  c^  theilbar  ist,  so  Hessen  sich  in  den  Indices 
der  aus  u^,  u^  gebildeten  Perioden  nach  Gleichung  (2.)  bezüglich  die  Zahlen 
b^«  und  b^a  +  ti,  «A^  unterdrücken.     Man  hat  daher  auch 

(8.)  r.=    ^±\uT^<i%uT,<i%uf,^%     q.e.d. 

Ich  bemerke  hierzu  noch  Folgendes.  Nach  Gleichung  (2.)  stimmt  die 
Periode  [u^  ,  q  ^)  für  ein  beliebiges  a  mit  einer  derjenigen  überein,  die  mau 
erhält,  wenn  man  dem  a  alle  Werthe  von  0  bis  c^  — 1  beilegt.  Diese  c^  Pe- 
rioden sind  alle  von  einander  verschieden. 

Setzt  man  —  =  o^,  so  ist  der  Coefticient  von  [u^   ,  q  ^)  in  (4.) 

(9-)       S     W  >2    A",  ,2  7-"\«V-i        ,a      )W+i        ,(1'    l-W-x        ,2"  7, 

6  =  0 

ein  Ausdruck,  der  eine  aus  den  Wurzeln  der  Gleichung  z  ^  ^^  l  mit  q  '  ge- 
bildete primitive  Periode  darstellt,   wo  n^  =  —,7^  ist,    da   derselbe  unverändert 

i-'e 

bleibt,  wenn  man  sämmtliche  Indices  mit  q'  ^  multiplicirt,  worin  x  eine  be- 
liebige ganze  Zahl  ist  (Gleichung  (2.)). 

383]  Die  Darstellung  einer  primitiven  Periode  mit  dem  Index  k  erhält  man, 
indem  man  die  Indices  sämmtlicher  Perioden  in  (4.)  mit  k  multiplicirt. 

4. 
Um   für   die   Perioden    der   Wurzeln   der   Gleichung   a?"  =  1 ,   wo   n   eine 
zusammengesetzte   Zahl   ist,    auf    die    einfachste    Weise    dieselben    Fragen    zu 
lösen,  die  in  No.  2  für  den  Fall  einer  Primzahlpotenz  behandelt  worden  sind, 
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ist  es  nothw endig,  den  Begriff  der  Irreductibilität  der  Gleichung  für  die 
primitiven  "Wurzeln  F{a:)  =  0  in  dem  verallgemeinerten  Sinne  aufzufassen, 
den  ihr  Herr  Kronecker  (1.  c.)  gegeben.  Danach  lässt  sich  F{x)  nicht  in 
Factoren  zerlegen,  deren  Coefficienten  rationale  Functionen  von  «  sind,  wenn 
K  Wurzel  einer  Gleichung  x'  =  1  ist  und  r  mit  n  keinen  gemeinschaftlichen 
Theiler  hat.  Daraus  folgt  auf  die  bekannte  Weise,  dass,  wenn  tu  eine  primi- 
tive Wurzel  der  Gleichung  x"  =  i  bedeutet,  die  Gleichung 

ao  + a,tu  +  «jUj^H hWitu*'  =  0, 

wo  k  <  cp(«)  und  cr^,  «,,  w^,  ...  rationale  Functionen  von  «  sind,  gleichbedeutend 
ist  mit  dem  Systeme  der  Gleichungen 

«„  =  0,     fl.  =  0,     a,  =  0,     ...,     a,  =  0. 

Hat  man  daher,  unter  Beibehaltung  der  Bezeichnungen  der  vorigen  Nummer, 
eine  Gleichung  der  Form 

(1.)  SaX„K,r/^)  =  0, 

worin  das  Summenzeichen  2a  sich  auf  eine  gewisse  Anzahl  solcher  Indices  a 
bezieht,  flu-  welche  (?<",<?  ^)  verschiedene  Perioden  liefert,  und  die  Coefficienten 
X^  rationale  Functionen  der  Wurzeln  der  Gleichung  x  ^  =  i  sind,  (wenn  man 
-^  =  w'   setzt),  so  ist  X^  =  ü  für  alle  erwähnten  Werthe  des  o. 

Denn  reducirt  man  die  Perioden  («",  q  ^)  mit  Hülfe  der  Gleichung  der 
primitiven  Wurzeln,  welcher  u^  genügt,  derart,  dass  in  dem  reducirten  Aus- 
drucke J?„  die  Exponenten  von  tt^  kleiner  sind  als  p^  '  {ps.~^)}  so  haben  in 
der  Gleichung 

(2.)  2aX„iJ,   =    0, 

nach  den  am  Anfange  der  No.  2  an  den  Gleichungen  (2.)  und  (3.)  angestellten 
Betrachtungen,  die  verschiedenen  E  keine  gemeinschaftliche  Potenz  von  zi^. 
Es  müssen  daher  nach  dem  Obigen,  da  ausserdem  «/  zu  p^  '  jjrim  ist,  die  X^ 
als  Coefficienten  verschiedener  Potenzen  von  tc^  verschwinden. 

Wir  beginnen  nunmehr  auch  für-  den  allgemeinen  Fall  mit  dem  Be-  [384 
weise  der  Bemerkung  des  Herrn  Kummer,  dass  zwei  formal  verschiedene 
Perioden  derselben  Grxippe  nur  dann  einander  gleich  sind,  wenn 
sie  verschwinden. 
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Es  genügt  aus  dem  mehrfach  angegebenen  Grunde,  den  Beweis  für  die 
primitiven  Perioden  zu  führen.  Besteht  die  Zahl  n  nur  aus  zwei  verschiedenen 
Primzahlpotenzen  p^  "  und  ;?'"',  so  ist  c^  =  c^  =  a,  und  daher  gemäss  der 
Gleichung  (4.)  in  No.  3  irgend  eine  primitive  Periode  tc^ 


■c^"       (.  »"a"       CgW    rq'^       c,,\ 

■^r    =  S  l«0         ,   1     jl«!         ,2    "j. 

Q  =  0 

(3.)  /    Ebenso  ist  eine  andere  von  t:^  formal  verschiedene  primitive  Periode  tt 

Q^Cn  —  1,  .  ,, 

■^       /    «2»       c„W    sq'^       c,\ 


Verschwinden  die  mit  q'""  aus  der  Wurzel  n^  gebildeten  primitiven  Perioden, 
so  verschwinden  auch  x^  und  x.  Findet  dies  nicht  statt,  so  ist  entweder 
für  keinen  Werth  von  a,  s^rq",  mod.^"'"?  «der  diese  Congi-uenz  findet  für 
irgend  einen  Werth  von  «  statt.  Im  ersteren  Falle  sind  die  in  tt,.  und  tc 
enthaltenen  Perioden  der  Wurzel  ti^  alle  von  einander  verschieden,  und  daher 
erforderte  die  Gleichung  x -x  =  0  nach  dem  Obigen,  dass  die  aus  der 
Wvuzel  n^  mit  q'"  gebildeten  primitiven  Perioden,  also  auch  tt,.  und  tc  ver- 
schwinden. Im  zweiten  Falle  sind  die  Perioden  {u'^\q''''),  {u'^'^\  q"")  etc. 
bezüglich  identisch  mit  den  Perioden  K'"",/"),  {t/f\q''>)  etc.  In  diesem 
Falle  folgt  nach  dem  Obigen  aus  der  Gleichung  tt^-x  =  0,  dass  die  Perioden 
{%^  ^9'''')A^'\'^  ,!?^")  etc.  bezüglich  gleich  sind  den  Perioden  W'^''^''  a"") 
K  >  9   I  etc.     Die  beiden  letztgenannten  Periodenreihen  sind  aber  wegen 

der  über  tt^  und  tc  gemachten  Annahme  nicht  auch  identisch,  daher  müssten 
nach  dem  ersten  Satze  in  No.  2  die  mit  q'"  aus  der  Wurzel  n^  gebildeten 
primitiven  Perioden,  also  auch  ir^  und  tc  verschwinden.  Besteht  die  Zahl  n 
aus  di-ei  verschiedenen  Primzahlpotenzen  p"\  p"',  p"\  so  hat  man  für  irgend 
eine  primitive  Periode  tc^  gemäss  der  Formel  (4.)  in  No.  3 


a  =  Cn— 1 

rq" 


a  =  0 
(4.)       <f     und  für  eine  von  tc,.  formal  verschiedene  primitive  Periode  tc 


a  =  o 


ÜBER  DIE  PERIODEN  DER  EINHEITSWURZELN.  65 

Wiederholt  man  die  obigen  Schlüsse,  indem  man  nur  an  die  Stelle  [385 
der  Perioden  K^°,  j"°),  («'^°,  ?'")  bezügUch  A^  und  B^  setzt,  und  bedenkt 
man,  dass  diese  Grössen  nach  der  am  Schlüsse  der  vorigen  Nummer  gemachten 
Bemerkung  primitive  Perioden  der  Wurzeln  der  Gleichung  x  '  '  =  1  sind, 
für  welche  der  Satz  eben  erwiesen  worden,  so  erfolgt  die  Gültigkeit  des 
Satzes  auch  für  den  Fall,  wo  n  aus  drei  Primzahlpotenzen  besteht. 

So  fortfahi-end  erkennt  man  die  Allgemeingültigkeit  des  obigen  Satzes. 

Untersuchen  wir  jetzt,  welchen  Bedingungen  q  genügen  müsse,  damit  in 
dem  dadurch  entstandenen  Periodensysteme  verschwindende  Gruppen  enthalten 
sind.  Wie  bei  den  Primzahlpotenzen  genügt  es  auch  hier  zu  fragen,  für 
welche  q  die  Periode  r,  verschwinde.  Die  Gleichung  ::,  ==  0  ist  nach  Glei- 
chung (4.)  in  No.  3  gleichbedeutend  mit  der  folgenden: 


(5.) 


"    2    'M^^i'')  =  0. 


a  =  o 


wo 


eine  der  Zahlen  0,  1,  ...,ft-l  ist,  und  nach  der  am. Schlüsse  der  No.  3 
gemachten  Bemerkung  die  A  primitive  Perioden  darstellen,  die  aus  den 
Wurzeln  der  Gleichung  «"'  =  1  mit  q"'  gebildet  sind,  wenn  man  n'.  =  -^, 
setzt.     Aus  der  Gleichung  (5.)  folgt  nach  den  obigen  Principien 

(6.)  Äf  =  0, 

wenn  nicht  die  mit  q"'  aus  der  Wurzel  u,  gebildeten  primitiven  Perioden 
verschwinden.  Behandelt  man  die  Periode  A'"  ebenso  wie  ir,,  so  erfordert 
die  Gleichung  (6.)  entweder  das  Verschwinden  der  mit  q"''  gebildeten  primi- 
tiven Perioden  der  Wurzel  u^.,  wo  e'  ein  von  e  verschiedener  Zahlenwerth 
der  Reihe  0,1,...,^-!  ist,  oder  das  Verschwinden  einer  primitiven  Periode 
der  Wui-zel  der  Gleichung  x'"''  =  1,  wo  «:,,.  =  ^,„^\n,  ■  Fährt  man  so  fort, 
so  sieht  man,  dass  schUesslich  für  irgend  einen  Werth  C  aus  der  Zahlenreihe 
0,  1,  2,  ...,  ft-1  die  mit  q'^  gebildeten  primitiven  Perioden  der  Wui'zel  u,  ver- 
schwinden müssen.  Dass  umgekehrt  das  Verschwinden  dieser  Perioden  das 
Verschwinden  von  -^  nach  sich  zieht,  folgt  daraus,  dass  im  Ausdrucke  von 
TT,  in  Gleichung  (4.)  No.  3  jedes  Glied  eine  solche  Periode  enthält.  Da  nun 
q^'^q"',  ...,q''""    respective    zu   den   Exponenten   a;,  a;,  . ..,  A^,^    bezügUch    [3S6 


,  mathem.  Werke.    I. 


9 
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mod.  p^  °,p^  ',  ■■■■,P^1'~\  gehören,  so  haben  wir  mit  Zuziehung  der  Resultate 
in  No.  2  folgenden  Satz: 

Es  sei  n  eine  aus  den  verschiedenen  Primzahlpotenzen 

»»)„  7)1,  >«,  »'u-i 

zusammengesetzte  Zahl,  und   es  gehöre  die  in  n  nicht  enthaltene 

Tk    •  11         1         •■     1  •     1  -,       Wa       in,       m^  '"ii-i  T         T-, 

Primzahl  q  bezüglich  mod.  2     ,p^    ,  jo,    ,...,p^_^      zu  den  Exponenten 

2',  Aj,  Aj,  . . .,  A  _j;  es  seien  ferner  2'',  A^,  A^,  . . .,  A|_j  die  diesen  Exponenten 
entsprechenden  Zahlen,  die  man  aus  denselben  erhält,  indem  man 
diejenigen  Factoren  weglässt,  welche  ein  jeder  derselben  mit 
dem  kleinsten  Vielfachen  aller  übrigen  gemein  hat:  so  ver- 
schwindet die  jirimitive  Gruppe  der  aus  den  Wurzeln  der  Glei- 
chung ic"  =  1  gebildeten  Perioden  dann  und  nur  dann,  wenn  A^  =  0, 
mod.^^  für  wenigstens  einen  der  Werthe  e  =  1,  2, . ..,  ;*  — 1,  oder  wenn 
v'>l,   oder   endlich   wenn   v' ^  1   und    im   letzteren  Falle    zugleich 

,        »«0—1 

gf  ^  1,  mod.  2 

Berlin,  1862. 


ANMERKUNGEN. 


1)  Änderungen  gegen  das  Original. 

Es  wurde  gesetzt: 

S.  56,  Zeile  19  p  statt  p'", 

„    59,      „        1    /«i)"'-'a'-'  statt  itj}"'-'«; 

„    62,      „        2   wurde  das  im  Original  auf  b^  folgende  »aus«  unterdrückt. 

2)  Zu  S.  56,  Zeile  14—22  sei  bemerkt,  dass  der  Fall  jj  =  2  in  der  No.  2,  S.  59  behandelt  wird. 

Das  S.  63,  Zeile  U— 5  v.  u.  ausgesprochene,  dem  folgenden  Beweise  zu  Grunde  gelegte  Princip 
beruht  auf  einem  Irrthum,  insofern  das  in  der  No.  2  über  die  dortigen  Perioden  t^,  tt^  Bewiesene  nicht 
die  hier  beanspruchte  Tragweite  besitzt;  in  den  reducirten  Ausdrücken  zweier  solcher  wirklich  ver- 
schiedenen Perioden  kann  sehr  wohl  eine  und  dieselbe  Potenz  von  lo  auftreten,  in  dem  einen  mit  dem 
Coefficienten  +1,  in  dem  andern  mit  dem  Coefücienten  —1.  Die  hieraus  entspringenden  Bedenken 
haben  den  Verfasser  ohne  Zweifel  veranlasst,  in  der  No.  9  der  nächstfolgenden  Abhandlung  (IV.)  auf 
denselben  Gegenstand  noch  einmal  zurückzukommen.  Sch. 


9* 


IV. 


ÜBER 

DIE  AUS  EINHEITSWURZEI.N  GEBILDETEN   COMPLEXEN  ZAHLEN 

VON  PERIODISCHEM  VERHALTEN,  INSBESONDERE  DIE 

BESTIMMUNG  DER  KLASSENANZAHL  DERSELBEN. 

(Joarnal  für  die  reine  und  angewandte  Mathematik,  Bd.  65,  1866,  S.  74—111.) 


Der  Theorie  der  ans  den  Wurzeln  der  Einheit  gebildeten  complexen  [74 
Zahlen  hat  Kummer  gewisse  Perioden  zu  Grunde  gelegt,  auf  welche  sich 
namentlich  die  Definition  der  idealen  Primfactoren  stützt  (s.  dieses  Journal, 
Bd.  35  und  Abhandlungen  der  Berl.  Acad.  1856).  Diese  Perioden  habe  ich 
für  den  Fall,  dass  der  Grad  der  Einheitswurzel  durch  eine  zusammengesetzte 
Zahl  angegeben  wird,  in  einer  früheren  Arbeit  (dieses  Journal,  Bd.  61>))  einer 
näheren  Untersuchung  unterworfen.  Das  Folgende  bezieht  sich  auf  eine  Art 
complexer  Zahlen,  welche  mit  diesen  Perioden  im  engsten  Zusammenhange 
stehen.  Es  sei  nämlich  w  eine  primitive  n*'  Wurzel  der  Einheit,  imd  x  eine 
Zahl,  die  mit  n  keinen  gemeinschaftlichen  Theiler  hat,  so  bilden  im  Falle, 
dass  \  eine  einfache  Primzahl  ist,  die  aus  den  mit  x  gebildeten  Perioden  ent- 
stehenden complexen  Zahlen  die  allgemeinste  Form  der  complexen  Zahlen 
/■(«)) ,  welchen  die  Eigenschaft  f{io')  =  /((ü)  zukommt.  Anders  verhält  es  sich 
im  AUgemeinen  im  Falle,  dass  n  keine  einfache  Primzahl  ist.  Hier  sind  die 
aus  den  Perioden  gebildeten  complexen  Zahlen  nur  besondere  Formen  der 
allgemeineren  Art  complexer  Zahlen,  welche  nur  durch  die  Eigenschaft 
f(iü'^)=f(w)   definirt   sind.     Mit   diesen   complexen  Zahlen   will  ich  mich  im 


1)  Abh.  m,  S.  53-66  dieses  Bandes.    Seh. 
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Folgenden  beschäftigen,  und  namentlich  die  Anzahl  der  Klassen  der  idealen 
Zahlen  derselben  bestimmen.  Die  Klassenanzahl  der  einfachen  complexen 
Zahlen,  welche  Kummer  (Monatsberichte  der  Acad.  Januar  1863)  schon  ange- 
geben hat,  entspricht  übrigens  dem  besonderen  Falle,  wo  x  =  1   ist. 

1. 
Es    sei   (o    eine   primitive  Wurzel   der  Gleichung  a;"  =:  1,    wo   n    eine   be- 
liebige ganze  Zahl  ist,  ferner  x  eine  Zahl,  die  mit  n  keinen  gemeinschaftlichen 
Theiler  hat,  so  ist  der  Ausdruck 

soweit  fortgesetzt,  bis  das  erste  Glied  wiederkehrt,  die  Periode,  welche  Kum- 
75]  -'^lER  der  Theorie  der  aus  der  Wurzel  w  gebildeten  complexen  Zahlen  zu 
Grunde  gelegt  hat  (vergl.  die  Abh.  gelesen  in  der  Academie  der  Wiss.  IS.Decbr. 
1856).  —  Ist  r  zu  n  prim  und  gehört  x  (mod.  ?j)  zum  Exponenten  t,  so  ent- 
hält TT.  genau  i  Glieder.  —  Die  Periode  tc^  ist  die  einfachste  der  complexen 
Zahlen  /"(u)),  welche  so  beschaffen  sind,  dass  /'(«)'')  = /'(w).  Wir  werden  daher 
alle  complexen  Zahlen  der  letzteren  Art,  mit  Rücksicht  auf  diese  Eigenschaft, 
als  complexe  Zahlen  in  t:  bezeichnen. 

Es  sei  nun  <p  (w)  ein  idealer  Primfactor  der  nicht  in  n  enthaltenen  realen 
Primzahl  q  in  der  Theorie  der  complexen  Zahlen  in  w,  und  x''  die  niedrigste 
Potenz  von  x,  die  congruent  einer  Potenz  von  q  (mod.  n),  so  ist  das  Product 
der  conjugirten  Factoren : 

<;.(a>)    =    9W9(a>-''-)'^K')...9K'") 

als  idealer  Primfactor  von  q  in  der  Theorie  der  complexen  Zahlen  in  tt  an- 
zusehen. 

Es  sei  ferner  p  eine  «mal  in  n  enthaltene  Primzahl:  setzt  man  —3  =  n' 
und  bezeichnet  mit  a>'  eine  primitive  Wurzel  der  Gleichung  a;"  =  1,  mit  x(«>') 
einen  idealen  Primfactor  von  p  in  der  Theorie  der  complexen  Zahlen  in  u), 
und  ist  endlich  x°  die  niedrigste  Potenz  von  x,  die  congruent  einer  Potenz 
von  p  (mod.  «'),  so  ist 


,  a-i\ 


als  idealer  Primfactor  von  p  in  der  Theorie  der  complexen  Zahlen  in  t:  anzusehen. 
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Sind  überhaupt  /.  und  q  zwei  Zahlen,  die  mit  n  keinen  gemeinschaftlichen 
Th eiler  haben,  so  ist  die  Entscheidung  über  die  niedrigste  Potenz  der  einen, 
die  einer  Potenz  der  anderen  (mod.  n)  congruent  ist,  für  das  Folgende  wesent- 
lich nothwendig,  so  dass  ich  erst  auf  diese  Frage  näher  eingehen  muss. 

2. 

Zunächst  ergiebt  sich  folgender  Satz; 

Es  sei  ■/''  die  niedrigste  Potenz  von  z,  die  einer  Potenz  von  q 
(mod.  ?j)  congruent  ist,  q^  die  niedrigste  Potenz  von  q,  die  einer 
Potenz  von  x    congruent  ist,   und   gehören  x  und  q  (mod.  w)  respec- 

T  t 

tive  zu  den  Exponenten  t  und  t.  so  ist  -^  =  — • 

Denn  erstUch  ist  ersichtlich,  dass  /'  und  g  Theiler  respective  von  i  und 
t  sein  müssen.  Es  sei  daher  mg  =  t  und  q"  =  x",  mod.  m,  so  ist  /««  ^  0, 
mod.  X,  und  es  ist  m  als  die  kleinste  der  Zahlen,  wofür  die  letztere  Con-  [76 
gTuenz  erfüllt  ist,  ein  Theiler  von  x,  und  ^-  der  gTÖsste  gemeinschaftliche 
Theiler  von  «  und  x.  Da  ferner  /'  ein  gemeinschaftlicher  Theiler  von  x  und  « 
ist,  so  ist  —  :=  Af  oder  -^  =  Af\    wo  A    eine   ganze   Zahl.     Aus    demselben 

tf 

Grunde  ist  —  =  Bg,  wo  B  eine  ganze  Zahl.  Multiplicirt  man  beide  Glei- 
chungen mit  einander,  so  erhält  man  AB  =1,  d.  h.  A  =  B  =  \\  daher 
—  ^  ^,  wie  behauptet  wurde. 

Ferner  beweist  man  ohne  Mühe  den  Satz: 

Ist  n  eine  Primzahlpotenz,  und  dividirt  man  t  durch  den 
grössten  gemeinschaftlichen  Theiler  von  t  und  x,  und  bezeichnet 
den  Quotienten  mit  t\  so  ist  q^  die  niedrigste  Potenz  von  q,  die 
congruent  ist  einer  Potenz  von  x  (mod.  w). 

Schwieriger  ist  die  genauere  Bestimmung  der  niedrigsten  Potenz  q"  in 
dem  allgemeinen  Falle,  dass  n  eine  zusammengesetzte  Zahl  ist.  Wir  gelangen 
dahin  auf  dem  folgenden  Wege.  Ich  beschränke  mich  hierbei  auf  den  Fall, 
dass  n  eine  ungerade  Zahl  ist,  weil  in  dem  anderen  Falle,  wo  n  gerade  ist, 
nur  einige  Modificationen  erforderlich  sind.  Ferner  wird  das  Gesetz  in  seiner 
Allgemeinheit  schon  an  dem  Falle,  dass  n  nur  drei  verschiedene  Primzabl- 
potenzen  enthält,  sichtbar. 

Es  sei  daher  n  —p  l\^p^^,  wo  p,p,,P2  verschiedene  ungerade  Primzahlen 
sind;    es    gehöre   x   respective    mod.  p  ,p^\p^'    zu   den   Exponenten    d,  d^,  d^, 
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ebenso  q  zu  den  Exjionenten  d,  </,,  d^.  Es  seien  ferner,  indem  ich  mich  des 
Zeichens  (/>;,/,...,  ä^)  für  das  kleinste  Vielfache  der  Zahlen  Jc,I,...,s  bediene, 
c,  Cj,  c^  resp.  die  grössten  gemeinschaftlichen  Theiler  von  d  und  (d  ,  dj,  d  und 
{S,dJ,  Ö^  und  (d,  dj,  und  man  setze  —  ==  d',  y- =  d^,  -^  =  d^.  Bezeichnet 
man  alsdann  mit  v,  ij^,  üj^  respective  die  grössten  gemeinschaftlichen  Theiler 
von  f?  und  d',  r/,  und  dj,  ^/^  und  d,^,  vmd  die  -Awi  p  ,  ^'^'i  1\'  bezüglichen  Indices 
resjiective  mit  Ind,  Ind^,  Ind^,  so  dass 

Indg  =  rb,     Ind,  ^  =  r,  6, ,     Inä^q  =  r,  6, , 
Indx  =  gß,     lud,/.  =  p, /3, ,     Ind^  •/  =  g^ß,, 

wo  ft  und  /3,  ?;j  und  /J^,  6^  und  ß,^  die  grössten  gemeinschaftlichen  Theiler  der 
Indices  von  q  und  x  respective  mit  cp (/>  ),  'i>(p"'),  fi}\')  sind,  so  findet  das 
folgende  System  von  Congruenzen  statt: 

^  '      — Inäq   =    Tj—  cinäv.,    moä.'f(p"'),      wo      r^g  =  r,    mod.  d, 

(1.)       {      ^^Ind,  (?  =  r,,— !-c,  Ind,x,  mod.  tpQ*"'),     wo    r,,  p,  =  r,,  mod.  d,, 

-^Ind,5  =  rj.-^c^IndjZ,  mod.  '^{p"^),     wo    r^^  p^  =  r^,  mod.  d, . 


Bezeichnet  man  mit  /,  /  ,  /„  die  grössten  gemeinschaftlichen  Theiler  von  -,  — ,  -^ 

respective  mit  (-^,  ^),  (7,  ^))  (^j  ||-),  so  erhält  man  aus  den  Congruenzen  (l.) 
die  folgenden: 


(2.) 


(±  iL] 

(d     d,     dA  ö[    \v  '    vj      ^    .  1      /    a.- 

W'  ^'  "^j  ^''^' '^  =  '""  "^ T^'^'^''^' "'  "'°'^-  '■^^■^''  ^' 

/^     d^ 
U'  17'  ^/    ^  '^  ^  ^i^ir  — ^-^c,Ind,x,  mod.  (p(^)./). 


Hat  man  aber  eine  Zahl  z  so  zu  bestimmen,  dass 

z  =  a,  mod.  m,    z  —  h,  mod. );»,,     e  =  c,  mod.  in.^, 
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wo  a,b,  c,m,m^,m^  beliebige  Zahlen  bedeuten,  und  sind  A,  (t,  v  respective 
die  grössten  gemeinscbaftlichen  Theiler  von  m  und  m^,  m  und  m^,  m^  und  m^^ 
so  ist  bekanntlicb  erfordeiiicli ,  dass 

a  —  h  =  0,  mod.  A,     a  — c  =  0,  mod.  ft,     6  — c  =  0,  mod.  v. 

Diese  Bedingungen  sind  aber  auch  zur  Existenz  der  gesuchten  Zahl  z  genügend. 
Denn  zunächst  kann  man  eine  Zahl  x  finden  derart,  dass  ic  =  a,  mod.  ?w,  und 
X  =i  b  mod.  m .  Man  bestimme  nun  eine  Zahl  z  durch  die  Congruenzen 
^  =  ä;,  mod.  (m,mj,  2  ^  c,  mod.  m^,  so  ist  zu  deren  Existenz  nothwendig  und 
hinreichend,  dass  x-c=0,  mod.  cp,  wenn  cp  der  grösste  gemeinschaftliche 
Theiler  von  (m,m^)  und  m^  ist.  Diese  Bedingung  ist  aber  offenbar  erfüllt 
und  die  zuletzt  gefundene  Zahl  z  die  gesuchte. 

Da  d',  d' ,  8'  Zahlen  sind,  wovon  nicht  zwei  einen  gemeinschaftlichen 
Theiler  haben,  und  daher  die  grössten  gemeinschaftlichen  Theiler  je  zweier 
der  Grössen  d  mit  denen  der  entsprechenden  Grössen  c  zusammenfallen,  so 
kann  man  daher  eine  Zahl  s  finden,  derart  dass 

[78 


V 

K 

(4 

^1 

1 

1 

K 

(4 

c,    mod.  d, 


o.     \V        V,  j     » 


(3.) 


c,,  mod.  (Jj. 

Hieraus  geht  mit  Rücksicht  auf  die  Congi-uenzen  (2.)  hervor,  dass  (7,^,-^) 
ein  Multiplum  des  kleinsten  Exponenten  g  ist,  für  den  q'  congi'uent  einer 
Potenz  von  x  (mod.  «). 

Haben  ^  A  A  respective  mit  c,  c  .  c,  die  grössten  gemeinschaftlichen  Theiler 
X)  X.)  X2>  ^0  sind  -y^,  v.X.?  ^2X2  respective  die  grössten  gemeinschaftlichen 
Theiler  von  rf  und  d,  d^  und  d,,  d^  und  ö,;  es  sind  daher  nach  dem  zweiten 
der  am  Anfange  dieser  Nummer  gegebenen  Sätze  — ,  -^,  ^^  respective  die 
kleinsten  Exponenten,  für  die  eine  Potenz  von  q  congruent  einer  Potenz  von 
X  respective   mod. /)'',;>"',  p"'.      Es   bleiben   daher   die   Congruenzen  (1.)   nach 

Fuchs,  mäthem.  Werke.    I.  ■*■" 
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ihren  bezüglichen  Moduln  richtig,  wenn  man  beide  Seiten  derselben  respective 
durch  x.x.ri,  di\ddirt.     Hieraus  ergiebt  sich,   dass  man  die  Con^ruenzen  (2) 


respective  dui-ch 


dividiren   darf,    ohne    die  Mo- 


duln zu  dividiren.     Offenbar  ist  aber  der  gesuchte  Exponent  rj  ein  Vielfaches 

^""^  (^'  1^7'  ^)'  ^^^'^''  ''^  ^^^  ^^^^'  '^^■^^  ^elc^^  (4'  f »  -J)    2^1    dividiren 
ist,  um  g  zu  geben,  ein  gemeinschaftlicher  Theiler  von 


Da  man  aber  durch  den  gi-össten  gemeinschaftlichen  Theiler  dieser  di-ei  Zahlen 
jede  der  Congruenzen  (2.),   unbeschadet   ilu-er  Richtigkeit   nach    ihren    bezüg- 
lichen Moduln,  dividiren  darf,  so  folgt, 
(d    d^    dA 

dass  </  = ^ — 5-,  wenn  ']>  der  grösste  Factor  des  eben  erwähnten 

grössten  gemeinschaftlichen  Theilers  ist,  für  den  noch  eine  Zahl 
79]  s'  ermittelt  werden  kann,  die  den  folgenden  Bedingungen  ge- 
nügt: 

'd. 


(*•) 


K    AV 


=  ^/. 


V 

^ 

*; 

(^ 

dA 

«'. 

iA 

^i 

(4 

AU 

mod.  d, 


mod.  d. 


mod.  d,. 


Ich  behaupte  jetzt,  dass  (};  mit  ^,  -^,  ^  keinen  gemeinschaftUchen  Theiler 


hat.     Denn  gesetzt  c{j  habe  mit  4  einen   gemeinschaftHchen  Theiler  0,   so   ist 


(d,     dA 

; — -^    oder    auch    von 


sofort    zu    sehen,    dass    0    als    Factor    von    - 

ein  Factor   von   c   sein   muss,   weil    ''^'  '. '"''' 

Theiler   hat.     Daher  hat  o   auch   keinen  Factor  mit  y]  gemeinschaftlich,   weil 

dieser  sonst  (s.  Congruenz  (1.))   auch  Factor  von  r   wäre,   was   nicht  möglich 


mit  -7  keinen  gemeinschaftlichen 
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ist,  weil  r  zu  d  prim  ist.  Ferner  enthielten  die  Coefficienten  von  f,  und  c^ 
in  'der  zweiten  und  dritten  Congi'uenz  (2.)  den  Factor  o.  Der  Bedeutung  der 
Grössen  c  gemäss  muss  aber  jeder  Primfactor  von  c  in  einer  der  beiden 
Grössen  c,  oder  c^  enthalten  sein.  Irgend  ein  Primfactor  ^  von  o  muss  daher 
auch  in  c  oder  c^  enthalten  sein,  und  zwar  mindestens  in  einer  dieser  beiden 
Grössen  so  oft  als  in  c,  es  sei  dies  in  c,,  alsdann  erfordert  das  Bestehen  der 
Congruenzen  (4.),  dass  |  diesen  Primfactor  noch  ebenso  oft  als  c,  enthält, 
was  aber  absurd  ist.  Da  man  ebenso  beweisen  kann,  dass  (^  weder  mit  ^, 
noch  mit  -^  einen  gemeinschaftlichen  Theiler  hat,  so  folgt,  dass  ^  der  gi-össte 
Factor  des  gTÖssten  gememschafthchen  iheileis  von  — . — ,  j-^  ,  ^^ 
ist,  wofür  noch  die  Congi'uenzen  (4.)  eine  Lösung  zulassen.  Aber  ^  muss 
offenbar  auch  ein  Theiler  von  (x,  X,,  xJ  ^^^^  ^^^^^^  '^^^^  ^«n  (c,  c„  cj  sein; 
es  ist  also  <!^  der  gi-össte  Factor  des  gi-össten  gemeinschaftlichen  Theilers  von 
y.(h,h)  y.i(*.^2)  •/■^('''')  (c  c  ,c),  wofür  noch  die  CongTuenzen  (4.)  lösbar  [so 
sind,  indem  man  jetzt  unter  x,  X..  X,  respective  die  grössten  gemeinschaftlichen 
Theiler  von  i,  i,,  i,  und  c,c^,c^  versteht. 

Zum  Bestehen  der  Congruenzen  (4.)  ist  aber  nach  einem  oben  ange- 
führten Satze  das  Bestehen  des  Systems  der  folgenden  Congruenzen  noth- 
wendig  und  hinreichend: 


"^i 


0,     mod. 


wo  d>,,  (ü,,  ü>,  respective  die  gi-össten  gemeinschaftUchen  Theiler  von  c  und  f„ 
c  und  Cj,  c,  und  c,  sind. 

Multiplicii-t  man  die  erste  dieser  Congruenzen  mit  pp,,  die  zweite  mit 
pp^,  die  dritte  mit  p.p„  so  werden  dadurch  den  linken  Seiten  keine  neuen 
Factoren  der  bezüglichen  Moduln  Hnzugefügt,  weil  diese  respective  zu  den 
Zahlen  pp.,  pp,,  p,p,   prim    sind.      Da   nun   7]p  =  r,  mod.  c,   t),?,  =  »\,  mod.  c^, 

10* 
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\9,  =  >\,  mod.  c„    so    verwandelt   sich   das  letzte  System  von  Congruenzen  in 
das  folgende: 

"^^^  V  i^i ^.P-^ i^ =  0,     moä.S,,, 


V  '    V. 


Diese  Congi-uenzen   setzen   wir   in  andere  mod.  <\  um;    dann    können    wir    die- 
selben respective  durch  ^,-4,^  dividiren.     Man  erhält  alsdann: 


'^' «  ^rr-r-Är-'-^-Tr-TrH^Trr^o,  mod..>, 


8i]  Es  ist  aber,  wie  schon  bemerkt,  (c,  cj  =  ü,  mod.  c  ,  daher  -^.-£l.^  eine 
ganze  Zahl,  oder  ^  =  4|-,  wo  ^  eine  ganze  Zahl.  Ebens"*«  findet  man 
■^  -  -^^'  ^o  £  eine  ganze  Zahl.  Multiplicirt  man  die  beiden  letzten  Glei- 
chungen, so  erhält  man  AB  =  \^  d.  h.  A  =  B  =  \.  Daher  ist  4-  =  -^£iM. 
Analog  ist  -%  =  i£i±^,  _^  =  (g»«.)     ^  ^  fa.c^)      c^  _  (c,c.)      c,      \,c,)    '^ 

Man    hat    also    als    Resultat    unserer    Untersuchung    über    den    kleinsten 
Exponenten  ^    für  den  r/  congruent  einer  Potenz  von  x  (mod.«) 

'^  ~  vil^l^ — ^ — ,    wenn  ({^    der   grosste  Factor    des    grössten 

gemeinschaftlichen  Theilers  von  l^^i^    X'(^'»"^)     X^C».».)     ,  ^  .        . 

1    ,  ,         p   ,  *       '       «1      '       4      )  l<->  s,  cj  ist,  lur 

welchen  das  folgende  System  von  Congruenzen  noch  identisch 
erfüllt  ist: 


mod.  <{;, 


^       -  -,     mod.  <;;, 
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^o  y,  Xj,  X2  ^^^  grössten  gemeinschaftliclien  Theiler  respective 
von  i  und  c,  i,  und  c,,  i^  und  c^  sind. 

3. 
Unter  Beibehaltung  der  Bezeichnungen  in  No.  1  und  2  ist  die  Anzalil 
der  conjugirten  idealen  Primfactoren  einer  nicht  in  n  enthaltenen  Primzahl  q 
in  der  Theorie  der  complexen  Zahlen  in  tt  gleich  -^-  Enthält  eine  com- 
plexe  Zahl  in  ir,  f{m),  genau  m  ideale  Primfactoren  von  q,  so  enthält  die 
Norm  derselben,  nämlich 

j\Y(„.)  =  /■(«>'■')/■(«>'■').../■(«)'■'), 

^o  y  =  iM.  und  '-,,'■,?•■  5 '\  die  v  Zahlen  sind,  welche  kleiner  als  n  und 
prim  zu  n  und  wovon  der  Quotient  je  zweier  nicht  congruent  einer  Potenz 
von  X  (mod.w),  genau  die  Potenz  ?%  da  1^-.^  =  ^  =  g  (nach  No.  2). 
Bedeutet  G  den  kleinsten  Exponenten,  für  den  p  congruent  einer  Potenz  von 
X  (mod.  «'),  so  findet  man  ebenso,  dass  die  Norm  einer  complexen  Zahl  [82 
in  TT,  f(w),  welche  genau  M  ideale  Primfactoren  von  p  enthält,  genau  den 
Factor  /j^"  hat. 

Hieraus   ergiebt    sich,    dass    die  Norm    einer    complexen  Zahl   in   tc,  /(u)), 

die  Gestalt  hat: 

wenn  M,  3f,,  M^,  ...,  m,  »«,,  w^,  ...  ganze  Zahlen  und  G,,  G^,  ...,  /7.,  ^,,  ••■ 
eine  ähnliche  Bedeutung  wie  respective  G  und  ff  haben. 

Ideale  Zahlen  in  t:  gehören  zu  derselben  Klasse,  wenn  sie  mit  der- 
selben idealen  Zahl  in  tc  multiplicirt  eine  wirkliche  complexe  Zahl  in  tt 
zum  Producte  geben,  d.  h.  eine  complexe  Zahl  F{(o)  mit  der  Eigenschaft 
F(ui*)  =  F{u>).  —  Man  beweist  nach  den  Principien  von  Kummer,  dass  es 
nur  eine  endliche  Anzahl  verschiedener  Klassen  giebt. 

Ehe  wir  nun  zur  Bestimmung  der  Anzahl  dieser  Klassen  übergehen, 
wollen  wir  eine  Bemerkung  machen,    woduixh    die  Betrachtungen   vereinfacht 

werden. 

In  meiner  oben  erwähnten  Arbeit  habe  ich  die  Bedingungen  für  das 
Verschwinden   einer  Periode  tc  ,   deren  Index  /•   zu  n  prim   ist   (einer  primi- 
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tiven  Periode,  wie  ich  sie  dort  genannt  habe)  angegeben.  Aus  diesen  Be- 
dingungen geht  hervor,  dass  man  einen  Factor  d  von  n  finden  könne,  derart 
dass  die  Periode  11,.^  nicht  verschwinde,  und  dass  wenn  d  der  kleinste  der 
Factoren  von  n  ist,  welcher  dieses  bewirkt,  jeder  andere  von  derselben  Art 
ein  Multiplum  von  d  sein  müsse.  Ist  d  der  kleinste  Factor  von  w,  für  den 
TT^rf  nicht  mehr  verschwindet,  so  ist  rf.  cp(-^j  =  (f  («).  In  dem  Ausdrucke,  in 
welchen  sich  Tt,,,  nur  auf  eine  Weise  setzen  lässt,  nämlich: 

sind  daher  die  Exponenten  von  w  kleiner  als  <f{n). 

Ist  nun  /'(tu)  eine  wirkliche  complexe  Zahl  in  tc,  so  ist 

/'H  =  a^-)  =  a,^^')  =  ...  =  /'(<«•'''"'), 

daher  x/'(cd)  =  F{t:),  wo  F{'k)  eine  niu-  die  Perioden  enthaltende  complexe 
Zahl  ist.  Sind  nun  die  Bedingungen  erfüllt,  welche  für  das  Verschwinden 
der  primitiven  Perioden  nothwendig  und  hinreichend  sind,  und  ist  d  der 
kleinste  Factor  von  ?i,  füi*  den  tu,.^  nicht  mehr  verschwindet,  so  wird  also  nach 
83]  der  eben  gemachten  Bemerkung  F{-k)  eine  aus  den  Wiu"zeln  der  Gleichung 
x'^  =:  l  gebildete  complexe  Zahl  sein,  in  welcher  die  sämmtlichen  Exponenten 
von  u)  kleiner  als  cp(??)  sind.     Sie  lässt  sich  daher  auf  die  Gestalt  bringen: 

wo  die  Exponenten  von  (u  kleiner  als  cp(w)  sind.  Aus  der  Gleichung 
if(iji)  =  F{t:)  folgt  daher,  dass  sämmtliche  Grössen  c  durch  1  theilbar  sind, 
dass  also  /'(lo)  selbst  einer  aus  den  Wvu-zeln  der  Gleichung  x'*  =  1  gebildeten 
complexen  Zahl  gleich  ist,  also  einer  auf  eine  Gleichung  niedrigeren  Grades 
bezüglichen  complexen  Theorie  angehört.  Hieraus  folgt,  dass  wir  uns  im 
Folgenden  auf  solche  Werthe  von  x  beschränken  können,  wofür 
die  primitiven  Perioden  nicht  verschwinden. 
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4. 

Um  die  Klassenanzahl  der   complexen  Zahlen  in  %   zu   bestimmen,    muss 
man  den  Grenzwerth  der  Reihe 

(1.)  ^  =  («-l)S|^^    für    .  =  1 

ermitteln.  In  dieser  Reihe  ist  die  Summation  auf  alle  nicht  diu'ch  blosse 
Einheitsfactoren  verschiedenen  idealen  oder  wirklichen  complexen  Zahlen  in 
TZ  ZU  erstrecken,  und  der  Norm  die  in  der  No.  3  angegebene  Bedeutung  bei- 
zulegen.    Diese  Reihe  ist  mit  der  folgenden  gleichbedeutend: 

■^   ~   (^~-^)2      j\jQs      3lG~s      M^OTs  mos      mTö^      nHgTs        ' 

P  -Ih  -Ih    '     -    ...2         •<?.  ■'?,  ••• 

worin  man  über  alle  realen  Primzahlen  q^  q^,  q^,  ...  die  nicht  in  n  ent- 
halten sind,  und  über  alle  positiven  ganzzahligen  Werthe  von  M,  M^,  M^,  . . ., 
7«,  m  ,  OT.,,  . . .  Summiren  muss.  Es  sei  6  der  Exponent,  zu  dem  x  (mod.  «') 
gehört,  t'  der  Exponent,  zu  dem  p  nach  demselben  Modul  gehört,  a  der 
kleinste  Exponent,   für    den  x"  congruent   einer  Potenz    von  p  (mod.  w'),    und 

man   bezeichne    die  Grösse  -^7^  =  -^^  mit  ti,    und   die    Grösse    '^;,"     =  '''q"  ■ 

tf  "zg  ta  ötr 

mit  U,  und  lege  den  Grössen  ti^,u^,...,  U^,  U^,  . . .  eine  ähnliche  Bedeutung 
respective  für  q^,  q^,  ...,  pj,p,,  •••  bei,  so  findet  man 


(2.)     R=.{s-1) 


u. 


wo  jedes  Productenzeichen  H  sich  auf  alle  diejenigen  unendlich  vielen  [84 
nicht  in  n  enthaltenen  Primzahlen  bezieht,  für  die  g  oder  u  denselben  Werth 
haben,  und  die  Anzahl  der  verschiedenen  Producte  mit  der  Anzahl  aller  mög- 
lichen Werthe  von  g  oder  u  übereinstimmt. 

Es  ist  nun  dieser  Ausdruck  R  in  ein  Product  mit  endlicher  Factoren- 
anzahl  zu  verwandeln,  derart  dass  jeder  Factor  eine  bestimmbare  Reihe  wird. 
Diese  Umwandlung,  welche  für  gewöhnliche  complexe  Zahlen  ohne  Mühe  ge- 
leistet werden  kann,  ist  für  die  complexen  Zahlen  in  tu  mit  Schwierigkeiten 
verknüpft.  Es  war  dazu  die  in  No.  2  vorausgeschickte  Untersuchung  über 
den  kleinsten  Exponenten  g,  für  den  q^  congruent  einer  Potenz  von  x  (mod.  11) 
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wü'd,   unumgänglich    nöthig,   wie    aus    der  folgenden  Nummer  noch  deutlicher 
hervorgehen  wird. 

Ich  darf  mich  in  den  ferneren  Entwickelungen  der  besseren  Übersicht 
wegen  auf  den  Fall,  wo  7i  ungerade  ist,  beschränken,  da  die  Behandlung  des 
Falles,  wo  n  gerade  ist,  nur  einige  leichte  Moditicationen  erfordert. 

5. 
Es  seien  e,  e,,e,,...  Zahlen  respective  aus  den  Reihen 

0    1    ...    li£l-i-     0    1  Ä^I-i-     0    1  lii^-v 

welche  der  Congruenz 

(1.)  ep^  +  e.()j-^  +  e,p,-^  +  --  =  0,  mod.  t 

genügen,  so  ist 


(^•)      li_J_)    e,e.y|,...     ^«*'Ind3^e,d;ind,3i.e,dJInd3  3 


9 
WO  1,1^,^2,...  respective  primitive  Wvirzeln  der  Gleichungen 

sind,  und  das  Productenzeichen  IT  sich  auf  alle  Werthcom- 
binationen  von  e,  e^jC^,,  ...  bezieht,  welche  der  Congruenz  (1.)  ge- 
nügen. 

Um  diese  Umformung  zu  begiämden,  muss  gezeigt  werden: 

1)  dass  I  5/  ^/  ■  ...,  wenn  e,t',,f^,...    der  Congruenz  (1.) 

genügen,  eine  g^  Wurzel  der  Einheit  ist; 

8s]     2)  dass    jede    der    g  Wm'zeln    der    Gleichung    x"  =  \    in    dem    Producte 
n     vorkommt,  und  zwar  jede  «mal. 

e, «,, .. . 

Die  Allgemeinheit  des  Verfahrens  ist  wiederum  schon  an  dem  Falle 
n  ^  ji  p,^p^^  ersichtlich.  Da  q"  congi'uent  ist  einer  Potenz  von  x  (mod.«), 
so  darf  man  setzen :  q"  ^  x'',  mod.  «,  und  es  ist 

(y  e  ö'  Ind  2  j.  c,  ö[  Ind,  q  yC^  ö;  Ind^  fA"  _   /^  e  ö'  lud  x  ^  «i  d'i  lud,  x  o  Cj  öj  Iiidj  x\'' 
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Bezeichnet  nun  w   eine    primitive  Wurzel    der  Gleichung  x    '  "  '    ^  i^    so   ist 

{c,c,,c.,)  (c.CjjCj)  {c,Ci,e2) 

■.ed'Indx  c  j.e,  d'i  Ind.  X  '        c,  5.62  öUnd,»  ^  c, 

I  =  Jf  ,§,'''=«(;  '        ,        §j^   ^      =i     =  m;  -       . 

Daher  ist 

weil  die  Congi'uenz  (1.)  gleichbedeutend  ist  mit: 

/„  ^  (<",  c, ,  c,,  .. .)  (c,  c,,  c„,  ...1  (c,  f, ,  e,, ...) 

(3.)     cp^'   '■/' — ^  +  e.p/'   ■'  " — -  +  e,p/'   " /'      ^+---  =  0,     mod.(c,c,,C3,...). 

TT-  •   1  i.       •   1         j  j  A       j        1      V  (^ 'S' lod  g  ^  e,  *;  Ind.  0 ,  f ,  5o  Ind,  a       .  ,„ 

Hieraus    ergiebt    sich,    dass    der   Ausdruck    |  1^  1/  eine    (7'* 

Wurzel  der  Einheit  ist,  und  dieses  war  zuerst  zu  beweisen. 
Es  sei  jetzt 

^eö' Ind  2  j. e,  ä\  Indj  3  j.  e.^  S'^ Indj  3  j. e'ö' Ind  3  j. e,  öj Indj  3  y  c^  dö  Indj  3 

wo  e,  gj,  Cj,   e',  ej,  e'^  zwei  der  Congiiienz  (1.)  oder  (3.)  genügende  Werthsysteme 
der  obigen  Zahlenreihen  sind.     Man  hat  alsdann: 

, .  ,  <.(e'  — e)d~'Ind3j.(e',  — e,)ö;indi3  0(^2— e2)tf2liid2g  ^ 

Ist  z  eine  primitive  Wurzel  der  Gleichung  s   "    "'    '^*'  =  1,  so  ist 

j.d'lnd3  _   ^    ti  i  .Ä;lnd,3   _,'?',  'i  od;ind23  _    „  '  v^  i^ 

die  Gleichung  (4.)  erfordert  daher,  dass  [86 


mod. 


Aus  dieser  Congmenz  folgt  aber  sofort,  dass 

/n\  '  d  ,  d,  ,  dj 

(b.  1  e  —e  ^  a  — r ,         e.  —  e,^a,  — k- ,  e,  —  e,  =  a,  — ^ , 

Fuchs,  mathem.  Werke.    I.  11 
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WO  a,  ß  ,  «^  ganze  Zahlen  sind.  Man  hat  daher  statt  der  Congi'uenz  (.5.)  die 
folgende : 

/„  ^  S'    («i.'J  K     ihh)     ,  ^2     ihh)  /^  1     /■      •        •   \ 

(7.)         «r       1^ +  «,,-, -iU^  +  «,r, -^^-V^-O,     mod.0,2.,»J. 

Vi  '  1         'i  '^a         '2 

Multiplicirt  man  aber  die  erste  der  Gleichungen  (6.)  mit  glSsSnSil^  die  zweite 
mit  p^^^i^'^-^  ,  die  dritte  mit  q^  "  "  und  addirt,  so  erhält  man  mit  Rück- 
sicht auf  die  Congruenz  (3.) 

(8.)     «p_.l^-^  +  «.p._^l^^  +  «,p,-;.^^^^0,    mod.(c,  c.,cj. 

Wenn  zwischen  einer  Anzahl  disponibeler  Grössen  eine  Congruenz  (mod.  m) 
besteht,  so  ist  die  Anzahl  der  zulässigen  Werthe  der  m}"  Theil  der  Anzahl 
aller  Grössen.  Daher  ist  in  Folge  der  Congruenz  ( 1 .)  die  Anzahl  der  Factoren 
des  Productes  in  der  Gleichung  (2.)  gleich 

y(p")   'piih')    ?{p^') 
d'        d[         (j;      _  cö(«) 


(c,  C.,  Cj  T 

Aus  den  Gleichungen  (6.)  und  den  Congruenzen  (7.)  und  (8.)  folgt  aber,  dass 
eine  im  Producte  IT  der  Gleichung  (2.)  vorkommende  g^^  Wurzel  der  Einheit 
genau  — - — -^ — '''',         . — ^mal  vorkommt,  wenn  0  der  grösste  Factor  des  grössten 

vi    «1«,    1)2 '2  5 

gemeinschaftlichen  Theilers  von  («,  «,'a)  ^'^^^  ('^»'^1)^2)  ^^^)  ^"^  ^^^  ^^^  Modul 
die  Congruenzen: 

[     ccr i-iV^-^+a,  r, — ^   ^  '.^^  +  a,r, — ~  ^   .  '^    =  0,     mod.  a, 

f     Kp— r  ^  "   "  +  a,  p, — ir- -^ —  +  ci,Q, — ^  ^      '^   =  0,     mod.  a 

87]  die  eine  eine  identische  Folge  der  anderen  ist.  Hierzu  ist  aber  nothwendig 
und  hinreichend,  dass  identisch 

ro, —       .        ^  —r.Q—^ —      .  =  0,     mod.  0, 

V      VI  l  Cj  V        VI  l  c 


(10.)     <       rg, i_  \  i._  i_z,  \  '   iJ  _y  p  .^ — —      .  =  0,     mod.  o, 


«',     l',  t„         ».  C  «.,     V,  l,        ?„  c. 
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Es  ist  in  diesem  Systeme  von  Congruenzen  und  in  dem  Systeme  (9.)  zu  be- 
achten, dass  (c,  c,,  cj  ==  (c,  cj  =  {c,  cj  =  {c^,  rj. 

Der    Modul   s    darf   mit   keiner    der   Zahlen   A   J!l   _^   1'   iL   Ä    einen 

VI  '    t!,ti  '    t'jlj  '    V  '    Vi  '    v^ 

gemeinschaftlichen  Theiler  haben.  Denn  gesetzt  o  hätte  mit  —  einen  ge- 
meinschaftlichen Theiler  ß,  so  wäre  ß  nach  der  ersten  CongTuenz  (10.)  auch 
Theiler  von  »-p.^A'i^ii^i^^.      Da    er    aber    zu    ,-i^  1' iiiiil    prim    und 

Theiler  von  c, -^i^'  ist,  so  ist  er  entweder  Theiler  von  '  oder  auch  kein 
Theiler  von  g^  '^'  ,  da  g^  zu  c^  prim  ist;  also  müsste  der  gemeinschaftliche 
Theiler  ß  von  o  und  -^  ein  Theiler  von  i^iiil  sein.  Ebenso  folet  aus  der 
zweiten  Congruenz  (10.),  dass  ß  ein  Theiler  von  i^i^  sein  müsste;  was  aber 
absurd    ist,    da  "-    und  keinen    gemeinschaftlichen    Theiler    haben 

(s.  No.  2).     Auf  eine   ähnliche  Weise    wird   gezeigt,    dass   o  mit  -A-  und  — ^ 

keinen  gemeinschaftlichen  Theiler  hat.  —  Es  habe  ferner  o  mit  —  einen  ge- 
meinschaftlichen Theiler  y,    so  müsste  dieser  nach  der  ersten  Congruenz  (10.) 

n-ii      .1  3'.     d     (i.L)    (c,,c.,)         •         -r\  -i  ö'.     d    (c,,c,)  •         .    , 

L heiler  von  r  o— '-  — ^      .  sein.    Da  er  aber  zu  p— ^  ^  prim  ist,  so 

müsste  er  ein  Theiler  von  r  .''  sein.  Nun  aber  ist  derselbe  Theiler  von 
i      .'' ,    folglich    entweder    Theiler    von       '.        oder    auch    nicht   Theiler    von 

r^  .'  ,  da  Vj  zu  i^  prim  ist;  also  müsste  y  Theiler  von  .^  sein.  Ebenso 
folgt  aus  der  zweiten  Congruenz  (10.),  dass  y  Theiler  von  .'  sein  müsste, 
was  aber  absurd  ist,  da   ^^'.''^    und  ShliL  keinen  gemeinschaftlichen  Theiler  [88 

*i  H  d'  ä' 

haben.  Auf  ähnliche  Weise  wird  gezeigt,  dass  o  mit  -^  und  -j-  keinen  ge- 
meinschaftlichen Theiler  hat. 

Ein  gemeinschaftlicher  Theiler  s  von  a  und   ^"""'^    muss   nach   der  ersten 

Congruenz  (10.)  auch  Theiler  von  rg 1_  (h^'i)   lc,Caj   ggjjj     j)^  gj.  aber  prim 

ZU  — 5_  i£L?il  _  mid  Theiler  von  ^"  ^'".'''■'  ist,  so  ist  er  entweder  Theiler  von 
^^SliihL  oder  auch  nicht  Theiler  von  rg^  C»n»a.)  ^  ^^^  j.  ^^  ?;  prim  ist.  Wäre 
daher  e  nicht  Theiler  von  .'  -,  so  müsste  es  mit  g^  einen  gemeinschaftlichen 
Theiler  haben,  welcher  also  zu  c^  prim  ist.  Aus  der  zweiten  Congruenz  (10.) 
würde  man  schliessen,  dass  dieser  Theiler  auch  prim  zu  c^  wäre.  Es  ist  aber 
unmöglich,    dass    irgend    ein  Divisor  von  s,    welches    selbst  Theiler  von  '' 

ist,  prim  zu  c^  und  zu  c^  sei.  Also  müsste  der  grösste  gemeinschaftliche 
Theiler    von  a  und       '  ^'      auch  Theiler  von     '".'      sein.     Umgekehrt   heisse   C 

11* 
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der  grösste  gemeinschaftliche  Theiler  von  a  und        Z'*^  ,    so    muss   dieser    nach 
der  ersten  Congruenz  (10.)  Theiler  von  r  p— ^  -^  ^^'.       '^^"'''•'    sein.     Er  ist  aber 

"  V  '  l^     l\     VI  1^  C 


prim  zu  —  —  .'  und  Theiler  von  c  ^" ''"  \  daher  entweder  Theiler  von 
)•  '^''"''"  oder  auch  nicht  Theiler  von  r^  q  '^"'^  ,  weil  p  zu  c  prim  ist.  Wäre 
daher  C  nicht  Theiler  von  ,  so  müsste  es  mit  r^  einen  gemeinschaftlichen 

Theiler  haben,  welcher  also  zu  i^  prim  wäre.  Aus  der  zweiten  Congi'uenz 
(10.)  würde  man  schliessen,  dass  dieser  Theiler  auch  prim  zu  i^  wäre.  Es 
ist  aber  unmöglich,  das  irgend  ein  Di^dsor  von  C,  welches  selbst  Theiler  von 
^^''.'^  ist,  prim  zu  i^  und  \  sei.  Also  ist  der  grösste  gemeinschaftliche  Theiler 
von  a  und  auch  Theiler   von  i£ii£?i.     Aus   beiden  Schlüssen  zusammen 

ergiebt  sich,  dass  der  grösste  gemeinschaftliche  Theiler  von  a  und  ^^".^  mit 
dem  grössten  gemeinschaftlichen  Theiler  von  o  und  ' ' '''  übereinstimmt.  Da 
aber  a  Divisor  von  i  ^''".^"  und  c  '  ''•'  ist,  so  folgt,  wenn  man  mit  y  den  gi'össten 
89]  gemeinschaftlichen  Theiler  von  i  und  c  bezeichnet,  dass  a  ein  gemein- 
schaftlicher Theiler  von  yi^iilii  un(j  {c,c^,cj  ist.  Ähnlich  schliesst  man,  dass 
o  ein  gemeinschaftlicher  Theiler  von  1^  '.^"^  und  (c,  c^,  cj  und  auch  von  X»  -^ 
und  (c,  Cj,  cj  ist,  wo  1^  und  j^^,  respective  die  grössten  gemeinschaftlichen 
Theiler  von  ?',  und  c^  und  von  i^  und  c^  bedeuten.  Daher  ist  0  der  grösste 
Divisor  des  grössten  gemeinschaftlichen  Theilers  der  vier  Zahlen 

('11^2)  ihh)  (*'*i)      /  \ 

für  den  noch  die  Congruenzen  (10.)  bestehen. 

Vergleicht  man  das  System  der  Congruenzen  (10.)  mit   dem  Systeme  (5.) 
in  No.  2,  so  ergiebt  sich,  dass  a  mit  dem  dortigen  (j;  übereinstimmt,  daher  ist 

d      rf,       cZj     (i.ijj'ij   d      d^       d^     {h\j\)   

vi    L\i^    i\i^         o  vi    t\ i,    v^i^         <]; 

Daher  kommt  eine  im  Producte  11  der  Gleichung  (2.)  vorhandene  g^"  Wurzel 
der  Einheit  genau  -^^^  =  «fmal  vor;  und  da  die  Anzahl  aller  vorkommenden 
gleich  -?A!y.^  go  folgt,  dass  alle  ^*^°  Wurzeln  der  Einheit  vorkommen,  und 
jede  «mal.  Dieser  Nachweis  war  das  zweite  Erforderniss  zui-  Begründung 
der  Gleichung  (2.). 
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Sind  e[,  e[,  ...  wieder  Zahlen  respective  aus  den  Reihen 

0    1  li^_l.     0    1  J^iiP^-l. 

welche  der  Congruenz: 

(la.)  c'iQi-T  +  e'^Q.^— -{ =  0,     mod.  6 

genügen,  wo  c[  jetzt  den  grössten  gemeinschaftlichen  Theiler  von  d  und 
(d,,  d^,  . . .,  Ä,,_i,  (J_^^,,  . ..)  bedeutet  und  ö"  =  ^  ist,  so  hat  man  analog  der 
Gleichung  (2.) 

n 


(2a.)  ,  1  ,'   €■  ,e;<n'Ind.i.,ei<Jf;ind3i> 

yi--^y       "'-1--^^ f. ^ 

Es  sei  c^  =  '^„•^'u'   ^°  ''    ^'^"^^  ganze  Zahl  ist;    multiplicirt  man  die  Congruenz 
(la.)  mit  d\  so  erhält  man  gemäss  der  Relation  x  ^  d'Ö 

^I  9i  "i  ~~  +  ^2  92  «2 H---  =  0,     mod.  T. 

Setzt  man  e,'a,  =  e",  e^'a^  =  e'^,  ...,  so  geht  diese  Congruenz  über  in: 

(Ib.)  e"p, \- ß"Q. 1----  =  0,     mod.  T,  [90 

und,  weil  S"  =  «j^|,  *,' ==  «2^2')  •••,  die  Gleichung  (2a.)  in 


1-  =„n 


(2b.)  I i_         i';,e';,...        te;'d-;ind,ij.4'd;ind,i)       ' 

\     7^/      ""■■■1 — ^ p — 

wo  das  Product  sich  auf  alle  Zahlen  respective  der  Reihen 

bezieht,  welche  der  Congruenz  (ib.)  genügen,  da,  wie  man  leicht  sieht,  die 
Grössen  e",e'^,...,  wenn  sie  dieser  Congruenz  genügen,  von  selbst  respective 
durch  ß^,«^,  ...  theilbar  sein  müssen.  —  Man  kann  also  in  der  Gleichung 
(2b.)    die    oberen  Indices    der  Grössen  e   weglassen    und   das  Product  11  über 
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alle  Werthe  der  Grössen  i\,  e^,  ...  aus  den  eben  angegebenen  Zahlenreihen 
erstrecken,  welche  der  Congruenz  (l.)  genügen,  nachdem  man  darin  e  gleich 
Null  gesetzt  hat. 

6. 

Substituirt  man  in  dem  Ausdrucke  R  (Gleichung  (2.)  in  No.  4)  für  jeden 

Factor  / j— \  ,-j( 1—\   ■•■  seinen  Werth    aus    den   Gleichungen  (2.)    und 

\^""^/  y^~^l 

(2b.)  der  vorigen  Nummer,  entwickelt  die  einzelnen  Factoren  in  Reihen,  und 

multiplicirt  diejenigen  mit  einander,  die  zu  demselben  Werthsysteme  der 
Grössen  e  gehören,  so  erhält  man: 

(1.)         R  =  {s-i)     n     HJ ^^ — :z~' -■ 


e,  «1,  e.. 

In  dieser  Gleichung  bezieht  sich  das  Productzeichen  ü  auf  alle  -^^— -  Werth- 
systeme e,e^,e^,...,  die  der  Congruenz  (l.)  der  vorigen  Nummer  genügen, 
das  Summenzeichen  2,„  jedesmal  auf  alle  positiven  ganzen  Zahlen,  für  welche 
die  vorhandenen  Indices  einen  Sinn  haben.  Wenn  z.  B.  e^  ü,  e^,e^,... 
aber  von  Null  verschieden  sind,  so  bezieht  sich  2,„  auf  alle  Zahlen,  die  mit 
71  =  Ar  keinen  gemeinschaftlichen  Theiler  haben. 

Den  Grenzwerth  des  Ausdruckes  R  für  a"  =  1  linden  wir  mit  Hülfe  der 
von  DiRiCHLET  in  der  Abhandlung  über  die  arithmetische  Progression*) 
gegebenen  Gleichungen: 

91]    (2.)  lim(s-l)2,„A  (fü^  s=  1)  =  1, 

(3.)    2»-^ —  =  /    ^^ ^^— — '—^^ ^^• 

In  der  letzten  Gleichung  sind  y,  y^,  y,_^,  . . .  ganze  Zahlen,  die  nicht  alle  zu- 
gleich verschwinden;  das  Summenzeichen  links  bezieht  sich  auf  alle  positiven 
ganzen  Zahlen,  für  welche  die  vorkommenden  Indices  einen  Sinn  haben,  das 
Summenzeichen  rechts  auf  alle  Zahlen  <  ;ij  und  prim  zu  w^,  wo  ?i,  den 
Complex  aller  derjenigen  in  n  enthaltenen  Primzahlpotenzen  bezeichnet,  in 
Bezug  auf  welche  linkerhand  Indices  vorkommen,  während  die  Integration  auf 


1)  Dirichlot's  Worko,  Bd.  I  (1889),  S.  3U-Ü24.    Seh. 
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reellem  Wege    von  0  bis  J    auszuführen    ist.     In    der  Gleichung  (2.)    dagegen 
bezieht  sich  das  Summenzeichen  auf  alle  positiven  ganzen  Zahlen. 
Setzt  man 

(4-j  lv,Yi,Y2,...y^)   —    2jmi  5i  52  ...X     , 

WO  das  Summenzeichen  sich  auf  alle  Werthe  von  m  kleiner  als  n^  und  prim 
zu  n  bezieht,  und  ist  u>,  eine  primitive  Wurzel  der  Gleichung  x  ^  =  l,  so 
erhält  man  durch  Zerlegung  in  Partialbrüche  aus  Gleichung  (3.) 


2 
Hieraus  folgt 

(5.) 


j^ylndwj^yilnd,»ji^yjlndj?n  ^    n.-l  /~i      j^ 


X  —  (U, 


,  y  Ind  m  j  y,  Ind,  m  >.  y^  Indj  m 
5    5i §2 • 


=    -^'s>y,y.,y....K)[l0geK)  +  i(l-|;)V-l] 


WO  e{(o[)  =  \J{l  —  (o[)(l  —  m~'),  welches  eine  von  Kummer  mit  dem  Namen  Kreis- 
theilungseinheit  belegte  complexe  Einheit  ist. 

Ist    z.B.    '»'t  —  }}'^ i\' p"^    und    -s")  ■2^,)  ■^j    respective    primitive    Wurzeln    der 
Gleichungen  z^'    =1,  ^-f'    =  1,  <'    =  1,  so  ist 

wo  S  ,  S  ,  S  sich  respective  auf  alle  Zahlen  kleiner  als  p  und  ohne  den 
Theiler  j),  kleiner  als  p*^'  und  ohne  den  Theiler  p^,  kleiner  als  p^'  und  ohne 
den  Theiler  p^  beziehen.  Hieraus  ergiebt  sich,  dass,  wenn  l  mit  re,  den 
grössten  gemeinschaftUchen  Theiler  p^ p^' p!'  hat,  fy,y^,y^i^[)  verschwindet, 
ausser  wenn  y  =  0,  mod.  p^,  y,  =  0,  mod.  jof ',  y^  =  0,  mod.  p^\  Umgekehrt,  [92 
wenn  die  höchsten  in  y,  y,,  y,  enthaltenen  Potenzen  von  p,p„P,  respective 
P^pI^pI'  sind,  so  verschwindet  /y,y„y,K))  ausser  wenn  1=0,  mod.p^'pf'. 
Hieraus  folgt,  wenn  y  =  y'p\  y,  =  y'j\\  7,  =  y'.pT  und  y' y[,  y[  respective 
nicht  mehr  durch  p,p,,l\  theilbar  sind,  so  ist  nach  Gleichung  (5.) 

j. y  Ind m  j. y,  Ind, m  ^y^ Ind, m 
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WO  die  Summation  rechts  sich  auf  alle  Werthe  von  /  kleiner  als  jo       ;>/     '  jj/ 
und  prim  zu  n    bezieht.  —  Setzt  man  für  eine  dieser  Zahlen  /,  Im  =  m\  med.  n^, 
so  durchläuft  m'  mit  m  alle  Werthe,    die    kleiner  als  w,  und  prim  zu  n^  sind, 
und  man  erhält 

Daher  geht  die  Gleichung  (7.)  über  in: 

j.  y  Ind  »n  j.  y,  Indj  m  y  yj  Indj  m 


.,         ,  1  /    pPpf'2;fn„  ,-yInd^j.-y,Ind./j.-y,Ind,Z 


ei»,P2> 


[log.  (.;"'"■  ■-•i+i(i-^^öMi)v^], 


wo  rechts  so  wie  in  Gleichung  (7.)  zu  summiren  ist. 
Man  findet  nunmehr  ohne  Mühe: 
1)  wenn  y  +  y^  +  y^  eine  gerade  Zahl  ist, 

j.  y  Ind  m  j.  y,  Ind,  m  y  y^  Indj  in 

S_§ 6i 62 


''^   ^  =. _±/,,,,, J.f^^'"^^^'1sr^^"'^^r^'^"^^''c^^^"'^^iog4<"!^^'^''^'l 


2)  wenn  y  +  y,  +  y^,  eine  ungerade  Zahl  ist, 
(10.) 


c.  y  Ind  9«  j.  y,  Ind;  wi  j.  y^  Ind^  m 


__LV3I.^/^.f.^,fYy,y,,yj-f''^'"'^'TS.r'''"''r'''"'''C'^'"'^'.?. 

93]  In  beiden  Gleichungen  ist  rechterhand    so  wie  in  (7.)  und  (8.)  zu  summi- 
ren.   —  Setzt  man  p        j\         p./        =  «,,  so  ist 

Ferner  ist: 

/    l\     (    l  +  nA    1    1  +  2HA  (    ^"'"(t^^T'M  /    l) 
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WO  (0    eine    primitive  Wurzel   der  Gleichung  ic"  =  1   bedeutet.     Hieraus  folgt: 
1)  wenn  y  +  y^  +  y^  eine  gerade  Zahl  ist, 


(9a.; 


y  y  lud  »i  j.  y  1  Ind,  m  ^  y,  Ind^  vi 

"'  41. 


1    „  /    i)Pijf'jjf2\  .r-,  ■.-ylndij.-y.Indiifc-yjIndaZ,  ,     , 

=  -— fy,y.,y,K  i  S(  ?  1.  I.  ^    loge((ü), 


2)  wenn  y  +  y,  +  y,  eine  ungerade  Zahl  ist, 
(10a.) 


j.  y  Ind  m  j.  yj  Ind,  ?«  <.  y^  Ind2  »t 

S_5 6i Sa 


die  Summationen  rechter  Hand  in  beiden  Gleichungen  sind  auf  alle  Zahlen 
kleiner  als  n  und  prim  zu  n^  zu  beziehen. 

Wir  können  nunmehr  zur  Bestimmung  des  Grenzwerthes  von  R  über- 
gehen. 

Es  bedeute  für  irgend  einen  Factor  des  Productes  in  Gleichung  (1.) 
n^  g  g  das  Product  aller  derjenigen  in  n  enthaltenen  Primzahlpotenzen, 
denen  nicht  verschwindende  Werthe  der  resp.  Grössen  e  entsprechen,  »>e  e  ,e  ,... 
eine  primitive  Wurzel  der  Gleichung  x  "'^i'^'---  =  i,  p^,2^i\  P»%  •••  respective 
den  grössten  gemeinschaftlichen  Theiler  von  p  j  i', '>  J»,  *?  ••  •  und  e,  e^,  e^,  . .., 
und  man  setze 

2ji^  6i  5a  •••  "*e,ei,e,, ...         —  /e,  e,,  ej, ..  .y*"«,  e,,  Cj, ...     /> 

wo  sich  die  Summation  auf  alle  Werthe  von  l,  die  kleiner  sind  als  n^  ^   ^ 
und  prim  zu  dieser  Zahl,  bezieht.     Es  sei  nunmehr 

TT         '  e,  Ci ,  ^a , . . .  \    e,  e, ,  C; , . . .      /    __   ^ 

WO  sich  das  Productzeichen  auf  alle  mit  der  Congruenz  (1.)  der  vorigen  [94 
Nummer  verträglichen  Combinationen  der  Grössen  e,  mit  Ausnahme  der  Com- 
bination  0,  0,  0,  ...,  0,  bezieht,  so  dass  die  Anzahl  der  Factoren  von  A  gleich 
■^ — 1.     Eine  genauere  Discussion  des  Ausdruckes  A  würde   zeigen,    dass  er 

Fnchs,  mathem.  Werke.    I.  12 
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die  Gestalt  p' pl' iC  ■  ■  ■  ■>  wo  die  Exponenten  e,  s,,  e^,  ...  rationale  Werthe 
haben  annimmt.  Wir  gehen  jedoch  aus  dem  Grunde  auf  die  Ermittelung 
dieser  Exponenten  nicht  ein,  weil  es  zweckmässiger  scheint,  den  Ausdruck  A 
in  Verbinduno-  mit  einer  Determinante  im  Schlussausdrucke  der  Klassenanzahl 
zu  betrachten,  gegen  die  er  sich  wegheben  muss. 

Es  seien  ferner  1,1^,1^,1^,...  respective  die  kleinsten  Reste  von 

l,  l-/.,  Zx%  l'A?,  .  . .,  mod.  n 

und 

so  weit  fortgesetzt  bis  das  erste  Glied  wiederkehrt,  so  hat  man  in  Folge  der 
Congruenz  (J.)  in  No.  5 

wo  die  erste  Summe  auf  alle  Werthe    von  l,    die    kleiner    als  n  und    prim  zu 

n  sind,    zu    beziehen    ist,    die    zweite    Summe    auf  solche    von    diesen 

e,  e,,e2,...  '  ' 

Zahlen,  wovon  nicht  der  Quotient  zweier  einer  Potenz  von  x  nach  dem 
Modul  n  congruent  ist.     Wir  setzen  diese  zweite  Summe 

Es  sei  ferner 

E{i^^)  =  e((üOe(oj^''')e((ü^''')... 

so  weit  fortgesetzt  bis  der  erste  Factor  wiederkehrt,  und 

1)  für  den  Fall,  dass  x  ungerade  oder  t  gerade,  ohne  dass  z'    =  —  1,  mod.  n 

„  ^-  ed'  Ind  ^  . -  e,  S[  Ind.  ?  .  -  e,  ö:  lud,  i  ^  ^  ^  j^^  ^  ,i. 

„■«r-i  v— cö'IndZ  ^— e,  öi  Ind.  i  j.— e„  öjindj  ?        ,        ,-,/    ;v  o  r /„    „     ^  \ 

=  22il  5,  la  ...logi:(m')  =  2L(e,  c,,e,,...), 

2)  für  den  Fall,  dass  x  gerade  und  x'    =  —  1,  mod.  n 

„  ^-  ed' Ind  Z  .-  e.  S\  Ind,  i  .-  c^  S'„  Ind,  \\q„  e(,„;) 

wo  die  Summen  L  und  Z/'  sich  auf  die  Werthe  von  /  beziehen,  die  prim  zu 
9S]  n^  g   ^      ^  sind   und   wovon   der  Quotient  je    zweier   nicht  congruent  einer 


ZUR  THEORIE  DER  COMPLEXEN  ZAHLEJS".  91 

Potenz  von  x  (mod.  n)  und  die  unterhalb  {ti  für  L  und  unterhalb  n  für  L' 
liegen. 

Unter  den  Grössen  d,  d,d^,  ...  enthalte  S  die  höchste  Potenz  von  2, 
welche  überhaupt  in  einer  derselben  als  Factor  vorkommt.  Alsdann  sind  die 
Zahlen  d'^,  d'^,  ...  sämmtlich  ungerade,  und  daher 

e,  d;  +  Cj  dj  +  ■  •  •  =  e,  +  e^  H ,     mod.  2. 

Man  bestimme  nun  alle  Systeme  der  Grössen  e^,e^,...,  welche  die  Congruenz 

^i9i  -^ +  ^i Pa  — ^  +  ---  =  0,     mod.  ^  '   "   " — ^ 

genügen.     Es  sei  für  irgend  eines  dieser  Systeme 

so  muss  der  zugehörige  Werth  von  e  der  Congruenz: 

CQ  +  G  =  0,    mod.  c 

genügen.  —  Ist  nun  6^,«^,  ...  ein  System,  welches  der  ersten  Congruenz  ge- 
nügt, so  ist  auch  e^  +  Jc  '■"'""''"•••-'^  e,^,  . . .  ein  solches  System,  wenn  k  eine  be- 
liebige ganze  Zahl  bedeutet  und  die  erste  Grösse  nach  dem  Modul  '^  !*,  ■' 
reducirt  ist.  Da  aber  der  letztere  Modul  eine  gerade  Zahl  ist,  so  hat  diese 
Reduction  auf  den  Charakter  der  Summe  e^  +  e^+  ■••  in  Bezug  auf  den  Modul  2 
keinen  Einlluss,  und  weil  ^'''''"^'"  "  ungerade  ist,  so  folgt  daraus,  dass  diese 
Summe  ebenso  oft  gerade  als  ungerade  ist.     Ist  S'  gerade,  so  ist 

ed'+e^d[  +  ej:,  +  ---  =  e, +  Pa  +  ---,     mod.  2, 

daher  wird  auch  die  erstere  Summe  ebenso  oft  geraide  als  ungerade.  Ist  aber 
d'  ungerade,  so  muss  man  die  Fälle  unterscheiden,  wenn  auch  d  also  auch 
c  ungerade,  oder  wenn  das  Gegentheil  stattfindet.  Im  ersteren  Falle  sei 
e,e^,e^.,...  ein  der  Congruenz  (1.)  der  vorigen  Nummer  genügendes  System, 
so  bilden  auch  die  Grössen  e  +  kc,  e^,  e^,  ...  für  ä:  =  1,  2,  ...,  '''^^  — 1  ein 
solches.  Da  aber  c  ungerade  ist,  so  wird  ed'+e^d[  +  e_^d[-\ —  ebenso  oft  ge- 
rade als  ungerade.  Im  anderen  Falle,  wo  c  gerade  ist,  ist  Gr  =  S^^,  mod.  2, 
wenn  die  Summe  sich  auf  diejenigen  der  Indices   1,  2,  ...  bezieht,  für  welche 

12* 
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c  dieselbe  Potenz  von  2  enthält  wie  c.  —  Es  muss  aber  e  +  G^  =  0,  mod.  2 
sein,  und  daher  eö'+ e^d[  +  e^d[+  ■•■  congruent  der  Summe  der  übrigen  Grössen 
e  (mod.  2).  Diese  Summe  aber  ist  ebenso  oft  gerade  als  ungerade,  da,  wenn 
96]  z.  B.  e^  ein  Glied  derselben  ist,  i\  +  k  '^'^"^'^^'■••)  ebenfalls  ein  Glied  einer 
solchen  Summe  ist.  Es  ist  also  in  allen  Fällen  ed'+ e^d[  + e^dl+ ••■  ebenso  oft 
gerade  als  ungerade,  ausser  wenn  alle  Grössen  c  eine  gleich  hohe  Potenz  von 
2  enthalten.  Dieser  Fall  tritt  aber  dann  und  nur  dann  ein,  wenn  x  gerade 
und  x^^  =  — 1,  mod.??,  und  in  diesem  Falle  ist  die  Summe  ed'+e^d[+e^Sl+ ■■■ 
stets  gerade.   — 

Setzt  man  endlich 

nE{e,e„e,,...)  ^  P,     UL{e,  e„e,,  ...)  =  Q,     UL'{e,  e„  c„  ...)  =  Q', 

wo  das  erste  Productzeichen  sich  auf  alle  der  CongTuenz  (1.)  der  vorigen 
Nummer  genügenden  Werthsysteme  der  Grössen  e  bezieht,  für  welche 

ed'+  e,d;  +  e,(j;  +  --- 

eine  ungerade  Zahl  ist,  während  sich  das  zweite  und  dritte  Product  auf  alle 
diejenigen  Systeme  beziehen,  für  welche  ed'+e^d[  +  e^dl+ ■■■  eine  gerade  Zahl 
ist,  so  erhält  man  schliesslich: 

1)  wenn  x  ungerade,  oder  x  gerade  und  •/"     nicht  =  —  1,  mod.  w 


(11.)         limR   =  (-1)  ''        .V  (-1)  '^  .2   2-        .u  ^'   .A.P.Q, 
für  s  =  1 

2)  wenn  x  gerade  und  x      =  —  1 ,  mod.  n 

(IIa.)  IhaR   =  -A.Q'. 

für  s  =  1 

7. 

Ehe  wir  zu  der  zweiten  Summationsweise  der  Reihe  -R,  wie  sie  die 
DiRiCHLETsche  Methode  erfordert,  übergehen,  ist  es  nothwendig.  Einiges  über 
die  complexen  Einheiten  in  tt  voranzuschicken. 

Ist  n  eine  ungerade  Zahl,  so  besitzt,  wie  Kronecker  (dieses  Journal, 
Bd.  53,  S.  176*))  gezeigt  hat,  jede  complexe  Einheit  in  der  Theorie  der  com- 


1)  Werke,  Bd.  I  (1805),  S.  109.    Seh. 
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plexen  Zahlen  in  «u,  £(«)),  die  Eigenschaft,  dass 

Z(ü)-)  =  ±  (ü''i;(ü>), 

wo  h  eine  ganze  Zahl  bedeutet.  Da  für  eine  complexe  Einheit  in  tc  die 
Gleichungen  jE(tü)  =  -£(">"')  =  E{oy''  )  —  •••  =  jE(ü)'''"  )  statt  haben,  so  ist, 
wenn  t  gerade  nnd  x'^  =  — 1,  mod.  «,  JE(tD''''  )  =  £(cd~')  =  £(ü)),  oder  es 
sind  in  diesem  Falle  alle  Einheiten  real.  Ist  aber  t  ungerade,  oder  x  gerade 
und  -/'     nicht  ^  —  1,  mod.  w,  so  folgt  aus  den  beiden  Gleichungen 

und 

E(o>-})  =  E{i»-')  =  ±  m'^"'.E(<u'')  =  ±  J''^E{<^^),  [97 

dass  (ü^'^~^^  =  1,  oder  Ä(x— l)^  0,  mod.  «.  Es  habe  daher  x— 1  mit  n  den 
grössten  gemeinschaftlichen  Th eiler  s,  so  muss  h  =  0,  mod.  —  sein;  oder  10'' 
ist  eine  s'°  Wurzel  der  Einheit.  Es  sei  £  eine  Wurzel  der  Congi-ueuz 
2t  — h  =  0,  mod.  ?j,  so  hat  £'(•")  =  io^E{ui)  die  Eigenschaft,  dass 

je;'(<ü-')  =  ±  E'iw). 

Es  wird  also  jede  complexe  Einheit  in  tz  durch  Multiplication  mit  einer  s^" 
Wurzel  der  Einheit  entweder  real  oder  rein  imaginär.  Ist  n  so  beschaffen, 
dass  es  rein  imaginäre  Einheiten  giebt,  so  sei  E((u)  irgend  eine  derselben, 
so  ist  E"((o)  =  ^  "',-  real,  wenn  C  =  0  oder  1  ii;esetzt  wird,  ie  nachdem  in 
der  Gleichung  E (u}~^)  ^  ±  w'' E (m)  das  obere  oder  untere  Zeichen  gilt.  Es 
ist  also  £(u>)  =  ur'E{io)'^.E"{(o). 

Es  werde  nunmehr  v  =  JL^  gesetzt,  so  ergiebt  sich  aus  den  von  Dirichlet 
gegebenen  Sätzen  über  complexe  Einheiten,  (Monatsberichte  der  Berliner 
Academie  Jhrg.  1846^)): 

1)  wenn  x  gerade  und  x'  =  —1,  mod.  w,  so  giebt  es  v  —  \  reale  und  posi- 
tive Einheiten  in  tc,  e^  (tu) ,  e^  (od)  ,  . . . ,  e^,_j  (w)  ,  die  ein  Fundamentalsystem  con- 
stituiren,  so  dass  jede  complexe  Einheit  in  tü,  E{u)),  dargestellt  wird  durch 
die  Gleichung 

(1.)  ^(«.)   =   ±  s,  („,)'"'  s,  («,)'"' . . .  s,_,  (co)'"- , 

wo  Wj,  Wj,  ...,  »w,_j  positive  ganze  Zahlen  sind; 

1)  Dirichlets  Werke,  Bd.  I,  S.  639-644.    Seh. 
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ix 

2)  wenn  i  ungerade,  oder  x  gerade  und  x"  nicht  =  —  1,  mod.  n,  so  giebt 
es  ein  Fundamentalsystem  von  |v  — J    realen  und  positiven  Einheiten 

so  dass  in  diesem  Falle  jede  com^ilexe  Einheit  in  Tt,  JE(ui),  wenn  es  rein  ima- 
ginäre Einheiten  giebt,  dargestellt  wird  durch  die  Gleichung 

(2.)  Ei<»)  =  ±«.-E(,o)^s.W"S,(.u)"''...3,^_^H'"^''-\ 

wo  m  ,  m  ,  .. .,  ni.  ,  ganze  Zahlen  sind,  und  u)  eine  s^"  Wurzel  der  Einheit 
bedeutet,  und  wo  4  =  0  oder    1    zu  setzen  ist.   — 

Wenn  es  keine  rein  imaginäre  Einheiten  giebt ,  so  hat  man  dagegen : 

(2a.)  -BH  =  ±0.  ^3,(.»)   's,(a))  ^..£,^_^(ü.)   = 

Bezeichnet  man  die  Anzahl  der  nicht  äquivalenten  Klassen  der  idealen 
Zahlen  in  ir  mit  if,  und  bedeutet  /'„(w)  eine  zur  a*™  Klasse  gehörige  ideale 
Zahl,  so  ist 

p  y,      (s-1)        ,    v(,)       (g-1)         1    ^.31       (^-1)         ,  I     K.(>7-1)         JS-l) 

98]  wo  S"'  sich  auf  alle  verschiedenen  idealen  Zahlen  der  0'™  Klasse  bezieht, 
und  wo  mit  /(u))  jede  wirkliche  complexe  Zahl  bezeichnet  wird.  Es  ist  nun- 
mehr leiclit  zu  zeigen,  dass  die  Grenzwerthe  dieser  einzelnen  Summen  für 
s  ^  1   unter  einander  gleich  sind,  so  dass 

(3.)  limE  =  ^limS-^,^     für    s  =  1, 

wo  die  Summe  rechter  Hand  sich  auf  alle  wirklichen  complexen  Zahlen  in 
TT  bezieht,  die  nicht  durch  blosse  Einheitsfactoren  verschieden  sind.  —  Die 
Untersuchung  des  Grenzwerthes  dieser  Summe  erfordert  die  Unterscheidung 
der  beiden  Fälle :  erstens  t  ungerade  oder  i  gerade  und  x '  nicht  ^  —  ] ,  mod.  «, 
zweitens  t  gerade  und  x''    s  —  J,  mod.  n. 

I.    T  ungerade,  oder  t  gerade  imd  v.'     nicht  ^—1,  mod.  w. 

Bezeiclmet  man  den  Grenzwerth  der  Summe  2  rir/-,  ^is  ^ür  s  =  i  mit  G, 
so  ergiebt  sich  aus    den    von  Duiichlet   und  Kummer  entwickelten  Principien, 
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dass 


1  N 

G  =  —z. lim  -=     für    T  ^  oo , 

2^25  -^ 


wenn  N   die  Anzahl   der   Glieder   der   Reihe    bezeichnet,  für   die  iV/'(u))  <  T, 
und  wo  die  Coefficienten  a  .  «,,  a  ,  . . .,  a  ,  ,       in 

"       '       '  (p  (n)  —  1 

ausser  durch  die  cf(«)  Gleichungen  vertretende  Bedingungsgleichung 

(4.)  /•(<«•'•)  -  fH 

durch  das  folgende  System  von  Gleichungen  eingeschränkt  werden: 


Sa    K{->"')^a  -    |/[c/-(«>''')/-(,o''-)] 

I  J 

(5.) 


^S^^aC«"'')^»  =    |Z[c/(«> '■')/■((. '■-)], 


Sa   ^2a(«>  )^a   =    i^C/^C«"  )fG«  ')]• 

1 

In  diesen  Gleichungen  bedeuten  £j(cu),  e^((«),  . . .,  s,  ^,^((0)  zu  einem  Funda- 
mentalsysteme zusammengehörige  reale  und  positive  Einheiten  in  tc,  die  Grösse 
c  eine  beliebige  C'onstante,  »',,  »'j,  ••■,»',,  die  v  Zahlen,  welche  kleiner  als  n, 
prim  zu  «,  und  wovon  der  Quotient  je  zweier  nicht  congruent  einer  Potenz 
von  X  (mod.  w),  und  endlich  ^^,  s^,  .-.,  2t^_^  zwischen  Null  und  Eins  lie-  [99 
gende  Zahlenwerthe.  Mit  dem  Symbol  l  wird  der  natürliche  Logarithmus  be- 
zeichnet, und  r_^  ist  gleich  n  —  r  .  Endlich  muss  C  =  1  oder  Null  gesetzt 
werden,  je  nachdem  eine  rein  imaginäre  Einheit  in  tt  existirt  oder  nicht 
existirt. 

Setzt  man  «^  =  a^.t  für  a  =  0,  1,  ...,  cp(«)— 1,  und 

so  dass  /'((u)  =  -~^  nimmt  man  ferner  c  =  -75-  an,  so  hat  man  in  dem  Aus- 
drucke G  —  lim^  r  7vr~r^ti^    ^^^^'  j^^^^^  Coefficienten  a    die  Glieder  einer  nach 
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positiver  und  negativer  Seite  sich  ins  Unendliche  erstreckenden  arithmetischen 
Reihe  mit  der  Differenz  t  und  dem  Anfangsgliede  0  zu  nehmen,  welche  mit 
den  Bedingungen 

(6.)  TM  =  r  (<->). 


Sa   ^SaC-"  )^a    =    \W  {<^  )/   (">         ^  0] 

1 

verträglich  sind.  —  Nimmt  man   T  =  —  an,  so  geht  die  Bedingungsgleichung 

.^^<  rüber  in: 

(8.)  J\^r(«>)<l. 

Nimmt  man  t  unendlich  klein,  so  werden  die  Coefficienten  in  /"(«>)  reale 
Variabein.  Sind  nun  tc^.  ,  it^  ,  ...,  tt^.  die  primitiven  Perioden,  so  genügen 
dieselben  bekanntlich  einer  algebraischen  Gleichung  F{x)  ==  ü,  in  der  die 
Coefficienten  ganzzahlig  und  der  Coefticient  der  höchsten  Potenz  von  x  die 
Einheit  ist.  Da  wir  (s.  No.  3)  annehmen  können,  dass  die  primitiven  Pe- 
rioden nicht  verschwinden,  so  können  auch  nicht  zwei  derselben  einander 
gleich  sein  (vergl.  die  o.  a.  Abh.  von  Kummer  vom  Jahre  1856  §  2,  und  meine 
o.  a.  Arbeit  No.  4*)).     Daher   folgt  bekanntlich    aus    der  Gleichung  (6.),    dass 

(9.)  f  (o)  '■")  =  x,-^x,  77^^  +  X,  4^  +  •  •  ■  +  a;,_,  ^;-' , 

loo]  für  a  =  1,  2,  ...,  V,  gesetzt  werden  darf,  wo  x^^  x^,  x^,  ...,  x^_^  reale  Grössen 
sind.     Daher  ist 

1        rW 

(10.)  G  =  — t /      (Jx^dx^...dx^_^, 

2\2s  •/ 

/{v) 
ein  ffaches    auf   die  Variabein  x^,  x^,  . . .,  x^^^  erstrecktes  Integral   ist, 

mit  den  durch  die  Gleichungen  (7.)  und  (8.)  ausgedrückten  Grenzbedingungen.  — 


<)  Sielio  S.  63  iliosos  BuDdoa.    Seh. 
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Es  sei 

(11.) 


y.  -  r(<"  "), 


führt  man  mit  Hülfe  der  v  Gleichungen  (9.)  die  Variabein  y  an  die  Stelle 
der  Variabein  x  in  das  Integral  (10.)  ein  und  setzt  die  nicht  verschwindende 
Determinante 


1        TTj.         ■K^         ...        T^y 

1     ir„      t::.       ...     ~_ 


1        TTj.         7T^         ...        ~j. 


=    D. 


SO  ist  bekanntlich 
(12.) 


•(") 


1  C^^> 

G  =  — /       dyjy,...dy,, 

2\2s.D  J 
und  die  Grenzbedingungen  (7.)  und  (S.)  werden: 


(13.) 


(14.) 


I 

Sa   ^äaC"»  ')^a  ==    ^^2-^-2), 

1 

^v— 1  ^,     _ 

Sa   ^-aC«"  '"       )^a   =    i  ^(i/.^  _i  •  2/_  (.„  _i)) 


Die    Variabein   ^^    und    i/_^   haben   conjugirte    imaginäre    Werthe.     Setzt   man 
daher 

(15.)  ^i/a    =    2«a  +  "'i/  +  a-V-l,  ^i/-a    =    Ma-«x^  +  a-V-l 

für  a  =  1,  2,  ...,  |v,   und    transformirt   das  Integral  (12.)   in    die  Variabein  u, 
so  findet  man  ohne  INIühe 

16.)    G  =  (-l)'"-  ^^11^   ^  ■  J^^'^'^'^'e^"'  ...e^"'^^du,dn,...du^^.du^^_^^du^^_^^...du. 


Die  Grenzbedingungen  (J3.)  und  (14.)  gehen  über  in: 

Fnchs,  mathem.  Werke.    I. 


13 
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(17.) 


"2a    ^'-Ä'"'')^a  =    «1, 

1 

I  !<— 1 

Sa    ^^a(<"''")^a  =    ^2, 


Sa   ^^aC«"  '"        )^a    =    "i„_i. 


(18.)  e     'e     \..e     2^<;1. 

In  diesen  kommen  die  Variabein  ?'. ^  .  j)  w^^  ,  g,  ...,  M^  nicht  vor,  und  man  hat 
daher  in  Bezug  auf  jede  derselben  zwischen  den  Grenzen  —  fTi;  und  +171  zu 
integriren.    Aus  (18.)  folgt,  dass  man  in  Bezug  auf  u^^  zwischen  den  Grenzen 

2m..  2mi,.  „,.         n..  —2m. 


=  0  und  e 


■2m,^-2m, 


zu  integriren   hat.     Daher   ist 


(19.) 


6r  = — '- — ^^q — —  /  (??(,  du^ . . .  du. 


mit  der  einzigen  Grenzbedingung  (17.)  —  Setzt  man  die  Determinante 

?e,(«.^')     h,(^'')      ...  K^_y') 


Zs,((U    ^  )       Z£,((ü    '^  ) 


=  A, 


so  verschwindet  bekanntlich  diese  Determinante  nicht,  weil 
ein  Fundamentalsystem  constituiren.     Man  hat  daher 


G 


(-l)-.2 


\v     „V  —  2  —  C    _  5  I' 


.A 


s.Z> 


/ 


(5"-!) 


(?^,  dz„...  dz. 


wo  die  Integration  in  Bezug  auf  jede    der  Variabein  z  zwischen  den  Grenzen 
0  und   1   auszuführen  ist.     Es  ist  also  endlich 


(20.) 


(-l)^^^2''-^-^.:^^^ 

s.D 
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Hieraus  folgt  mit  Hülfe  der  Gleichung  (3.) 


'V    „v  —  2  —  C 


(21.)  limE  = 


s  =  l 


s.D 


Setzt  man  cüesen  Werth  von  limE  dem  in  No.  6  Gleichung  (U.)  gefundenen  [102 
gleich,  so  erhält  man 

TT        /     ■.^l^-^    A.D.s.P    Q 
(22.)  H-(-l)  •  ^iv-i-Z    Ä- 

n.    T  gerade  und  x^""  =  -  1,  med.  n. 
In  diesem  Falle  ist 

a  =  ilimy     für    T  =  00. 

An  die  Stelle  der  Gleichungen  (5.)  treten  die  folgenden: 

l 

,„,  .        Sa^3„(a>^')..        =mcf(.'-»)1, 

Sa '^a  (">'■'-')  ^.    =    iUc /•(«>'■''-')'], 

WO   wiederum   e.H,  £,H,  •  ••,  ^_.(«)    i'eale   positive   Einheiten    sind,    die    ein 
Fundamentalsystem  constituüen.    -    Es   ergiebt   sich   auf  analoge  Weise   wie 

im  Falle  I. 

1       /*W 
(24.)  ^=2^'j       '^^'^2/^---'^^" 

wo   y.,  2/„  ...,  2/,  reale   Variabein    sind,    und    die   Integration    den    folgenden 
Grenzbedingungen  gemäss  geschehen  muss: 

Sa '^a  (">"')  ^a       =    l^Vl' 

(25.)  <        ' 

2a  «Sa  (<"'■'")  ^a   =    T '^v-i- 

13* 
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(26.) 
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Die  zweite  derselben  erfordert,  dass  in  Bezug  auf  y^  zwischen  den  Grenzen  0 
integrirt   werde.     Führt   man    diese   Integration    aus    und   setzt 


und 


2/i  2/j  •  •  •  Vv-i 


Ua  =  logyl    für    a  =  1,  2,  ...,  v  — 1, 
103]  so  erhält  man 

1       /"("-O 
(27.)  G  =         j^  j  du^du^...du^_^, 


wo    «^j,  Wj,  ...,  «*^_j    reale    Variabein    sind,    und    die    Integration    den    folgenden 
Grenzgleichungen  gemäss  geschehen  muss: 


(28.) 


l.J^ai'^'    ■'    ')^a    =    I  ««,.-.• 


Führt  man  in  das  Integral  (27.)  die  Variabein  z^,  s^,  ...,  s^,_^  ein,  in  Bezug 
auf  welche  zwischen  den  Grenzen  0  und  1  zu  integriren  ist,  und  setzt  die 
Determinante : 


?s,(.o'')         ?s,(a>'-') 


Z£,((u'"-')      Iz.im"^"-') 


so  folgt 

(29.) 
Endlich  ist 

(30.) 


^^-.('»  '") 


=  A', 


G  = 


limR 


A' 
2D" 

H.A' 
2D 


Setzt   man  diesen  Werth   von  limi?   dem   in  der   vorigen  Nummer  Gleichung 
(IIa.)  gefundenen  gleich,  so  erhält  man: 

Q' 


(31.) 


H  =  -2D-A' 


A' 
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Die  Bestimmung  der  Klassenanzahl  der  idealen  Zahlen  in  ti  lässt  we- 
sentliche Vereinfachungen  zu,  wenn  n  keinen  quadratischen  Factor  enthält, 
d.h.  wenn  n  =  pp^pj)^.. .,  wo  P,  P^,  P,i  p^,  ■■■  lauter  verschiedene,  un-  [104 
gerade  Primzahlen  sind.  Es  scheint  daher  nicht  unangemessen,  diesen  Fall 
besonders  zu  behandeln. 

Ist  n  durch  keinen  quadratischen  Factor  theilbar,  so  lässt 
sich  jede  complexe  Zahl  in  w  stets  und  nur  auf  eine  einzige 
Weise  in  die  folgende  Form  bringen: 


(1-) 


/■((u)  =  (^,  u)'' +  aä,(u'' + ^%(„) 


'?(") 


wo    «j ,  «^ ,  . . . ,  a         ganze    Zahlen,    und    i\,  r,^, 


die    Zahlen    be- 


deuten, welche  kleiner  als  «  und  prim  zu  n  sind. 

Denn  ist  tu'  eine  nicht  primitive  Wurzel  der  Gleichung  x"  =  i,  und  ist 
z.B.  h  ^  app  ,  wo  «  prim  zu  pj\.--  ist,  und  sind  ß^,  ß^,  ...  die  Zahlen, 
welche  kleiner  als  pp^  und  prim  zu  dieser  Zahl,    so   hat  man  die  Gleichung: 


(2.) 


"■(1- 


ß^lhPs---         .JiPilh-'- 


Hieraus  folgt,  dass  man  jede  nicht  primitive  Wurzel  der  Gleichung  a;"  =  1 
und  folglich  jede  complexe  Zahl  in  die  Form  (1.)  setzen  kann.  —  Es  ergiebt 
sich  hieraus  ferner  ohne  Mühe,  dass  die  Determinante 


1^2  '  (f  (,,) 


?(«)'•' 


'?(")'« 


''V  (")'"'■? '«j 


nicht  verschwindet,  wenn  r^  =  l  angenommen  wird;  und  hieraus  ergiebt  sich, 
dass  man  /"(w)  nur  auf  eine  Weise  in  die  Form  (l.)  setzen  kann.  —  Ist 
daher  /'(««'')  =  /"(<«) ,  so  hat  /'(to)  die  Gestalt 

wo  rtj,  «,,...,  a^  ganze  Zahlen  und  >\,  i\,  ...,  r^  die  v  Zahlen  bedeuten,  welche 
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kleiner  als  n  und  prim   zu  ;t,   und   wovon    der  Quotient  je    zweier  nicht  con- 
gruent  einer  Potenz  von  x  (mod.  n). 

Es  sei  nun 

I.     T  urgerade,  oder  x  gerade  und  x''^  nicht  =  —  1,     mod.«, 
so  tritt  an  die  Stelle  der  Gleichung  (10.)  der  vorigen  Nummer   die   folgende: 


(4.) 


1        /"(") 

=  —f /       da,  da, . . .  da 

2^.2sJ  '      ' 


In   der   Gleichung   (12.)   der   vorigen   Nummer   ist    an    die    Stelle    der   Deter- 
105]  minante  D  die  Determinante 


'»"i  ?'j      t'i  i'i 


Vi  r. 


E 


zu  setzen,  wo  r^  =  1   angenommen  wird. 

Im  gegenwärtigen  Falle  sind  die  in  No.  5  eingeführten  Grössen  e,  e  ,  e  ,  .. 
respective  durch  J),  2^ii  IKi  ■•■  nicht  theilbar,  und  es  ist: 


(5.) 


,,  ,  ,    .(.•«r-ij-eö'  Ind  Z  j.  «1  d,  lud,  l 

/e,c,,Ci,,...(.'"c,c,,e2,..J  —   -  24i^  5, 


wo  die  Summe  auf  alle  Zahlen  /  zu  beziehen  ist,  die  kleiner  als  n  und  prim 
zu  n,  und  wo  das  obere  oder  untere  Zeichen  zu  nehmen  ist,  je  nachdem 
: eine  gerade  Anzahl  von  Primfactoren  enthält  oder  eine 


ungerade.   —  Dieses  ergiebt  sich  aus  der  Gleichung 

(6.)  0.      '''"'^'•••(q:l  +  ü;       '''"■■•  +  «,       '''>•■••  +  ...)  ^  0, 

wenn  u   eine    der  Zahlen,   die   kleiner   als  n^  ^         und   prim  zu  derselben  ist 
während   ß^,  ß^,  . . .    sämmtliche    Zahlen    bedeuten,    welche   kleiner   als    n^  ^ 
und   prim   zu   dieser   Zahl   sind,    und   wo    das    obere    oder   untere   Zeichen   zu 
nehmen    ist,   ie   nachdem  n  eine  gerade  oder  eine  ungerade  Anzahl  von 

Primfactoren  enthält.   — 

Da  §  5^'  '      '    ■••  =  1,  so  ist  auch 


(7.) 


j.  ,  N  -i_  •sn  i.ed' lud/ 1.61  dj  lud,? 

/e,e,,f,,...("*e,e,,c,,...)  =  -1.(5  5i 


J  = 
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■WO  die  Summation  rechts  sich  auf  alle  Zahlen  bezieht,  die  kleiner  sind  als 
71  und  prim  zu  n  und  wovon  der  Quotient  je  zweier  nicht  congruent  einer 
Potenz  von  x  (mod.  «).   —  Die  Determinante 

.  e<"  ö'  Ind  r,  ,,  e'"  S'.  Indj  r, . . .    ^  e'"  *'  Ind  r^  ^  c<»  ö'Jni^r^...  .  e'"  S'  Ind  r^  .  e["  e[  Indj  r, . . . 

5  5,  6  5,  •  •  •    5  ?i 

j.  e<^'  ö'  Ind  Ti  j  e'i^'  #1  Indj  ri . . .    j.  c'^'  d'  Ind  r^  ^  e',-'  ä;  Ind  i  r^ . . .  ^  e"'  d'  Ind  »v  v  ei->  d;  Ind,  r» . . . 

.  e<"  d'  Ind  r,  ,.  e',"  ö',  Ind,  r, . . .     j.  e" '  d'  Ind  r^  y  e["  d',  Ind,  *•, ...  j.  e<"  d'  Ind  r,  j.  e',"  d;  Ind,  r,, . . . 

5  bi  S  5i  •  •  •    S  fei 

wo  e"",  e'°\  e"",  ...  flu-  a  =  1,  2,  ...,  v  alle  statthaften  v  Combinationen  der 
Grössen  e,  e,  e,  ...  darstellen,  hat  die  Eigenschaft,  bis  auf's  Vorzeichen 
unverändert  zu  bleiben,  wenn  man  an  die  Stelle  von  |,  |,,  |,,  ...  respective  [106 
fc-i    £-1   fc-i  setzt.     Nach  dieser  Veränderung-  heisse  die  Determinante  /,,  so 

ist  leicht  zu  zeigen,  dass  /. .7,  =  ±,P  =  v\  —  Man  bilde  nunmehr  das  Product 
der  Determinanten  /  und  E,   so    ergiebt   sich   mit   Hülfe    der  Gleichung  (6.): 

J.E  =  ±J-^fe,e„e„...i"'e,e„e„...)> 

oder 

(8.)  E  =  ±n/;^,^  .  .K^,^^...), 

wo  das  Product  den  Zähler  des  Ausdruckes  A  in  No.  6  bedeutet.   — 
Der  Ausdruck  für  die  Klassenanzahl  Avird  in  unserem  Falle: 

Das  Product  Uf^  ^  ...(*"e,e  ,...)  ^^^^^  ^i^^  vermittelst  der  Gleichung  (6.)  in 
No.  6  in  der  Form  pp^p^  ■■■  darstellen,  und  es  ist  nicht  schwer  zu  zeigen, 
dass  rin^  ^^  ,  der  Nenm 
Hieraus  ergiebt  sich,  dass 


2s.       2t        2z 

dass    rin^  ^       ,    der   Nenner    des    Ausdruckes    ^,    gleich    ist  p     -p^'  p./ 


A  =  _ i =  ^,     d.  h.   AE=±  1. 

Der  Ausdruck  (9.)  wird  daher,  abgesehen  vom  Vorzeichen, 
(10.)  -ö-      „i„_i_t      x 
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Ist 

II.     -  gerade  und  •/-'  =  —1,     mod.  «, 

so  findet  mau  auf  ähnliche  Weise,  abgesehen  vom  Vorzeichen, 
(11.)  H  =  2.%-. 

9. 

Zum  Schlüsse  sei  es  mir  erlaubt  auf  die  Beweise  zweier  auf  die  Perioden 
TT^  bezüglichen  Sätze,  welche  in  der  vierten  Nummer  meiner  mehrerwähnten 
Arbeit  enthalten  sind,  hier  noch  einmal  zurückzukommen.  Ich  werde  mich 
hierbei  den  daselbst  angenommenen  Bezeichnungen  anschliessen.  —  Es  wird 
zuerst  folgender  Hülfssatz  bewiesen: 

Es  sei 

WO  [u^  ,  q  ')  die  daselbst  in  No.  3  festgesetzte  Bedeutung  hat,  und  die  Sum- 
mation  sich  auf  solche  Werthe  a  bezieht,  die  incongiuent  sind  nach  dem 
107]  Modul  c^,  ferner  werde  vorausgesetzt,  dass  c^  nicht  durch  p^  theilbar  sei, 
und  dass  die  Grössen  X^  rationale,  ganze  Functionen  der  Wurzeln  der  Glei- 
chung X  ^  =  \  (wo  n  =  -^  gesetzt  ist],  mit  ganzzahligen  Coefficienten  sind, 
so  ist  Xjj  =  0,  für  alle  AVerthe  von  0,  auf  die  sich  die  Summation  bezieht. 
Denn    reducirt    man    die   Perioden    [u^  ,  q^'")    mit    Hülfe    der    Gleichung, 

m~ 

welcher  die  primitiven  Wurzeln  der  Gleichung  u^"  =  1  genügen,  derartig, 
dass  im  reducirten  Ausdrucke  R^  die  Exponenten  von  u^  kleiner  als  /»"'^"^(Pg— 1) 
sind,  so  haben  in  der  Gleichung 

(2.)  S„:^<.i«a  =  o 

die  verschiedenen  Grössen  R^  keine  gemeinschaftliche  Potenz  von  u  . 
Denn  man  hat  (s.  No.  2   der  Arbeit) 


worin    xO*e)    "^^i'    Potenzen    von    ^«^    enthält,    deren    Exponenten    kleiner    als 
Ps  ^     (i^e~0)   ^^^^  ^(^e)   ii^ii'  Potenzen   von  w^,   deren  Exponenten   kleiner   als 
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])^'^~  .   —  Ebenso  ist,  wenn  a'  von  a  verschieden: 

(4.)     B^.  =  xXeO-k"'"''^-^^^^f"'"^^-^^+---  +  «f^^"+llfOO, 

wo  '/^'{nj  und  'V(«g)  respective  eine  ähnliche  Bedeutung  haben,  wie  xO'e) 
und  '\){ti  ).  —  Aus  den  am  Schlüsse  der  No.  2  der  erwähnten  Arbeit  ange- 
stellten Betrachtungen  ergiebt  sich,  wenn  man  der  Kürze  halber 

uf^  (ft-2)  ^  ^P,  (^^-^^  +  . . .  +  «f  ^  +  1    =    C 

setzt,  dass  /(«J  mit  x'C'J  ^^^^  ^M^e)  ™^^  ^4''(^'e)  keine  gemeinschaftliche 
Potenz  von  u^  enthalten.  Aber  ebenso  wenig  kann  /(m^)  mit  C(j;'(«<J  oder 
C^{;(^<)  mit  X  O's)  ^^^®  solche  Potenz  gemeinschaftlich  haben.  Denn  damit 
z.  B.  C'\i(u  )  mit  x'(^s)  ^^'^^  gemeinschaftliche  Potenz  enthielte,  müsste  eine 
Gleichung  folgender  Art  bestehen: 

a    xcc        ,  vic—i  a'     ZC: 

(5.)  4    ''  ''^^  =  n^    -^       , 

WO    x,t/,s    ganze    Zahlen    sind,    d.  h.    es   musste    q  =z  q  ,  mod. ^>^ 

sem,  daher  auch  q  =1,  mod.  ;;^   .      Hieraus  lolgt  [io8 

(6.)  (a  — 0')^;^  + (a;  — ^■)Cj.p^  =  0,     mod.A^, 

wo  A  die  in  der  erwähnten  Arbeit  No.  3  ihm  beigelegte  Bedeutung  hat. 
Aus  (6.)  folgt  {a  —  a')p^  ^  0,  mod.  c^,  oder,  da  c.  nicht  durch  p^  theilbar  ist, 
0  ^  n',  mod.  c^,  gegen  die  Voraussetzung.   — 

Da  nun  bewiesen  ist,  dass  in  der  Gleichung  (2.)  die  Grössen  -R^^  für 
Werthe  von  a,  die  incongruent  sind  mod.  c^,  keine  gemeinschaftliche  Potenz 
von  u^  enthalten,  so  müssen  nach  einem  Satze  von  Kronecker  (Liouvilles 
Journal,  Bd.  19^))  die  Grössen  X^  für  alle  Werthe  von  a,  auf  welche  sich 
die  Summation  in  (1.)  bezieht,  verschwinden. 

Mit  Hülfe  dieses  Lemma  wird  der  Satz  am  Schlüsse  meiner  erwähnten 
Arbeit,  der  die  Bedingungen  für  das  A^erschwinden  einer  Periode  enthält, 
folgendermassen  bewiesen. 

Die  AUgemeinheit  des  Beweises  wird  nicht  beeinträchtigt,  wenn  wir  der  Über- 
Sich tiicnkeit  wegen  n^^p^   p^   p^   p^     annehmen,  und  zwar  sei  ^^>^^>/;j^>Pjj. 


1)  Kronecters  Werte,  Bd.  I  (1895),  S.  75.     Seh. 
Fuchs,  mathem.  Werke.    I.  14 
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ni ,     m.,     m. 


Ist  Äj  primitive  Wurzel  der  Gleichung  x  "  =  "i,  wo  »^  =  p,  '  p,  'p,  ^  so  folgt 
aus  den  Gleichungen  (3.)  und  (4.)  der  No.  3   der  a.   A. 

(7.)  "s«k''\'/'")(«o'",e'")  =  ^., 

0 

Soll  daher  tu^  verschwinden,   so  muss  nach  dem  obigen  liemma  entweder 

K   )  ?  ")  =  '•'    oder  (^    ,  ^  ")  =  0  sein,    und    zwar   nach   einem  Satze  in  No.  1 

der  a.  A.  für  jeden  Werth  von  a.  Findet  ersteres  nicht  statt,  so  hat  man 
also  die  Gleichung 

(8.)  {^f,  q'")  =  0. 

Es  sei  der  grösste  gemeinschaftliche  Theiler  von  c^  und  A^  gleich  /J;  von  c 
oder  A„  und  (A^,  Aj  gleich  y;  von  -^  und  l^^iM  gleich  S,  so  ist  die  Gleichung 
(8.)  gleichbedeutend  mit  der  folgenden: 

(9.)  'iuf^/^")(/^/'°)  =  o. 

Diese  wird  ebenso  wie  die  Gleichung  (7.)  hergeleitet,  wenn  n^^  =  p"'' p'"'  und 
z^^    primitive  Wurzel    der   Gleichung   x  *"  ■=  I    ist.     Aus    derselben   folgt    nach 

dem  obigen  liemma,  dass  entweder  \u'^  ,  q  ''"]  =  ü,  oder  [z'^^  \  q  '^"j  —  o,  für 
log]  alle  Werthe  von  o.  —  Nun  aber  ist  der  gi-össte  gemeinschaftliche  Theiler 
von  A,  und  (A„,A^,Aj  gleich  dem  von  A^  und  A^  ^^"^'-' ,  gleich  dem  von  j^-ßS 
und  ^-ß^'—^Y^i  gleich  ßö.  Aber  andererseits  ist  der  grösste  gemeinschaft- 
liche Theiler    von  A,    und   (A„,  A^,  Aj    gleich    c^,    demnach    ist    c^^ßd.     Es    ist 

aber  q  '    =  q  ,   und  der  Exponent,    zu  dem  q'^"  (mod.  ^'"')  gehört,    gleich 

y  =  ß^-^,  daher  ist  nach  der  Gleichung  (3.)  in  No.  3   der  a.   A. 

Ferner  ist  i^^  der  Exponent,  zu  dem  q""  (niod.  n^J  gehört,  und  der  grösste 
gemeinschaftliche    Theiler    von  ^^»Al.y  und  i'--^'-ß  gleich  dem  von   ^^'^'^-v 

t  p      p     "^    "  V 

und  y-y-y,  gleich  dem  von  ^~'^-y8  und  ^.h^.yd,  gleich  yS.  Bezeichnet 
man  also    den   grössten  gemeinschaftlichen  Theiler  von  (A„,AJ  und  (A,,AJ  mit 
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r   ,  so  hat  man  r  ,  =  yd.     Ferner  ist 

Ol  '  Ol  • 


i;nd 


107 


1 

>-0 

yS 

"   .r 

^ 

y 

y8 

■yd 

yd 

*c„ 


Daher  ist  nach  der  Gleichung  (3.)  in  No.  3  der  a.  A.  [^^^  ,q  j  =  \z^,  ,q  )■  — 
Mithin  ist  entweder  \u^     ,q  ')  =  0,  oder 

(10.)  {^r,  Z")  =  0- 

Es  sei  nunmehr  der  grösste  gemeinschaftliche  Theiler  von  A,  und  r„,  gleich 
^',  so  gehört  q''  {mod.p'"')  zum  Exponenten  ^-  und  wenn  der  grösste  ge- 
meinschaftliche Theiler  von  A,  und  r^^  gleich  y'  ist,  so  gehört  q''"  (mod.^^/) 
zum  Exponenten  -?•  Endlich  sei  der  grösste  gemeinschaftliche  Theiler  von 
-^  und  -^    o-leich^*',    so    ist    die    Gleichung    (10.)    gleichbedeutend    mit    der 

ß'  y'      » 

folgenden: 

Hieraus  folgt  nach  dem  obigen  Lemma,  dass  entweder  \u^  ,q  )  =  (>  oder 
(?<^^'"^°\  ^  *''■»')  =  0,  für  alle  Werthe  von  a.  —  Nun  aber  ist  der  grösste  ge- 
meinschaftliche Theiler  von  A^  und  ?;.  gleich  dem  von  (A„,  Aj  und  A,; 
ferner  der  gi-össte  gemeinschaftliche  Theiler  von  A,  und  >;,  gleich  dem  [no 
von  A3  und  (A„,A,);  daher  ist  der  grösste  gemeinschaftliche  Theiler  von  A^ 
und  (A„,A„  A3)  "gleich  dem  von  A,  und  (A„,A,)A,  gleich  dem  von  |f-^'  und 
i^.if.^',  gleich  dem  von  -^-ß'ö'  und  ^^■-^■ß'S',  gleich  ß'd)  daher 
ist  Cj  =  ß'ö'.     Nun  ist 

Daher  ist  nach  der  Gleichung  (3.)  in  No.  3   der  a.   A. 

Ferner   ist    der   grösste    gemeinschaftliche  Theiler   von  A^  und  (A„,A,,Aj  gleich 

14* 
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dem  von  A,  und  (A„AJ.i^  gleich  dem  von  ^-y    und  i^.j«-./,  gleich  dem 
von  -^^-y'd'  und  i^.  A^./d',  gleich  y'd',  daher  ist  t;  =  y'tf'.     Nun  aber  ist 


y' 


=  7f-y''''     ^-^^^^-y-'     /'"  =  ^    ''=,' 


daher  ist  nach  der  Gleichung  (3.)  in  No.  3   der  a.  A.  (uf'"',  r/'''")  =  [1^°'  „"') 
Damit    also    tt^    verschwinde,   muss   eine    der    folgenden    vier   Gleichungen 
erfüllt  werden 

(12.)  («„,2«o)_o,     («^,/')  =  o,     K,r/^)^0,     iu„q'^)  =  0, 

und    hieraus    ergiebt    sich    unmittelbar   der  am  Schlüsse  der  a.  A.  aufgestellte 
Satz.   — 

In  der  No.  4  der  a.  A.  war  ferner  zu  zeigen,  dass  zwei  formal  ver- 
schiedene Perioden  derselben  Gruppe  nur  dann  gleich  sein  können,  wenn  sie 
verschwinden.  —  Man  kann  sich  beim  Beweise  offenbar  auf  primitive  Pe- 
rioden beschränken  (s.  d.  a.  A.).  Es  seien  tt.  und  tt,.  irgend  zwei  primitive 
Perioden,  und  es  werde  angenommen,  dass 

(13.) 

Nach  der  Gleichung  (7.)  ist  diese  Gleichung  identisch  mit  der  folgenden: 

(14-)  '°£k4\  <i''){uf,  a^^)-{/S,  /»)K'-^",  /»)]  =  0. 

Aus  den  im  Beweise  des  obigen  Lemma  angestellten  Betrachtungen  geht  her- 
.11]  vor,  dass,  wenn  man  («5^/»)  und  «'^", /")  so  reducirt,  dass  nur  niedi-igere 
Potenzen  von  u^  als  die  /'»  \p-\r  übrig  bleiben,  und  die  reducirten  Aus- 
drücke respective  mit  R^  und  8^  bezeichnet,  -für  zwei  verschiedene  Werthe 
von  a  weder  zwei  der  Grössen  R  noch  zwei  der  Grössen  Ä  unter  sich  eine 
gemeinschaftliche  Potenz  von  u^  enthalten.  Hätte  nun  auch  kein  R  mit  einem 
Ä  eine  Potenz  von  ^<„  gemeinschaftlich,  so  erforderte  die  Irreductibilität  der 
Gleichung  der  primitiven  Wurzeln  im  erweiterten  Sinne  (s.  die  0.  a.  Abhand- 
lung von  Kronecker),  dass  die  aus  den  Wurzeln  der  Gleichung  x""  =  i  ge- 
bildeten Perioden  (,.„,  q'")  verschwinden,  wodurch  auch  nach  Gleichung  (7.) 
•n;,  =  0  wud.     Enthielte   aber   eine   der  Grössen  jR   mit   einer   der   Grössen  Ä 
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eine  gemeinschaftliche  Potenz  von  u^,  so  käme  diese  weder  in  einem  anderen 
R  noch  in  einem  anderen  /S  vor,  daher  müssten  in  Folge  der  Irreductibilität 
zwei  mit  z^  gebildete  Perioden  einander  gleich  sein.  Geht  man  von  dieser 
letzteren  Gleichheit  aus  und  verfährt  mit  derselben  wie  mit  der  Gleichung 
(13.),  so  findet  man,  dass  entweder  eine  mit  z^^  gebildete  Periode,  also  auch 
TCj  verschwindet,  oder  dass  zwei  mit  *^,  gebildete  Perioden  einander  gleich 
werden.  Fährt  man  so  fort,  so  ergiebt  sich  schliesslich,  dass  die  Gleichung 
(13.)  nur  bestehen  kann,  wenn  die  primitiven  Perioden  verschwinden. 

Berlin,  im  Februar  1864. 


ANMERKUNG. 


Änderungen  gegen  das  Original. 

Es  wurde  gesetzt: 

S.    75,  Zeile    4  c^  statt  c, 

"i 
„     98,      „       7  u,     statt  M   =", 

„   105,      „     10  G  statt  Ce; 

„   106,      „     12  V.  u.  vor  dem  Worte  »für«  wurde  =  0  eingeschoben, 

„   107,      „       3  V.  u.  wurde  ein  auf  >No.  3«  folgendes  »in«  unterdrückt; 

„     68,      „     13  und  10  v.  u., 

„     80,  Gleichung  (2.), 

„     93,  Zeile  13,  12,  10  v.  u., 

„     94,  Gleichung  (2.)  und  (2a.) 
wurden  die  in  der  »Berichtigung«,  Journal  f.  d.  r.  u.  a.  Mathematik,  Bd.  65,  S.  111,  und  dem  »Druckfehler- 
verzeichnisse«, ebenda  S.  IV,  vorgeschriebenen  Änderungen  angebracht.  Sch. 


V. 


ZUR  THEORIE  DER  LDsEAREN  DIFFERENTIALGLEICHUNGEN 
MIT  VERÄNDERLICHEN  COEFFICIENTEN. 

(Jahresbericht  über  die  städtische  Gewerbeschule  zu  Berlin,  Ostern  1865. 
Berlin,  Buchdrnckerei  von  Gustav  Lange,  1865,) 


Nach  dem  gegenwärtigen  Standpunkte  der  Wissenschaft  stellt  man  sich  [3 
in  der  Theorie  der  Differentialgleichungen  nicht  sowohl  die  Aufgabe,  eine 
gegebene  Differentialgleichung  auf  Quadraturen  zurückzuführen,  als  vielmehr 
die,  den  Verlauf  ihrer  Integrale  für  alle  Punkte  der  Ebene,  d.  h.  für  alle 
Werthe  der  unbeschränkt  Veränderlichen  aus  der  Differentialgleichung  selbst 
abzuleiten.  Die  Analysis  lehrt  eine  Function  determiniren ,  wenn  man  das 
Verhalten  derselben  in  der  Umgebung  derjenigen  Punkte  ermitteln  kann,  für 
welche  sie  unstetig  oder  mehrdeutig  wii-d.  Es  ist  daher  die  wesentliche  Auf- 
gabe bei  der  Integi-ation  einer  gegebenen  Differentialgleichung,  die  Lage  dieser 
Punkte  und  das  Verhalten  der  Integrale  in  deren  Umgebung  festzustellen.  — 
In  diesem  Sinne  haben  Briot  und  Bouquet  im  Journal  de  l'Ecole  Polytech- 
nique,  cah.  36,  die  Differentialgleichungen  der  Form  Fh/,-—)  =  0  behandelt, 
wenn  F\y^  -p)  eine  ganze  Function  von  y  und  -^  bedeutet.  —  In  den  Ab- 
handlungen der  Societät  der  Wissenschaften  zu  Göttingen  vom  Jahre  1857*) 
hat  RiEMANN  die  Differentialgleichung  hergeleitet,  welcher  die  durch  die 
GAUsssche  Reihe  l^(a, /3,  y,  a)  darstellbaren  Functionen  genügen;  und  man 
kann    umgekehrt   die    dortige  Abhandlung   als   eine    solche   ansehen,    wodurch 


1)  Riemonns  Werke,  (H.  Aufl.  1892),  8.  «7.    Seh. 
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die  Integi-ation  jener  Differentialgleichung  geleistet  ist.  —  Im  Folgenden  er- 
laube ich  mir  einige  Ergebnisse  einer  über  lineare  Differentialgleichungen  mit 
veränderlichen  Coefficienten  angestellten  Untersuchung  mitzutheilen ,  zu  welcher 
ich  durch  das  Studium  der  RiEMANNSchen  Abhandlung  veranlasst  wurde.  Es 
ergab  sich  hierbei  ein  für  alle  linearen  Differentialgleichungen  gültiger  Satz 
(So.  3),  der  naturgemäss  ein  Problem  herbeiführt,  welches  in  No.  4  und  No.  5 
behandelt  ist,  ein  Problem,  durch  dessen  Lösung  eine  gewisse  Klasse  linearer 
Diö'erentialgleichungen  abgeschlossen  wird.  Zu  dieser  Klasse  gehört  als  spe- 
cieller  Fall  die  von  Riemann  in  der  ebenerwähnten  Abhandlung  erhaltene 
Differentialgleichung ,  so  dass  die  Eigenschaften  der  durch  die  GAUsssche  Reihe 
darstellbaren  Functionen,  von  denen  Riemann  ausgeht,  auch  von  einem  anderen 
Gesichtspunkte  aus,  als  denselben  characteristische  erkannt  werden  (No.  6).  — 
Es  ist  auch  von  Interesse,  dass  zu  derselben  Klasse  von  Differentialgleichungen 
auch  diejenigen  linearen  Differentialgleichungen  gehören,  denen  nur  algebraische 
Functionen  genügen  (No.  7).  —  Im  Sommer  1863  hielt  Weierstrass  eine 
Vorlesung  über  AßELsche  Functionen,  worin  er  als  Einleitung  die  Fundamente 
der  Theorie  der  linearen  Differentialgleichungen  entwickelte.  Dieser  Vor- 
lesung werde  ich  mich  in  der  Art  der  begrifflichen  Feststellung  der  Integi-ale 
einer  linearen  Differentialgleichung,  wie  sie  in  No.  1  angedeutet  ist,  im 
Wesentlichen  anschliessen.  —  Ich  bemerke  schliesslich,  dass  ich  mich  im 
Folgenden  auf  solche  lineare  Differentialgleichungen  beschränke,  welche  kein 
von  der  abhängigen  Variabein  und   ihren  Ableitungen   freies  Glied  enthalten. 

4]  1. 


Es  sei: 

(1-) 

dx'" 

d"'-'y          d"'-^y 

■  +Pmy 

eine  lineare  Differentialgleichung  m'"  Ordnung,  deren  Coefficienten  /',,  ;^,,  . . .,  />„, 
Functionen  von  x  sind,  die  innerhalb  eines  einfach  zusammenhangenden 
Flächentheils  T  der  a;-Ebene  nur  in  einer  endlichen  Anzahl  von  Punkten  un- 
stetig werden,  im  Übrigen  aber  innerhalb  dieser  Fläche  eindeutig  und  con- 
tinuirlich  sind.  Diejenigen  funkte  innerhalb  2',  für  welche  eine  oder  mehrere 
der  Functionen  p  unstetig  sind,  werden  wir  im  Folgenden,  nach  dem  Vor- 
gange   von    Weierstrass,    singulare    Punkte   nennen.    —    Es   sei   ferner   x^ 
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irgend  ein  Punkt  in  T  und  um  denselben  ein  Kreis  beschrieben,  welcher  sich 
bis  zum  nächsten  singulären  Punkte  erstreckt,  so  bezeichnen  wir  das  durch 
diesen  Kreis  abgegrenzte  Flächengebiet,  ebenfalls  nach  Weierstrass ,  als  die 
Umgebung  des  Punktes  :r^. 

Ist  nun  x^  ein  Punkt,  der  nicht  zu  den  singulären  gehört,  so  giebt  es 
innerhalb  T  eine  in  der  Umgebung  desselben  überall  endliche,  eindeutige  und 
continuirliche  Function  y,  welche  der  Differentialgleichung  (1.)  genügt  und 
so  beschaffen  ist,  dass  y>  ~^t  "^)  •  •  •;  ^i^m-i  für  ^  ^  ^J^,  beliebig  gegebene 
Werthe  annehmen.     Dieses  lässt  sich  folgendermassen  beweisen : 

In  der  Umgebung  von  x^  innerhalb  T  seien  die  Maxima  der  Moduln  der 
Functionen  p^, p^,  ■■■,P„,  resp.  M^,  M,,  ...,  M^^.  Ist  a,  der  dem  Punkte  x^  zu- 
nächst liegende  singulare  Punkt,  und  setzt  man  mod{a^  —  xJ  =  r,  und 


so   ist   bekanntlich   (s.  Briot   et  Bouquet,    Journal   de  l'lj^cole   Polytechnique, 
cah.  36,  pag.  137)  für  jedes  ganzzahlige  o 

-^m-m.'  »-m<m -^m-m. 

wo  wir  mit  (f[xX  den  Werth  einer  Function  f(x)  für  x  =  x^  bezeichnen. 

Die    sämmtlichen    Ableitungen    einer    der   Differentialgleichung   (1.)    ge- 
nügenden Function  y  lassen  sich  auf  die  Form  bringen: 

worin    die  Grössen  21    sich    aus    den  Grössen  p   und  deren  Ableitungen  durch 
die  Operationen  der  Addition  und  Multiplication  zusammensetzen. 
Man  bilde  nunmehr  die  Differentialgleichung 

,„ ,  d"^u  d"'~^ii  d'"~'^u 

(3.)  d^='P'rf^^+^»7te=^  +  -  +  ^«^' 

so    lassen   sich    die    sämmtlichen    Ableitungen   einer   derselben   genügenden    [5 
Function  u  in  der  ähnlichen  Form 

Fachs,  mathem.  Werke.    I.  15 
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darstellen.  Die  Grössen  33  werden  aus  den  entsprechenden  Grössen  21  abge- 
leitet, indem  man  an  die  Stelle  einer  jeden  Function  p  und  ihrer  Ableitungen 
die  entsprechende  Function  cp  und  ihre  entsprechenden  Ableitungen  setzt. 
Hieraus  folgt,  dass 

So,,  (x,)  >  mod  2t„,  {x,) ,    »„,  (x,)  >  mod  %,  (x,) ,     ...,    «„,„  (x,)  >  mod  2(„,„  (x,). 

Wenn  sich  daher  eine  in  der  Umgebung  von  x^  eindeutige ,  continuirHche  und 
endliche  Function  u  bestimmen  lässt,  derart,  dass  sie  der  Differentialgleichung 
(3.)  genügt,  und  dass  für  x  =  x„  die  Grössen  n,  ^,  —-,  ...,  '^_^„,_"  beliebig 
gegebene  positive  Werthe  annehmen,  so  existirt  auch  eine  in  der  Umgebimg 
von  X  eindeutige ,  continuirHche  und  endliche  Function  y  von  der  Beschaffen- 
heit, dass  sie  der  Differentialgleichung  (1.)  genügt,  und  dass 


y, 


fly       cVy  d'"  'y 

dx  '     dx^  '     ■  '  ' '      dx'"''^ 


(5.) 


für  X  =^  X   beliebig  gegebene  "Werthe  annehmen. 

Setzt  man  ^~'^''  =  z,  so  lässt  sich  die  Differentialgleichung  (3.)  auf  die 
Gestalt  bringen; 

(3a.)  {\-£)-^  =  M.r-^-;^  +  Jü.r' -^^-^  +  ■■■  +  M„X'u. 

CO 

Versucht  man  dieser  Differentialgleichung  durch  eine  Reihe  u  =  Sa^o'^" 
zu  genügen,  so  findet  man  für  jeden  ganzzahligen  Werth  von  Ä-  die  Relation: 

(»«  + 1)  {m  +  7^  - 1) . . .  (Ä  +  1) .  &,„+,  =  («e  +  Ä  - 1)  {m  +  A-  -  2) . . .  (A-  + 1)  \l  +  M,  r] .  &,„+i_, 
+  Jll,  r" .  (m  +  h-2)  {m  +  k-S) ...  (Jc  +  1).  h„,+,,_,  +  •■■  +  M,„  r'"  \. 

Nimmt  man  b^,  b  ,  ...,7*,,^_,  positiv  an,  so  sind  daher  alle  Grössen  b  po- 
sitiv, imd  es  ist  b  ^,  ^  ^+M,r   ,  ,     ^,^   ■    ^^^^  positive  Grösse  ist. 

Man  kann  annehmen,  dass  Mj>m.  Denn  wenn  dieses  nicht  stattfindet, 
so  bleiben  alle  vorhergehenden  Schlüsse  a  potiori  gültig,  wenn  man  M^  so 
gross  annimmt,  dass  dieser  Bedingung  Genüge  geschieht. 

Daher  ist  &„,^j>fc„^j_,  für  jedes  ganzzahlige  Z;,  d.  h.  die  Grössen  b  wachsen 
mit  ihrem  Index,  und  deswegen  ist  -f-   nicht  unendlich,   wenn  »•<:ä,   für  alle 
Werthe  von  r  und  s. 
6]       Dividirt  man  die  Gleichung  (5.)  durch 

(;«  +  A)(»j  +  Z,--l)...(Z-  +  l).&„.+i_,, 
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SO  erhält  man 


m  +  4-l 

Hieraus  folgt 


lim  .^'"+*     =  1    für   7v  = 


mithin  ist 

lim  ,    "'+'^'   ,„..  1   =  z    für   /v  =  oo, 

d.  h.  die  Reihe  u  =  Sa^a'^"  ^®*  convergent,  so  lange  der  Modul  von  s  kleiner 
ist  als  1;  oder  die  Differentialgleichung  (3.)  hat  innerhalb  T  ein  in  der 
Umgebung  von  x^  gültiges  Integi-al  der  Form  S.&al^'-«;)",  derart  dass 
h,  b,  K,  ...,  ?>,„..  oder  auch«,  (f  )^,  (^\^,  ...,  (£;^)\eliebige  positive  Werthe 
erhalten  können.   — 

Hiermit  ist  die  Existenz  einer  Function  y  von  der  oben  angegebenen 
Beschaffenheit  erwiesen.   — 

Umgiebt  man  jeden  der  singulären  Punkte  mit  einem  beliebig  kleinen 
endlichen  Kreise,  so  ist  der  übrig  bleibende  Theil  der  Fläche  T,  der  T 
heissen  möge,  eine  mehrfach  zusammenhangende  Fläche.  Ziehen  wir  von 
jedem  Kreise  aus  eine  sich  selbst  und  die  übrigen  nicht  schneidende  Linie, 
z.  B.  eine  gerade  Linie,  bis  zur  Begrenzung  von  T,  so  wird  die  Fläche  T 
durch  diese  Querschnitte  in  eine  einfach  zusammenhangende  T"  zerlegt.  Inner- 
halb dieser  Fläche  lässt  sich  die  eben  definirte  Function  y  nur  auf  eine  Weise 
fortsetzen,  so  dass  man  eine  innerhalb  der  Fläche  T"  eindeutige,  continuir- 
liche  und  endliche  Function  y  erhält,  welche  der  Differentialgleichung  (l.) 
genügt  und  so  beschaffen  ist,  dass  für  einen  Punkt  x^  dieser  Fläche 

^'     dx'     dx"     '"'     dx'"-' 

beliebig  gegebene  Werthe  annehmen. 

Geht  man  in  T  von  x^  aus  und  kehrt  nach  einer  oder  mehrmaliger 
Überschreitung  eines  oder  mehrerer  Querschnitte  nach  x^  zurück,  so  erhalten 
y  und  dessen  Ableitungen  im  Allgemeinen  von  den  ursprünglichen  verschiedene 
Werthe.    Mit  diesen  als  Anfangswerthen  ist  innerhalb  T"  eine  im  Allgemeinen 

15* 
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von  y  verschiedene  Function  bestimmt.  Auf  diese  Weise  erlangt  man  im  All- 
gemeinen unendlich  viele  solcher  Functionen.  Denkt  man  sich  die  Fläche 
T'  von  unendlich  vielen  Blättern  bedeckt,  alle  mit  denselben  Querschnitten, 
und  jedem  dieser  Blätter  eine  solche  Function  (einen  Zweig)  zuertheilt,  so 
hangen  diese  Blätter  längs  der  Querschnitte  so  zusammen,  dass  wenn  x  in 
der  Fläche  T'  einen  Querschnitt  überschreitet,  sich  ein  Zweig  continuirlich 
in  einen  anderen  der  unendlich  vielen  Zweige  fortsetzt,  da  die  Werthe  der 
Functionen  in  T"  zu  beiden  Seiten  eines  Querschnitts  im  Allgemeinen  von 
einander  verschieden  sind. 

Hiermit  ist  der  Verlauf  eines  Integrals  der  Differentialgleichung  (1.)  inner- 
7]   halb   T'   vollständig   bestimmt,    wenn    in    einem   Punkte    dieser   Fläche   für 
beliebig  gegebene  Anfangswerthe  festgesetzt  sind. 


^'  da 


d«-'2/ 


■'   dx'' 


2. 

Wenn  man  im  Punkte  x^  für  V-,  -^i  -j^i  •  ••,  ,  .,„_^  tn  verschiedene  Werth- 
systeme  festsetzt,  so  erhält  man  m  particuläre  Integi'ale  y^i  y^i  ■■•■i  y^-  Wir 
wählen,  was  offenbar  immer  möglich  ist,  diese  Werthsysteme  so,  dass  die 
Determinante : 


y. 


B  = 


d^'-'y^ 
dx"'~^ 

d"'-'y, 

dx'^-' 

d"""y, 
dx'"-' 

ä"'-'y., 

f^"'""»/«. 

dx'"-' 


dx" 


Vr. 


für  a?  =  iJJo  nicht  verschwindet.  Alsdann  kann  jedes  Integral  7],  welches  da- 
durch bestimmt  ist,  dass  if],  ■^,  -^1  ■••,  -,i^^  für  a;  =  a;„  resp.  die  beliebig 
gegebenen  Anfangswerthe  ''io' 1I' '^ö' •  ••>  ^7'""  annehmen,  als  lineare  homogene 
Function  von  y^,  y^-,  ■■■■,  y^^  mit  constanten  Coefticienten  dargestellt  werden, 
also 

(1-)  ^i  =  Ci2/i  +  Csy2  +  ---  +  c,„y„., 

wo  Cj,  Cj,,  ...,  c,,  Constanten  sind. 

Denn    unter    der    gemachten   Voraussetzung    liefert    das   System    linearer 
Gleichungen : 
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^0  =  C,(»/J„        +         C,(f/,X        +•••+        C™(»/,Jo, 

für  Cj,  Cjj,  .. .,  c^j  endliche  und  bestimmte  Werthe;  und  wenn  die  Function  y] 
nebst  ihren  m  —  l   ersten  Ableitungen  mit  der  Function 

c.  2/1  +  ^2  2/2  +  •  •  •  +  c„,  2/„, 

und  deren  entsprechenden  Ableitungen  für  x  =  x^  übereinstimmt,  so  findet  nach 
der  vorigen  Nummer  diese  Übereinstimmung  für  alle  Werthe  von  x  statt. 

Ein  solches  System  von  Functionen  y^,  i/^,  .. .,  ?/^  ,  für  welches  die  De- 
terminante D  in  einem  innerhalb  T'  liegenden  Punkte  nicht  verschwindet, 
durch  welches  sich  also  alle  particulären  Integrale  in  der  Form  der  Gleichung  [s 
(1.)  ausdrücken  lassen,  werde  ich  im  Folgenden  ein  Fundamentalsystem, 
und  «/,,  2/2' •••>  2/m  dessen  Elemente  nennen. 

Jeder  Zweig  einer  Function  ^J  kann  als  ein  particuläres  Integral  innerhalb 
T"  mit  bestimmten  Anfangswerthen  angesehen  werden,  und  lässt  sich  daher 
als  lineare  homogene  Function  von  y^^y^,  ■■■■,y,„  niit  constanten  Coefficienten 
darstellen. 

Hieraus  ergiebt  sich  der  Satz: 

Zwischen  je  ?w  +  J  Zweigen  derselben  Function  y  findet  eine 
lineare  homogene  Gleichung  mit   constanten  Coefficienten  statt. 

Denn  es  seien  y,  ^',  «Z?  •  •  •>  2/ "'  »*  +  l  solche  Zweige,  so  hat  man  folgende 
m  + 1   lineare  Gleichungen : 

y    =  CxVi  +  c^y-z  +•••+  c^Vm, 

y'     =    <yi  +  <2/2  +•••+  Cy,^, 


^"»>  =  er?/.  +  C'y,  +  •  •  •  +  C'y™ , 

wo  die  Grössen  c  sämmtlich  bestimmte  Constanten  sind.  Eliminirt  man  aus 
denselben  die  Grössen  y^,  y^,  ■  ■  ■,  y^,  so  erhält  man  als  Eliminationsresultante 
eine  lineare  homogene  Gleichung  zwischen  y,y\  ...,  2/'""  mit  constanten  Coeffi- 
cienten. 
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Um  einzusehen,  dass  bei  der  Bestimmung  einer  Function,  welche  der 
Differentialgleichung  (l.)  der  vorigen  Nummer  genügt,  der  Ausgangspunkt  a;, 
gleichgültig  sei,  muss  noch  gezeigt  werden,  dass 

die    Determinante    D    eines    Fundamentalsystems    für    die 
ganze  Fläche    T'  endlich  und  von  Null  verschieden  ist. 
Aus  den  m  Gleichungen: 


(2.) 


dx'"  '   dx     '■  dx'"- 


folgt: 


wo  D    aus  D  erhalten  wird,  wenn  man    ^^„,_,      ^^^„.l.  ,  •••,    ^„r;    resp.  durch 
^^   iü^, ...,  .^!1|;ü  ersetzt.    Bekanntlich  ist  -D'  die  Ableitung  von  D,  daher  ist 


da'"  '    diC™  '       '    dx 

d  loÄ  D 


=  1\ 


dx 
oder 

(3.)  B  =  C^/P^"^, 

wo  C  eine  Constante  bedeutet,  die  durch  die  Anfangswerthe  von  ^,,  ?/,,  .•■■,y^ 
9]  und  ihren  Ableitungen  für  x  —  x^  bestimmt  und  der  Voraussetzung  gemäss 
von  Null  verschieden  ist.  Da  Jp^  dx  nur  für  einen  singulären  Punkt  unendlich 
werden  kann,  so  folgt,  dass  e  '^  und  folglich  auch  D  innerhalb  T  überall 
endlich  und  von  Null  verschieden  ist. 

Hieraus  folgt  auch,  dass  wenn  die  Functionen  ^,,^2,...,^,,,  ein  Funda- 
mentalsystem bilden,  sie  noch  ein  solches  System  ausmachen,  wenn  man  jede 
derselben  auf  demselben  Wege  um  singulare  Punkte  herum  bis  zu  dem  Punkte 
.r„  zurück  fortgesetzt  hat. 

Die  gegebene  Definition  eines  Fundamentalsystems  kann  auch  diu-ch  die 
folgende  ersetzt  werden: 

Ein  System   von  Integralen   ''],,  ^j,  •  •  •,  ^„,   bildet   ein   Fundamentalsystem, 
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wenn  eine  Gleichung  der  Form 

^■l  ^/l    +  «'z  ^/2  +   •  •  •   +   C«,  ^»     =     0 

für   keine    endlichen   bestimmten    Werthe    der   Constanten   c^,  c^,  ...,  c^,    Statt 
haben  kann. 

Denn   es   sei  Vi-,  y^,  ■  --t  y,„  irgend   ein  Fundamentalsystem   (im  Sinne   der 
ersten  Definition),  so  darf  man  setzen: 

^ia     =     A.  Vi  +    /22  2/2  +  •  •  ■  +    f^m  y,n  , 


ri.,  =  Ln  2/1  +  /;,2  2/2  +  •  •  •  +  /■»»  2/.. . 

wo  die  Grössen  f  Constanten  sind.   —  Die  Determinante 

/;.  fu  •••  /;« 


/  ml       /  «12        •   •   •        /  mm 

darf  nicht  verschwinden,  da  sonst  zwischen  fli,  \i  ■  ■  ■,  f],,,  eine  lineare  homo- 
gene Gleichung  mit  constanten  Coefficienten  Statt  finden  müsste.  Daher  lassen 
sich  «/,,  «/j,  ...,  2/,„  und  folglich  alle  particulären  Integrale  der  linearen  Diffe- 
rentialgleichung als  lineare  homogene  Functionen  der  Grössen  \,  \,  •••>'')„  i^it 
constanten  Coefficienten  darstellen.   Dieses  erfordert  aber,  dass  die  Determinante 


rr- 

^. 

ä'"- 

't. 

fte' 

dx' 

-s 

d"- 

'r,. 

d'"- 

'^0 

dx" 

dx' 

-2 

d'"- 

r,„ 

d'"- 

'r,„, 

da;'"  '        dx" 

innerhalb  T'  überall  endlich  und  von  Null  verschieden  ist.    Hierdurch  ist  die 
Übereinstimmung  der  beiden  Definitionen  erwiesen. 

Bekanntlich  kann  man  folgendermassen  verfahren,  um  m  particuläre  Inte- 
grale der  Differentialgleichung 


(4.) 


d   y  d'"  '«   .       d" 

dx""         ■^'  dx"'  '        ^  dx^' 


+  -'-+Pmy, 
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lo]  ZU  erhalten.  Es  sei  ?/,  ein  particuläres  Integral  derselben,  welches  nicht 
identisch  verschwindet,  und  man  setze 

so  genügt  z  einer  linearen  Differentialgleichung  m  — l'"  Ordnung 

Es   sei   ^,    ein   particuläres   Integral   dieser  Differentialgleichung,   welches 
nicht  identisch  verschwindet,  so  ist 

ein  zweites  particuläres  Integral  der  Differentialgleichung  (4.).     Man  setze 

2  :^  0^  judx, 
so  genügt  u  einer  linearen  Differentialgleichung  »i— 2*"  Ordnung 

.„ .  rf"'"^«t  fZ""'«  d'"^~^u 

Ist  11^  ein  particuläres  Integral  dieser  Differentialgleichung,  welches  nicht 
identisch  verschwindet,  so  ist 

z^  ^  z^j  «<i  dx 

ein  zweites  particuläres  Integral  der  Differentialgleichung  (5.)  und 

2/3  =  y^fdxs^fn^dx 

ein  drittes  particuläres  Integral  der  Differentialgleichung  (4.).  Fährt  man  so 
fort,  so  gelangt  man  schliesslich  zu  einer  linearen  Differentialgleichung  erster 
Ordnung: 

(7.)  -^  =  tw, 

und  man  erhält  auf  diese  Weise  m  particuläre  Integi-ale  der  Differential- 
gleichung (4.). 

Wir  behaupten  nun, 

dass    die   so    erhaltenen   particulären   Integrale    ein  Funda- 
mentalsystem bilden. 
Ohne  der  Allgemeinheit  zu  schaden,    nehmen  wir  m  ==  3  an.      In  diesem 
Falle  ist  die  Differentialgleichung  (6.)  erster  Ordnung.     Bildeten  nun  y^,  ?/,,  y^ 
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kein  Fundamentalsystem,  so  hätte  man  eine  Gleichung: 

(8.)  Cj  «/j  +  c,  ^,y^i  dx  +  c^  Vifäx  z^  fw^  dx  =  0, 

wo  C|,  c^,  Cj  Constanten  sind.  Da  t/,  nicht  identisch  verschwindet,  so  darf  man 
diese  Gleichung  durch  «/,  dividiren;    differentiirt   man  alsdann,   so    erhält  man 

Cj  ^,  +  Cj  z^  fu^  dx  =  0. 

Da  3^  nicht  identisch  verschwindet,  so  darf  man  wieder  durch  z^  dividiren, 
und  erhält  alsdann  durch  Differentiation 

c^u^  =  0. 

Da  nun  u^  nicht  identisch  verschwindet,  so  hätte  man  c^  =  0.  Es  müsste 
alsdann 

c,y^  +  c,tjjz^dx  =  0 

sein.  Hieraus  würde  auf  ähnliche  Weise  folgen  c^z^  =  0,  und  daher  c^  =  0,  [n 
und  folglich  auch  c^  =  0. 

Es  ergiebt  sich  also,  dass  die  Gleichung  (8.)  nicht  bestehen  kann,  und 
dass  daher  die  auf  die  angegebene  Weise  ermittelten  Integrale  ein  Fundamental- 
system bilden. 

3. 

Nach  der  No.  1  kommt  die  Aufgabe  der  Integration  einer  linearen  Diffe- 
rentialgleichung auf  die  Untersuchung  der  Frage  hinaus,  was  aus  einer  durch 
die  Anfangswerthe  in  einem  Punkte  x^  bestimmten  Function  wird,  wenn  man 
sie  innerhalb  T'  um  einen  singulären  Punkt  herum  bis  zum  Punkte  x^  zurück 
fortsetzt.     In  dieser  Beziehung  stellen  wir  folgenden  Satz  auf: 

Es  sei 

eine  lineare  Differentialgleichung  m^"'  Ordnung,  wo  über  die 
Coefficienten  jo  dieselben  Voraussetzungen  gemacht  werden,  wie 
am  Anfange  der  No.  1,  und  a^  irgend  einer  der  singulären  Punkte, 
so  giebt  es  stets  ein  Fundamentalsystem,  wovon  wenigstens  ein 
Element  mit  einer  Potenz  von  x  —  a^  multiplicirt  in  der  Umgebung 
von  a,  eindeutig  wird. 

Fuchs,  mathem.  Werke.    I.  16 
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Es  sei  «/,,  2/j)  •  •  •)  y,„  ßi'^  Fundamentalsystem  der  Differentialgleichung  (1.), 
und  es  mögen  nach  einem  Umlaufe  um  den  singulären  Punkt  a^  die  Functionen 
Voil^T  ■■■■>  Vm  J^ßsp.  übergehen  in  y[i  y[-,  ■  ■  ■  ■,  y'^^-,  so  hat  man  nach  der  vorigen 
Nummer  ein  System  von  Gleichungen: 


'■) 


Ih     =     «II  2/,   +   «12  ^2  +  •  •  •  +    «im  Vv. 

y'i  =  «21  ;'A  +  «22  2/2  +  •  •  •  +  «2»  ym 


^        y'm    =    «ml  y,  +  «,«2  2/2  +  •  •  ■  +  «m;«  2/»  . 

WO  die  Grössen  «^^  Constanten  sind. 

Es    sei    u^,  u^,  . . .,  u^^^   ein    anderes    Fundamentalsystem,    welches    mit    dem 
Fundamentalsystem  y^,  y„,  ■  ■  ■,  y.^  durch  folgende  Gleichungen  zusammenhängt: 
/    «1  =  Ci,  :'/i  +  <\^  2/,  +  ■  •  •  +  c„„  2/™ , 

)  »2      =      ^21  //l    +    <'22  ,'/2    +   •  •  •   +    C-Z,»  Um, 


(3.) 


•        "™    =    C«a  Vi  +  '^■«.2  ?/2  + 1-  ^«m  //m  ) 

so  müssen  die  Constanten  c     so  beschaffen  sein,  dass  die  Determinante  A  der 
Substitution 

(^) 

nicht    verschwindet,    da    auch    die   Functionen  yi,  y^,  ■  ■  ■,  y^   lineare    homogene 
Functionen  der  Grössen  u^,  u^,  . . .,  u^  mit  constanten  Coefficienten  sind. 

Durch  einen  Umlauf  um  den  singulären  Punkt  a^  mögen  die  Functionen 
12]  u^^  u^,  . . .,  u^^  resp.  übergehen  in  u[^  11'^,  .. .,  u^,  so  müssen  die  letzteren 
Grössen  nach  der  vorigen  Nummer  lineare  homogene  Functionen  mit  con- 
stanten Coefficienten  von  den  ersteren  sein.  Man  findet  diese  Coefficienten, 
wenn  man  die  Substitution  (S)  mit  der  Substitution 


(V)  - 


und  die  resultirende  Substitution  mit  der  Substitution  (S)  ',  worunter  wir  die 
inverse  Substitution  von  (S)  verstehen,  zusammensetzt.     Es  werde  die  nunmehr 
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resultirende  Substitution  folgendermassen  bezeichnet: 
/     A,,      A.,„      A,,      .  .  .     A.,„, 


■^ml        -^mt       -^1B3        •   •   •        -^mm 

so  wollen  wir  beweisen,  dass  man  den  Gleichungen 

(4.)  Ä,,  =  0,     ^,3  =  0,     ...,     A„„  =  0 

durch  solche  Werthe  der  Grössen  c^^  genügen  kann,  für  welche  die  Determi- 
nante A  und  die  Grösse  A^^  von  Null  verschieden  sind. 

Es    sei    die    aus  der  Substitution  (S)  und  der  Substitution  (A)  zusammen- 
gesetzte Substitution: 


B, 


Al 

-Bu 

^., 

B,^ 

-^2. 

^.3 

-^23 

^.„. 

^3. 

^3, 

^33 

-San. 

S„, 

B„,, 

-B.3 

B^r, 

,     = 

r,.,  «,5 

+  Cn  «2s 

+  • 

■  +  c™ 

Femer  ist 


(sy 


Hieraus  ergiebt  sich 


1     dl 


1     öA 
1     öA 


J__öA_ 
J_    dA 

A  äz: 


1     öA 
A   dc,„ 


öA 


1    aA 
A   dc,„ 


^•=  =  äP"ö. 


+  ^. 


^"  =  iK#-  +  ^' 


_öA_ 
_öA_ 


_ÖA_ 

aA 

ÖC„„ 


.  1  ( _     öA       „     aA  -^ 

AI"  öc„,  öc„, 

.  1  (  ^     aA       _     öA  „ 


aA 
aA 

öc,„. 


['3 


16* 
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oder  auch 
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A,,  — 


Cj,  C,2  •   •  •  C,„, 

Sn  Bn  ■■■  B, 

^31  ^32  •  •  ■  ^am 

^iin  ^vii  •  •  •  ^mi 

^11  ^la  •  •  •  ^m 

c,,  c,,  .  .  .  c„„ 

•^1.  -^12  •    •    •  ^l 

c»  c,,  ...  c,„ 

c„„  c„,  ...  <;„, 
etc. 

C„  C.2  •  ■  •  Cm 

C.„^  C,,  ...  Cjm 

C„,_,,  C„j_j2  .  .  .  c,„_ 

-Bu  ^.2  •••  -B. 

2?„  B,,  ...  B, 

c.  c.,„  .  .  .  c„„ 


C„,2  .    .     .         C„.. 

Die  Determinante  d  der  Substitution  (A)  ist  von  Null  verschieden,  da 
nach  der  vorigen  Nummer  die  Grössen  y[,  y[,  •  •  ■,  Um  ebenfalls  ein  Fundamental- 
system bilden.   —  Man  setze  nun 

■^U     =    «^U  "ll    +'^12  «21   +'"  +  C,m«7nl     =    w.c„, 

-ß.2    =  c„a,2  H-fn«»«  +  •  •  ■  +  c,„,  «„,2   =  ««-c,,, 


•J^lm    =    ''ll  "im  +  Ci2  «2,„  H h  P„„  «,„„    =   «« .  C„ 

wo  w  durch  die  folgende  Gleichung  bestimmt  ist: 


•) 


«11  -  ^^  «21 

«12  «22  -  '" 


=     0. 
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Die  Gleichung  (6.)  liefert  immer  einen  endlichen  von  Null  verschiedenen  [14 
Werth  für  iv,  weil  der  Coefficient  der  höchsten  Potenz  w"'  die  Einheit  ist, 
und  weil  das  von  tv  unabhängige  Glied  gleich  d  ist. 

Ist  w  gemäss  der  Gleichung  (6.)  bestimmt,  so  kann  man  bekanntlich  den 
Gleichungen  (5.)  durch  Werthe  von  c^,  c^^,  ...,  c^^  genügen,  die  nicht  alle  ver- 
schwinden. Durch  solche  Werthe  dieser  Grössen  verschwinden  aber  die  De- 
terminanten J.JJ,  ^jg,  . . .,  ^j^^  identisch,  weil  in  ihnen  zwei  Reihen  sich  nur 
durch  einen  constanten  Factor  unterscheiden,  während  die  Determinante  A^^ 
dadurch  in  w  übergeht.  Da  aber  die  Grössen  c.  ,  c.„ ,  . . . ,  c  nicht  alle  Null 
sind,  und  da  bei  deren  Bestimmung  die  Grössen  c^^,  in  denen  r  >  1  ist,  will- 
kürlich geblieben  sind,  so  folgt,  dass  man  über  die  letzteren  so  verfügen  kann, 
dass  A  nicht  verschwindet.  Weil  ferner  w  von  Null  verschieden  ist,  hat  A^^ 
einen  bestimmten,  von  Null  verschiedenen  Werth. 

Setzt  man 

An  =  e 

so  hat  k  einen  endlichen  bestimmten  Werth,  und  von  dem  Fundamentalsystem 
u^,  u^,  ■■■iU^  hat  das  erste  Element  die  Eigenschaft,  mit  (*  — aj"*  multiplicirt 
nach  einem  Umlaufe  um  den  Punkt  a,  den  ursprünglichen  Werth  wieder  an- 
zunehmen. 

4. 

Wir  nehmen  jetzt  an,  dass  in  der  Differentialgleichung 

(1.)  -d^-i'^K^^i'^-ä^^-^p-y 

die  Coefficienten  p^, p^,  ■  ••,  p^  in  der  ganzen  unendlichen  Ebene  eindeutige 
Functionen  von  x  seien,  die  nur  für  eine  endliche  Anzahl  von  Punkten 
a^,a^,...,a  unstetig  werden.  Ausserdem  muss  jetzt  im  Allgemeinen  der 
Punkt  00  als  singulärer  Punkt  aufgefasst  werden. 

Die  Querschnitte,  wodurch  die  Fläche  T'  in  eine  einfach  zusammen- 
hängende T"  zerlegt  wird,  sind  jetzt  Linien,  welche  von  den  um  die  Punkte 
«j,  «j,  ...,  a^  beschriebenen  beliebig  kleinen  aber  endlichen  Kreisen  ausgehend, 
sich  selbst  und  die  übrigen  niemals  schneidend  ins  Unendliche  verlaufen. 
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Nach  dem  in  der  vorigen  Nummer  gegebenen  Satze  lässt  sich  in  Bezug 
auf  jeden  singulären  Punkt  a,.  ein  Fundamentalsystem  bilden,  wovon  ein  Ele- 
ment mit  einer  Potenz  von  x  —  a^  multiplicirt  in  der  Umgebung  von  a.  ein- 
deutig wird.  Im  Allgemeinen  haben  dann  die  übrigen  Elemente  des  Funda- 
mentalsystems diese  Eigenschaft  nicht.  Wir  stellen  uns  daher  die  Aufgabe, 
die  Bedingungen  dafür  aufzusuchen,  dass  die  sämmtlichen  Elemente  eines 
Fundamentalsystems  in  Bezug  auf  jeden  singulären  Punkt  diese  Eigenschaft 
haben  (den  Punkt  oo  mit  eingerechnet).  Wir  fügen  aber  ausserdem  noch  die 
Bedingung  hinzu,  dass  diese  Elemente  in  jedem  singulären  Punkte  nur  von 
einer  endlichen  Ordnung  unendlich  werden. 

Ein  Fundamentalsystem,  welches  in  Bezug  auf  den  singulären  Punkt  a. 
diese  Eigenschaft  hat,  nennen  wir  das  zu  diesem  Punkte  gehörige  Funda- 
mentalsystem. 

Wir  stellen  uns  also  folgende  Aufgabe: 

Man  soll  die  Beschaffenheit  der  Co ef fielen ten /»j,  jo^,,  ..  .,2>^  der 
Differentialgleichung  (1.)  ermitteln,  in  dem  Falle,  dass  zu  jedem 
15]  singulären  Punkte  a.  ein  Fundamentalsystem  gehört,  dessen 
sämmtliche  Elemente  jedes  mit  einer  bestimmten  Potenz  von 
x  —  a^  multiplicirt  in  der  Umgebung  von  a.  eindeutig  und  endlich 
werden,  dass  ausserdem  zum  Punkte  00  ein  Fundamentalsystem 
gehört,  dessen  sämmtliche  Elemente  jedes  mit  einer  Potenz  von 
X  multiplicirt  in  der  Umgebung  des  Unendlichkeitspunktes,  d.  h. 
ausserhalb  einer  die  singulären  Punkte  a^,  a^,  . . .,  a  umschliessen- 
den  Curve  eindeutig  und  endlich  werden. 

I.  Wir  setzen  für  cxd  das  Zeichen  «  und  bezeichnen  ein  Fundamental- 
system, welches  zum  singulären  Punkte  a.  gehört,  mit  «/,' ,  2/2' ,  •• -j  2/,«' •  ^^ 
die  Grössen  '>/i\  y^\  ■  ■  ■ ,  y^^ ,  für  jeden  Werth  von  i  aus  der  Zahlenreihe 
1,  2,  ...,  p  +  1,  ein  Fundamentalsystem  constituiren,  so  darf  man  setzen: 

(2.) 

wo  die  Grössen  h  Constanten  bedeuten. 


y? 

-=  &1? 

yf 

+  ^^ 

y^' 

+  ■■ 

•■  + 

^l 

y'^, 

vT 

=  1/:^ 

yf 

+^':: 

yV 

+  ■ 

••  + 

J^i 

^^, 
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Wir  wollen  die  Substitution 


i      0„       0,2       ...      6,„, 

1     6"'     b''>              J"' 
/     "21      ''22      •  •  ■     "2»! 

1 

!  i^i  i«  ...  e 

mit 

(J5).  bezeichnen, 

und  für  i  =  l,  2,  . . .,  q 

2/«  =  (a;-«/^cp« 

für 

i  =  Q+  \    aber 

/  1  \''!?+l.l> 

setzen,  wo  cp'j^  in  der  Umgebung  von  a.  eindeutig,  endlich  und  continuirlich  ist. 
Nach    einem    Umlaufe    um    den    Punkt   a,    gehen    daher    die    Functionen 
y,",  2/1",  ...>£'  resp.  über  in 

e    '  .?/,  ,    ^  .?/2  ,     •••.    ^  -yl'. 

Um  zu  finden,  worin  jene  Functionen  übergehen,  wenn  man  einen  Umlauf 
um  den  Punkt  a.  macht,  wo  i  von  1  verschieden  ist,  muss  man  auf  dieselben 
zuerst  die  Substitution  (B).  anwenden,  alsdann  die  Substitution 

0  .^ns.v^      ___      Q 


\      0  0  0  ...     .^r.^.v/^ 

und  endlich  die  inverse  Substitution  von  (B).,   die  wir  wieder  auf  die  üb-  [i6 
liehe  Weise  mit  (-B)"'  bezeichnen  wollen. 

Durchläuft  x  in  directer  Richtung  die  Begrenzung  einer  Fläche,  welche 
die  sämmtlichen  singulären  Punkte  enthält^  darauf  dieselbe  Curve  in  entgegen- 
gesetzter Richtung,  so  erhält  die  Function  offenbar  ihren  ursprünglichen  Werth 
wieder.  Der  letztere  Weg  ist  aber  einem  Umlaufe  um  den  Punkt  oo  gleich  zu 
achten,  während  der  erstere  durch  die  successiven  Umläufe  um  die  einzelnen 
singulären  Punkte  ersetzt  werden  kann.     Man  kann  sich  demnach,  wenn  man 
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den  Punkt  oo  mit  zu  den  singulären  Punkten  rechnet,  auch  so  ausdrücken: 
die  Function  nimmt  zuletzt  ihren  früheren  Werth  an,  wenn  man  successive 
alle  singulären  Punkte  umkreist. 

Bezeichnen  wir  eine  Suhstitution  (&'),  die  durch  Zusammensetzung  mehrerer 
anderer  (Ic),  (l),  ...  entstanden  ist,  symbolisch  mit 

iS)  =  {k)il)..., 

so  werden  die  Werthe,  welche  die  Functionen  y'",  y['\  ...,  y'"  nach  successiver 
Umkreisung  sämmtlicher  singulärer  Punkte  erhalten,  gefunden,  wenn  man  auf 
dieselben  die  Substitution 

{li\  {B\  {BX  (iJ)7'  (Bl  {E\ (I?)-' . . .  {B\,^, (iJ)„^,  {B)-l, 

anwendet.  —  Weil  nun  durch  diese  Substitution  die  Functionen  y'",  ?/*",  ...,  2/',!' 
jede  in  sich  selbst  verwandelt  werden,  so  muss  sie  mit  der  folgenden  über- 
einstimmen : 

1     0     0     ...     0 

0     1     0     ...     0 
<;'     0     0     1     .  .  .     0 


0     0     0 


Da  aber  die  Determinante  aus  den  Elementen  einer  Substitution  (S),  die 
aus  den  Substitutionen  (A-),  (/),  ...  zusammengesetzt  ist,  gleich  ist  dem  Producte 
der  Determinanten  aus  den  Elementen  von  {k),  von  (l)  etc.,  so  muss 

Det.  (R), .  Det.  {B\  Det.  (E),  Det.  (B);' .  Det.  (B),  Det.  {R\  Bei.  {B)'' . . . 


sein. 

Nun  ist 

und 


Det.(J5),.Det.(i?)-'  =  1 


Det.(E),  =  e 
folglich  ist 

(3.)  2ji  Sa  ^ia  =  einer  ganzen  Zahl. 

1      1 

Diese  ganze  Zahl  wollen  wir  mit  k  bezeichnen. 
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Nennt  man  r.  den  Exponenten,  zu  dem  y'J  gehört,  so  kann  man 
dieses  Resultat  so  aussprechen: 

Die  Summe  der  Exponenten,  zu  welchen  die  Elemente  der 
sämmtlichen  p  +  1  Fundamentalsysteme  gehören,  ist  eine  ganze 
Zahl. 

II.  Wir  stellen  uns  jetzt  vor,  was  den  gemachten  Voraussetzungen  ge-  [17 
mäss  erlaubt  ist,  dass  die  Exponenten,  zu  denen  die  einzelnen  Elemente  irgend 
eines  Fundamentalsystems  gehören,  so  angenommen  sind,  dass  die  Grössen 
cpli'^  im  Punkte  a  auch  nicht  mehr  Null  werden.  Alsdann  kann  man  annehmen, 
dass  die  zu  ein  und  demselben  Fundamentalsysteme  gehörigen 
Exponenten  alle  von  einander  verschieden  sind. 

Man  vertheile  nämlich  die  Elemente  eines  zum  Punkte  a^  {i  =  1,2,  ...,(>) 
gehörigen  Fundamentalsystems  «/i' ,  2/»' >  •••>  2/»',  >  '^velchen  resp.  die  Exponenten 
''ti'  ''.1)  •••)  'm  zuertheilt  sind,  in  Gruppen,  derart,  dass  in  jeder  Gruppe  solche 
Elemente  enthalten  sind,  deren  Exponenten  sich  nur  um  ganze  Zahlen  von 
einander  unterscheiden  oder  gleich  sind,  die  Exponenten  der  Elemente  der 
verschiedenen  Gruppen  aber  weder  gleich  noch  um  ganze  Zahlen  von  einander 
verschieden  sind.  —  Es  mögen  y'l\y^l\  ■■•■>y'n  ^^'^^  solche  Gruppe  von  n  Ele- 
menten bilden.  Der  in  algebraischem  Sinne  kleinste  Exjjonent  in  dieser 
Grujjpe  (wenn  sie  complex  sind,  derjenige,  dessen  reeller  Theil  in  algebraischem 
Sinne  der  kleinste  ist),  sei  r.p  und  man  setze  in  der  Differentialgleichung  (1.) 
y  =  (a;  — a.)'".2f,  so  muss  die  Differentialgleichung  in  u  ein  Integral  der  Form 

haben,  worin  c^,  c^,  ...,  c„  Constanten  und  f^,f^,...^f^^  in  der  Umgebung  von 
a.  eindeutige,  continuirliche  und  endliche  Functionen  sind,  derart  dass 

wo  Je  ,  k  ,  . ..,  k^  von  einander  verschiedene  positive  ganze  Zahlen  sind,  und 
4^,)  4'2)  --M  ^„  für  X  =  a.  nicht  mehr  verschwinden.  Dieses  ergiebt  sich  daraus, 
dass  die  Coefficienten  b„  einer  Reihenentwickelung  ^^^ix-a^^h^,  welche  einer 
linearen  Differentialgleichung  genügen  soll,  sich  linear  durch  eine  gewisse 
Anzahl   von   ihnen   ausdrücken   lassen.      Die    Constanten   c^,c^,...^c^    müssen 

Fachs,  mathem.  Werke.    I.  1« 


130  ZUR  THEORIE  DER  LINEAREN  DIFFERENTIALGLEICHUNGEN. 

bei  der  Bestimmung  der  Coefficienten  der  Reihenentwickelimg  willkürlich 
geblieben  sein,  damit  man  durch  Particularisiren  derselben  die  n  Functionen 
V'*  y^'\---tyn  bestimmen  könne,  zwischen  denen  keine  lineare  homogene 
Relation  mit  constanten  Coefficienten  besteht.  Denn  gesetzt,  die  Anzahl  der 
unabhängigen  Constanten  c,  folglich  auch  der  Functionen  f  reducirte  sich 
auf  eine  Anzahl  /,  die  kleiner  ist  als  ii ,  und  man  hätte  durch  Particularisiren 
der  Constanten 

{x-ai)~'  *■'  ?/''  =  c„  /;  +  c„  /,  +  •••  +  c,(  /; , 

{x  -  «,■)"'"''  2/^'*  =  Co,  A  +  f,2  A  +  •  •  •  +  c,;  /; , 


{x  -  ö,)    *■'■'  ?/l''^  =  c„,  /•,  +  c„,  [,+  ■■■  +  c„,  fi , 

so  führte    die  Elimination   der  /Grössen  f[,  f^,  ■■■ifi  aus  diesen  n  Gleichungen 
auf   eine   lineare   homogene    Relation    mit    constanten    Coefficienten    zwischen 
den  Grössen  yl  ^yl  i  ■■■i  yl ■ 
Es  sei  daher 

{X  -  «,)-'■•■'  if^  =  c„  /■,  +  c„  /,+  •••  +  c,„  /•„, 


(x-a,)    '"'■'  yt'  =  c„,  /".  +  c„,  /,  +  •••  +  c„„  /„ , 

i8]  so  darf  die  Determinante  der  Grössen  c  in  diesen  Gleichungen  nicht  ver- 
schwinden, weil  daraus  eine  lineare  homogene  Relation  zwischen  den  Grössen 

y"\y'\  ■■■■,y^n    ^^^  constanten  Coefficienten  folgen  wüi-de. 
Es  ist  daher 

{x  -  «,)'■" .  /-, ,   {X-  a,)''"  -h,   ...,  {x-  af'^ .  f„ ,     ytl, ,  . . . ,  2/1? 

ein  Fundamentalsystem,  da  eine  lineare  homogene  Gleichung  mit  constanten 
Coefficienten  zwischen  diesen  letzteren  Grössen  eine  ähnliche  Relation  zwischen 
y^*\  y^'\  ■  ■  ■ ,  yl'^  herbeiführen  würde.  Hierdm-ch  sind  die  Glieder  der  Gruppe 
?/i'\  2/1"?  •••)  ^1'^  durch  solche  ersetzt,  deren  Exponenten 

von  einander  verschieden  sind.  Da  dieselbe  Umwandlung  für  jede  Gruppe  vor- 
genommen werden  kann,  so  folgt,  dass  es  für  jeden  singulären  Punkt  ein  Funda- 
mentalsystem  giebt,    dessen  Elemente    zu   verschiedenen  Exponenten   gehören. 
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Um  die  Richtigkeit  unserer  Behauptung  auch  für  den  Punkt  oo  einzusehen, 
denke  man  sich  in  der  Differentialgleichung  (1.)  die  Substitution  a;  =  -  ge- 
macht, worauf  der  Beweis  für  den  Nullpunkt  als  singulären  Punkt  auf  die- 
selbe Art  zu  führen  ist,  wie  es  eben  für  die  singulären  Punkte  a,,  «,,...,  a^^ 
geschehen  ist. 


m.  Es  ist 


(4.) 


dx'" 
dx'" 


=  i^. 


=  Pi 


dx"'-' 
dx"'-' 


+  P 


dx 


'h  +  ---+Pmyi\ 


dx 


^+-+p,j:\ 


"y: 


=  Px 


dx-''     ~  "'    dx 
Setzt  man  die  Determinante 

d^-'yV     d 


^^+Pi 


»-^  .,<■') 


-^^ 


dx' 


■+Pmy 


.(•■) 


dx' 


dx" 


y\ 


n-.^ 


dx" 


dx'' 


dx" 


dx"' 


=  i^:\ 


und   bezeichnet    mit  A^'*    diejenige  Determinante,    welche    man    aus  AJ    erhält, 


d'"ir''      d™« 
wenn  man  die  a*'  Verticalreihe  der  letzteren  durch     ^^    ,  -^ 


dx' 


[•9 


ticalreihe  der  letzteren  durch    "^1^  -,  -^, 
setzt,  so  ergiebt  sich 

(5.)  ^'S\  =  A« 

Aus  den  Gleichungen  (2.)  folgt  die  Relation 
(6.)  4"  =  Det.(5),A^^ 

für  a  =  0,  1,  2,  . . .,  m.  —  Da  sowohl  y'",  yl'\  ...,  £'  als  auch  «/",  ^^'\ 
Fundamentalsystem  constituiren,  darf  Det.(-B),.  nicht  verschwinden.  Daher  sind 
A'"  und  A'J'  zu  gleicher  Zeit  eindeutig  oder  mehrdeutig,  endlich  oder  unend- 
lich, Null  oder  von  Null  verschieden.    —  Da  ferner 


y'^  ein 


2/a '(«-«.)" 


17' 
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für  <  =  1,  2,  ...,  p  in  der  Umgebung  von  a.  eindeutig,  continurlicli  und  endlich 
sein  soll,    so  hat  —  ,^°    (x  —  a)     ""        dieselbe  Eigenschaft.     Mithin  ist 

,    mim-\) 
-2,0 'laH ö 

in  der  Umgebung  von  a,  und 


^V{x-a.) 


,    m(m-\) 


in    der  Umgebung   von    a.   eindeutig,    endlich   und    continuirlich.     Nach  Glei- 
chung (6.)  hat  daher  auch 

in  der  Umgebung  von  a.  dieselbe  Eigenschaft.    Hieraus  ergiebt  sich,  dass  der 
Ausdruck : 


K,  =  A-(^-«,) 


-Sa'-.a  + 


m(m  — 1) 


{x  —  a,) 


-Sn»2a  + 


tn{m  —  V) 


„-y   „     I    m{m-\) 

...{x-a^) 


für  alle  endlichen  Werthe  von  x  eindeutig,  endlich  und  continuirlich  ist. 

"Weil  ferner  y'^^"x  '^'*'''''  in  der  Umgebung   von  oo    eindeutig,    continuirlich 
und    endlich    ist,    so    hat    — ^^ — x  '^''"         dieselbe    Eigenschaft,     daher    auch 


2.  a ''11+1,0  + 


m  (m—1) 


in ''0+1,0  + 


m(m—l) 


^'^"^"x      '  und  schliesslich  auch  A'^'x 

Daraus  folgt,    dass  K^  für  a;  =  00   unendlich   ist   höchstens  von  der  Ord- 
nung 

-  2a  Si'-m  +  (9  -  1)  -^ =   -  /C  +  (p  -  1)  ^-— ' 


-2a '•,•0  + 


m  (m—  I) 


Es   ist   aber   A*'^(a;  — «.)    ""  '"  ^       ,   (i  =  l,  2,  . ..,  p),    für-  .-c  =  a,  gleich 

dem  Producta  (f,*  (a.)  ^^''(a.)  . . .  cp^'^(a  )mal  der  Determinante 

'■.1  (>•,.  -  1)  •  •  •  ('-.1  -  m  +  2) ,      r,,  (>•,,  -  1) . . .  (r.,  -  >»  +  3) ,     .  .  . ,     r,, ,     1 
»•.■2  (»-.a  -  1)  ■ . .  (»',,  -  «» +  2) ,     /•„  (;-,,  -  1 ) . . .  (>;,  -m  +  3),     ...,     r,, ,     1 


^im  {^im  -  1)  •  •  •  (»"m  - »»  +  2) ,     r,,,,  (>•„„  -  1 ) . . .  (r,„,  -  )»  +  3)  , 


>•.„, ,   1 
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Ferner    sind    die    Grössen   cp    für   x  =  a.   von   Null   verschieden,    und    die 
letztere  Determinante  ist  gleich  der  Determinante 

m-i  m-a  j  r 

'  II         '  11  •  •  •      '  11  L 

»■."'-'     ■>•"'--     .  .  .     r.,      1 


r„„     1 


welche    bekanntlich    von    Null    verschieden   ist,    da    nicht    zwei    der    Grössen 

}•  ,  r r     einander  gleich  sind. 

Folglich  ist  auch 


äf{x-a,) 


und  daher  auch 


für  X  =  a.  von  Null  verschieden. 
Ebenso  ist 


-Sc.'-m  + 


-2a  »•,<,+ 


m  (m  —  1) 


»i()«  — 1) 


I    »»0»-!) 

für    a;  =  oo    gleich    dem    Producta    ±  cp'f '(oo)  cp;'^+"(°°)  ■•  ■  ^IfM^^al    der   De 
terminante 

Vm(Vm+1)---(Vm+«'-2),      Vm(Vm+1)"-(Vm+'»-3).     ••"     Vm'      1 
»•o+i,a  (^g+.,2  +!)•••  (»•g+i,.  +  »»  -  2) ,      »-g+i,,  (»V,.,  +!).••  ('-j+M  +  »» -  3) ,     •  •  . ,     »"s+v^ ,      1 

V..«(V>.™+i)---(V>."'  +  »'-^)'    V..'-.(V..»'+i)---(Vm.  +  '»-3).    ••■'    V.""    ^ 
Es  sind  wieder  die  Grössen  cp  für  a?  =  oo  von  Null  verschieden,   und  die 
letztere  Determinante  gleich  der  Determinante 


'j+M  5+1,1 

0+1,2  0+1,« 


S+I,l 

r  1 


'  p+l,m       'n+l,n. 


welche  von  Null  verschieden  ist,  da  nicht  zwei  der  Grössen  r^,^,,,  r^^,j,  ...,  )-g^,„, 
einander  gleich  sind. 
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m(m-l)  I   m(m-l) 

Folglich,   ist    l\'^''^"x      '  "       ,    und    daher    auch.    A^  x 

für  X  =  oo  von  Null  verschieden. 

Aus  der  Gleichung  (5.)  ergiebt  sich  (vergl.  No.  2) 

wo  C  eine  nicht  verschwindende  Constante  ist.     Damit 

in  der  Umgebung  von  a.  endlich,    eindeutig,    continuirlich  und  von  Null  ver- 
schieden sei,  muss 

lim  (o;  —  a, ) .  ^;,    für    z  =  a, 

einen  endlichen  Werth  haben,  und  es  muss  das  Residuum 

P  {x  —  a/)p^    m(m—l) 

<-'   ((«-«,.))    ~  ^'' '""'"  2 

V   r  ,    ■»i(m~l) 

2i]  sein.   —  Damit   ferner   e  .x  in   der   Umgebung  von   oo 

eindeutig,  endlich,  continuirlich  und  von  Null  verschieden  sei,  darf 

\\m.{x.i\)    für   a;  =  oo 

nicht  unendlich  sein.     Bezeichnet  man  diesen  Grenzwerth  mit  ^,  so  hat  man 
SO  dass 


(7.)  £((Pj)-5  =  ^-(o-i)^--^, 


wenn  man  mit  £,i\J\))  den  Integralrest  von  j\  bezeichnet. 

Da  aber  p^  der  Voraussetzung  gemäss  in  der  ganzen  Ebene  eindeutig  und 
nur  in  einer  endlichen  Anzahl  von  Punkten  unendlich  ist,  da  wir  ferner  jetzt 
gefvinden  haben,  dass  es  in  diesen  Punkten  von  einer  endlichen  Ordnung 
unendlich  und  für  a;  =  oo  nicht  unendlich  ist,  so  ist  p^  bekanntlich  eine  ratio- 
nale Function  von  x. 

Die  Bedingung,    dass    lim  {xpj  für  .t;  =  oo  nicht   unendlich   sei,    erfordert, 
der  Grad  des  Nenners  von  jj^  mindestens  um   eine  Einheit   höher  ist  als 
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der  des  Zählers;  in  Folge  dessen  ist  aber  bekanntlich 
so  dass  sich  aus  der  Gleichung  (7.)  ergiebt 

(8.)  ,  =  rp_i)i^-_l). 

Daher  ist  K^  eine  Constante,  und  zwar  ist  diese  Constante  von  Null 
verschieden,  veeil  A"'  nicht  verschwinden  darf,  wenn  yl ,  ?//  ,  ...,  2/„'  ein  Funda- 
mentalsystem constituiren  sollen. 

IV.  Auf  ähnliche  Weise  findet  man,  dass  der  Ausdruck 

w(m  — 1)  V-         ,   «'(»«—1)  ,  t  VI  m(m  —  V)     , 

■S'6='^b"(^-«,)  "  (a;-«,)  "  ...{x-a,^)  , 

WO  t)  jede  der  Zahlen  1,  2,  ...,  m  bedeutet,  für  jedes  endliche  x  eindeutig,  con- 

tinuirlich   und   endlich  ist.   —  Da  ferner  i^^^\x      '    '  ^  in    der   Um- 

gebung  von    oo    eindeutig,    endlich   und    continuirlich   ist,    so    folgt,    dass    der 
Ausdruck  K^^  eine  ganze  Function  höchstens  vom  Grade 

-^  +  (9-l)^^-^  +  ((.-l)6  =  (9-1)6 
ist. 

Bezeichnet  man  daher  mit  F^[x)  eine  ganze  Function  von  x  höchstens 
vom  Grade  s,  so  folgt  mit  Hülfe  der  Gleichung  (5.): 

(9.)  P,  -  ^"'-'''^''- 


{x  —  aj'{x  —  ajf...{x  —  a^y> 
für  b  =  1 ,  2 ,  ...,/«. 

Die  Differentialgleichung  (1.)  muss  daher,  um  den  in  der 
Aufgabe  gestellten  Forderungen  zu  genügen,  die  folgende  Form 
haben: 

^^■>     dx^  ~       ^        dx"'-'^        ^'        dx"'-'^'"^        Y^'         dx^       ip       ^'L^* 

wo 

•ji  =  {x  —  u^){x  —  a^)..,{x  —  a„) 

gesetzt  ist. 
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V,  Setzen  wir 

für  a  =  l,  2,. ..,»«,  so  lässt  sich  die  Differentialgleichung  (10.)  folgendermassen 
schreiben: 

ruN  ä^'y         Püjx)  d"-'y  ,     P„(^)    d'"-'?/  P,,„(^) 

ax  x  —  ttf    dx  (a;  — a,)     «o;  '  (x  —  aj'' 

Es  sei 

2/  =  {x  —  aifu, 

so  verwandelt  sich  diese  Differentialgleichung  in  die  folgende: 

mi  c?"'»  _    P;.(a:)   (?'"-' M         P;,(a;)    fr"-'M  ^;,„(a;)_^ 


rfa;'"  a;  — «,.   (fo"  '      {x  —  aif  dx'"  ^  (a;  — a,)™     ' 

wenn  man  zur  Abkürzung  setzt: 

T),  /  N            —in(m—l)...(m  —  a+l)        .         ,        ,       ^  ,  .^ 
P.„(x)  =  ^ 1.2... a '—r(r-l)...(r-a  +  l) 

+  ^""'^I%".'?i;-T°^'^  >-(>-l)...(>-a  +  3)P,(.) 

(m  — 3)(m  — 4)...  (;m  — a+ 1)     ,       ^,       ,  .^ -r,  ,  ^  -n   /  \ 

+  ^  1.2...(a-3) ^-r(:r-l)  ...{r-a  +  4.)P,,{x)  +  ■■■  +  P,,{x) 

jiür  a  =  ] ,  2 ,  . . . ,  m. 

Bedeutet  r  eine  der  Zahlen  >;.,,  r^^,  ...,  »v^,  so  soll  der  Annahme  nach  der 
Differentialgleichung  (12.)  durch  eine  in  der  Umgebung  von  a.  convergente 
Reihe 

tl   =    So  Ca  (^ -«.)'" 

0 

genügt  werden,  wo  c^  von  Null  verschieden  ist.  Setzt  man  diese  Reihe  für 
u  in  die  Differentialgleichung  ein,  so  ergiebt  der  Coefficient  von  (a;  — a,)""*  die 
Gleichung : 

p;„_(«.).c„  =  0. 

Da  aber  c^  von  Null  verschieden  ist,  so  muss  P,',„(«,)  =  0  sein.  Hieraus 
ergiebt    sich,    dass    die    Zahlen    r^,  r.^,  . . .,  r,_    die    Wurzeln     der    Gleichung 
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PIX»)  =  ^,  oder 


(13.) 


;•(/•-!)...  (r-m  +  l)-r(r-l)  ...{r-m+2) Pi,{a,)  [23 

_,.(,_!)...(,._,„+ 3)  P.,(«.) >-P,>_.(«,)-P„.K)  =  0 


sind.  Hieraus  ergiebt  sich,  dass  nicht  zwei  Wurzeln  dieser  Gleichung  ein- 
ander "gleich  sein  dürfen. 

Sezt  man  i  =  — ,  so  findet  man  ohne  Mühe,  dass  die  Differentialgleichung 
(10.)  in 

übergeht,  wo  die  Grössen  ^^(f),  0^(<),  .. .,  0  Ji)  rationale  Functionen  von  t 
sind,  die  für  f  =  0  endlich  bleiben.  Es  ergiebt  sich  alsdann,  dass  die  Zahlen 
Vm' V.=  ' •••' V'.™  ^^  Wurzeln  der  Gleichung 


(15.) 


r  (r  -  1)  ...(»•-  »H  +  1)  ->•(>•-  1)  ...(»•-  Hi  +  2)  <I>,  (0) 

- »•(»•-  1) ...  (r - »»+  3) O, (0) r (I\„_^ (0)  -  (D,„ (0)  =  0 


sind,   und    dass    daher   nicht   zwei  Wurzeln    dieser  Gleichung    einander  gleich 
sein  dürfen. 

Fasst  man  alles  Vorhergehende  zusammen,  so  ergiebt  sich  das  Resultat: 
Soll  eine  lineare  Differentialgleichung  den  am  Anfange  dieser 
Nummer  gestellten  Anforderungen  genügen,  so  muss  sie  die  Form 
der  Differentialgleichung  (10.)  annehmen,  und  die  aus  derselben 
abgeleiteten  Gleichungen  (13.)  und  (15.)  dürfen  nicht  zwei  gleiche 
Wurzeln  haben. 

Es  ist  jetzt  unsere  Aufgabe,  umgekehrt  nachzuweisen,  dass  der  Differential- 
gleichung (10.),  unter  der  Bedingung,  dass  die  Gleichungen  (13.)  und  (15.) 
nur  ungleiche  Wurzeln  haben,  für  jeden  singulären  Punkt  a^  ein  Fundamental- 
system zukommt,  dessen  sämmtliche  Elemente,  jedes  mit  einer  Potenz  von 
x  —  a.  multiplicirt,  in  der  Umgebung  dieses  Punktes  endlich,  eindeutig  und 
continuirlich  werden,  und  dass  für  den  Punkt  00  ein  Fundamentalsystem 
existirt,  dessen  sämmtliche  Elemente,  jedes  mit  einer  Potenz  von  x  multiplicirt, 
in  der  Umgebung  von  00  dieselbe  Eigenschaft  haben.  Dieses  soll  in  der  fol- 
genden Nummer  geschehen. 

Fnchs,  mathem.  Werke.    I.  18 
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5. 

Wir  gehen  von  der  Differentialgleichung: 

^  ''  dx"'  x  —  üi   dx'"  '       (x  —  a^y  dx™  "  {x  —  a,)" 

aus,    wo  i  eine  der  Zahlen   1,  2,  ...,  p  bedeutet.     Die  Wurzeln  der  Gleichung 
r{r—\)...{r  —  m-\-l)  —  r{r—l)...{r  —  m  +  2)  P,.,  (a,) 


(2-)      , 

-r{r-\)...{r-m+?,)  P,,  («,) rP,  ,„_.  (a .)  -  P,,„  («,) 

denken   wir   uns   so   geordnet,    dass    der  reelle  Theil  jeder  folgenden  in  alge- 
braischem Sinne  nicht  grösser  sei  als    der   irgend   einer   vorhergehenden,   und 
sie  seien  in  dieser  Reihenfolge  r.^ ,  >• , ,  . . . ,  r ,^. 
Setzt  man  nun 

ij  ^  {x  —  0,.)  ''  u , 

so  geht  die  Diflferentialgleichung  (l.)  über  in 

2.1    (3)  <?"'»  _   Q,,ix)  d"'-Ui        Q,,(x)    d"'-'u  Q,„X^) 

^J    *■  "^  dx'"  x-tti  dx'"-'  ^  ix-a,y  dx"'-'  '^'"^  (a;-a,)™-'     ' 

wo    die  Grössen  Q,„(a)  aus    den  Grössen  P,'„(a?)    der  Differentialgleichung  (12.) 
der   vorigen    Nummer    erhalten    werden,    wenn    man    in    den    Ausdrücken    der 
letzteren  r,.^  statt  r  setzt,  wodm-ch  der  constante  Theil  von  P',„(«)  verschwindet. 
Wir  formen  nunmehr  die  Differentialgleichung  (3.)  um  in: 


dx'"      "^  '^'^         ''       dx" 
d^'^u 


<?,(«,). (:r-a,:r-£ä ^.,™->(«.)4j 


=  (?:.(^).(.r-a,r-  ^  +  Q',(x).{x-ar-'^  + 
wo  zur  Abkürzung 

«  — «,-  t.IV     yi  X  —  Ui  ■^'2^    J>  t 


gesetzt  ist. 


a;  —  a,-  '• "  '  ^  ' 
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Versucht  man  dieser  Differentialgleichung  durch  eine  Reihe 

0 

ZU  genügen,  so  findet  man  für  jeden  positiven  ganzzahligen  Werth  von  k: 

l  [{k+l)lc{k-l)...ilc-m  +  2)-Qi,{a,){k  +  l)Jcik-l)...ik-m  +  3) 

(5.)     j  -  Qi,  («,)  {k  +  l)kik-l)...{k-m  +  i) (3,,,„_.  («,)  {k  +  1)]  c,^^ 

(  =  A/^  c^  +  ^i,  Cj.,  +  ^ij  Cj_,  +  •  •  •  +  ^ji  c, , 

worin    die    Grössen   A   sich    aus    den    Coefticienten    der  Reihenentwickelungen 
der   Functionen    Q'^X-^),  Q',,{j^),  ••  ■,  Q.S'^)    nach    Potenzen    von   x-a.    und    aus 
numerischen  Grössen  durch  die  blossen  Operationen  der  Addition  und  Multi- 
plication  zusammensetzen. 
Die  Gleichung 


(6.) 


tv  (w  —  1) . . .  {tv  —  m  +  2)  —  Qi,  (rt.)  w  (w  —  l)...  {lo  —  m  +  3) 
-  Qi. («■)  w («<;  -  1) . . .  (w  -  »H  +  4) ^.  ,„_,  (a,)  =  0 


hat,  wie  ohne  Mühe  gefunden  wird,  die  Wurzeln 

(7.)  Ti,  -  n,  - 1 ,  »-,3  -  >•„  - 1 ,  >•„->•„- 1 ,  . . . ,  r^,^  -  >■„  -  1. 

Keine  dieser  Grössen  kann  wegen  der  über  die  Reihenfolge  der  Wurzeln 
r  r  ,...,rf  gemachten  Voraussetzung  einer  positiven  ganzen  Zahl  oder  der 
Null  gleich  sein.  Demnach  bleibt  für  jeden  positiven  ganzzahligen  Werth  [25 
von  h  und  für  k  =  0  der  Coefficient  von  q.^,  der  Gleichung  (5.)  von  Null 
verschieden.  Daher  lassen  sich  mit  Hülfe  dieser  Gleichung  sämmtliche  Coeffi- 
cienten  c  unter  der  Form  darstellen: 

(8.)  c,  =  U,c, 

für  alle  positiven  ganzzahligen  Werthe  von  a. 

Es  seien  die  Maxima  der  Moduln  der  Functionen 

in   der  Umgebung   von  a    resp.    M^,  M^,  ...,  M^_^,  M^,   so   ist  bekanntlich  für 

18* 
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jeden  ganzzahligen  positiven  Werth  von  a: 


mod         ,"V  ^     <:1.2.3...a — ^, 

WO    r    die    Entfernung    des  Punktes  «_   vom    nächsten    singulären    Punkte    und 
(fi^))a-  '^^^  Werth  von  /"(.r)  für  a;  =  a.  bezeichnet. 
Man  bilde  nunmehr  die  Differentialgleichung: 

,^^.      ,  x  —  ff.  (te  '  a;  — ff;  '        f/a;  '  ^ 

H ' («  — ff.)-Y-+  — V, 

X  —  a,    ^         '   ax       ^      X  —  a, 


^^  ^i)  ^2?  •  ■  •)  y,«-!    beliebige   positive    Grössen   sind,  jedoch    der  Beschränkung 
unterworfen,  dass  die  Gleichung 

(11.)     y^  IV  (?y  —  1) . . .  {tu  —  m  +  3)  +  j/j  iv  {iv  —  1) . . .  {iv  —  m  +  4)  H +  y„,_,  =  0 

weder  eine  ganze  positive  Zahl  noch  die  Null  zur  Wurzel  habe.   —  Versucht 
man  auch  der  Differentialgleichung  (10.)  durch  eine  Reihe 

zu  genügen,  so   ergiebt  sich  für  jedes  ganzzahlige  1<  die  Relation 

[y,  (7c  +l)]c...{k-  m  +  3)  +  y,  (/.-  +  i)  /, . . .  (/c  -  ,„  +  4)  +  •  •  •  +  y„._,  Qc  +  1)]  ä,^. 


(12.) 


=  -Bio  ä,:  +  B,,,  d^_,  +  B^,d,^_,+  ---  +  Ba  d, , 


26]  wo  die  Grössen  B  sich  ebenso  aus  den  Coefficienten  der  Reihenentwicke- 
lungen   der    Functionen    ^'  „  , — ,  .... —    nach    Potenzen    von 


1- 
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x  —  a^  und  aus  numerischen  Grössen  zusammensetzen,  wie  sich  die  Grössen  A 
der  Gleichung  (5.)  aus  den  entsprechenden  Coefficienten  der  Reihenentwicke- 
lungen von  Q[.j(a"),  Q'.j(a),  ...,  Q.,,,(a;)  und  aus  denselben  numerischen  Grössen 
zusammensetzen.  Da  die  Grössen  B  sämmtlich  positiv  sind,  so  folgt  aus  den 
Ungleichheiten  (9.),  dass 

(13.)  .B,„>modyl,„ 

für  a  =  0,  1,  .. .,  /c. 

Es    giebt   stets    eine    endliche  Grenze  für  Jc^h  ^=  t^   derart,   dass  für  h^t 

(  mo^.{^J;-\)..\lc-^n+2)-Q,laM^-\)...{l-n^+?,)-Q,la,)h{k-l)...Qc-m^A) §,-,,„_.(«,)] 

^■^j  >y,/;(^--l)...(Ä-wi  +  3)  +  j/Jc(/.--l)...(fc-m  +  4)  +  ...  +  y,„_,. 

Da  nun  nach  Gleichung  (12.)  sich  jedes  d  unter  der  Form 
(15.)  d,  =  SÖJ^ 

darstellen  lässt,  wo  ^^  eine  positive  Zahl  ist,  so  sind  alle  Grössen  cl  positiv, 
wenn  man  d^  positiv  annimmt.  —  Aus  den  Ungleichheiten  (13.)  und  (14.)  in 
Verbindung  mit  den  Gleichungen  (5.)  und  (12.)  wüi-de  für  jeden  ganzzahligen 
Werth  von  Ic  folgen 

(16.)  cZj>modc4, 

wenn  dieses  für  h<t  stattfände. 

Nun  sei  unter  den  Moduln  der  Grössen 

1,  %„  9(,,  ...,% 

A  der  grösste,  und  unter  den  Grössen 

1,  S8,,  S3,,  ...,58 

B  die  kleinste,  und  c^  so  gewählt,  dass 

(17.)  Amodc„<:B(i?,. 

Da  die  Grössen  d^,  B  und  A  von  Null  verschieden  sind,  so  ist  diese 
Ungleichheit  immer  erfüllbar  und  liefert  für  c^  von  Null  verschiedene  Werthe. 
Alsdann  ist  füi'  k^t,  folglich  für  jedes  k 

d  >  mod  Cf 
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Wenn  daher  die  Keihe 

convergirt,  so  convergirt  um  so  mehr  die   Reihe 

«  =  |]aC„(a;-a.)% 

wenn  man  über  c„  gemäss  der  Ungleichheit  (17.)  disponirt. 

27]     Multii)licirt  man  die  Gleichung  (10.)  mit  1  —  ^  ~  °'    und  substituirt  alsdann 

die  Reihe  für  v,  so  ergiebt  sich  für  jeden  ganzzahligen  Werth  von  h 

[(/.•+l)7j(/c-l)...(^-»»+3)j',  +  (A+l)/c(/o-l)...(fc-H2  +  4)j/,  +  -.. 

+  (/''-+l)n,-,]<4+. 

(18.)    /      _  k-(/,_i)...(/,_m  +  2)(^  +  J/,)  +  7^(Ä-l)...(fc-w  +  3)(^  +  M,j  +  ... 

+  7;(^  +  M_.)  +  14]c?,. 


Daher  ist 


<^i+.  ,^..,„, N  _   y.'rrM, 


lim -^  (für/;  =  00)  = 


»Ti 


und 


lim     j';         ',,       =  -^^ i--(x  — «,). 


Die  Reihe  für  ■?;  ist  daher  convergent  für  alle  Werthe  von  a;,  für  welche      1 


mod  ix  —  «, 


ry, 


n  +  rM. 

Da  y  und  r  von  Null  verschiedene  positive  Grössen  sind,  so  findet 
die  Convergenz  innerhalb  eines  endlichen,  um  den  Punkt  a.  beschriebenen 
Kreises  statt. 

Daraus  folgt,  dass  die  Reihe 

"   =    SaCaC^-«.)" 

innerhalb  desselben  Kreises  convergirt.  Es  giebt  daher  eine  innerhalb  dieses 
Kreises  und  folglich  nach  No.  1  in  der  ganzen  Umgebung  von  a  ein- 
deutige, endliche  und  continuirliche  und  in  «.  von  Null  verschiedene  Function 
u^  welche  der  Differentialgleichung  (3.)  genügt. 


(2a.) 
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Hiernach  giebt  es  also  ein  particuläres  Integral  der  DifFerentialgleichung 
(1.),  y^  ,  welches  mit  {x  —  a^)  "  multiplicirt  in  der  Umgebung  von  a.  eindeutig, 
endlich  und  continuirlich  und  in  a^  von  Null  verschieden  ist. 

Setzt  man  jetzt 
(19.)  y  =  y,,fs(fx, 

so    erhält   man   für  z  eine   lineare  Differentialgleichung   m  — l'"  Ordnung   der 
Form : 

^     '         dx'  x  —  üi  dx'  '       (a;  — «,)    dx     ^  (a;  — «,)  '  ' 

worin    die    Coefficienten    G.^(oi),  G^^{iic),  ...,  G.^^_^{a:)    Functionen    sind,    welche 
innerhalb    eines    endlichen    den    Punkt   a.    umgebenden    Kreises    S    eindeutig, 
endlich  und  continuirlich  sind. 
Die  Wurzeln  der  Gleichung: 

r'{r'—  1) . . .  (r'—  m  +  2)  —  r'{r'—  1) . . .  {r'—ni  +  3)  ö,, (o,)  [28 

_  r\r'- 1) . . .  (/■'-  m  +  4)  G,,  (a.) J-'G^,,,,,,,  (a.)  -  G,- ,„_,  (a,)  =  0 

sind,  wie  leicht  zu  zeigen, 

(20.)  y,,  -  /•„  -  1 ,  »-,.3  -  y,,  -  1 ,  r,,  -  r,.,  -  1 ,  . . . ,  r,,,  -  r,,  -  1 . 

Dieselben  haben  in  Folge  der  am  Anfange  dieser  Nvimmer  über  die 
Reihenfolge  von  »",,,  »*,-2,  •••, '',>,,  gemachten  Voraussetzung,  in  der  Reihenfolge 
(20.)  die  Eigenschaft,  dass  der  reelle  Theil  jeder  folgenden  in  algebraischem 
vSinne  nicht  grösser  ist,  als  der  reelle  Theil  irgend  einer  vorhergehenden. 

Man  weist  nun  auf  ähnliche  Weise,  wie  oben  die  Existenz  der  Function 
t/.j,  die  zu  dem  Exponenten  r,  gehört,  ergi-ündet  wurde,  die  Existenz  einer 
Function  z^  nach,  welche  mit  {x-a^  ~^''~^  multiplicirt  innerhalb  des 
Kreises  -S  eindeutig,  continuirlich  und  endlich  und  in  a.  von  Null  ver- 
schieden wird.  Da  r.^  —  r.^  der  Voraussetzung  nach  von  Null  verschieden  ist, 
so  ergiebt  die  Gleichung  (19.),  wenn  man  z^  für  z  setzt,  ein  Integral  der 
Differentialgleichung  (1.),  welches  mit  (a;-«.)"'^"  multiplicirt  innerhalb  des 
Kreises  /S  eindeutig,  continuirlich  und  endlich  und  in  a.  von  Null  verschieden 
ist.  Daraus  folgt  nach  No.  1,  dass  es  ein  particuläres  Integral  y.^  giebt,  welches 
mit  (ic  — a.)  '^  multiplicirt  in  der  ganzen  Umgebung  von  ffl,  eindeutig, 
endlich  und  continuirlich  und  in  a,  von  Null  verschieden  ist. 
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Man  setze  nunmehr 
(21.)  ^  =  ^,  ftdx, 

so  erhält  man  für  t  eine  lineare  Differentialgleichung  »*  — 2'"  Ordnung  der  Form: 

^  dx'"  ^         x  —  cii  dx"^  "      {x  —  a^'f  dx"'~*  (a;  — «,)"'"''    ' 

worin    die    Coefficienten    G'.^(x),  G'.^(.t:),  ■■■,  G'i„,_.X^)    Functionen    sind,    welche 
innerhalb    eines    endlichen    den   Punkt    «,    umgebenden    Kreises    <S'    eindeutig, 
endlich  und  continuirlich  sind. 
Die  Wurzeln  der  Gleichung : 


(2b.) 


r"{r"—l) ...  {r"—ni  +  3)  —  r"{r"—l) ., .  {r"—m  +  4)6r,', (a,) 

-  r"{r"- 1) . . .  (»•"- m  +  5)  (?,', («.) r"Q',,.„,_^ (a,)  -  Gl,,,, (a,)  =  0 

sind,  wie  leicht  zu  zeigen, 

(22.)  J",.,-»-,.,-!,  r^-r.-^-l,  ...,  r,-„,-r^,-l. 

Dieselben  haben  in  Folge  der  am  Anfange  dieser  Nummer  über  die 
Reihenfolge  von  »■,-,,  >',2 1  ••■) '"„„  gemachten  Voraussetzung,  in  der  Reihenfolge 
(22.)  die  Eigenschaft,  dass  der  reelle  Theil  jeder  folgenden  in  algebraischem 
Sinne  nicht  grösser  ist,  als  der  reelle  Theil  irgend  einer  vorhergehenden. 

Man  weist  nun  auf  ähnliche  Weise,  wie  oben  die  Existenz  der  Functionen 
y^  und  z^  ergründet  wurde,  die  Existenz  einer  Function  t^  nach,  welche  mit 
(x  —  a^)  "  '"  multiplicirt  innerhalb  des  Kreises  S'  eindeutig,  continuirlich 
29]  und  endlich  und  in  «,.  von  Null  verschieden  wird.  Da  r.^  —  r^.^  der  Vor- 
aussetzung nach  von  Null  verschieden  ist,  so  ergiebt  die  Gleichung  (21.)  ein 
particuläres  Integral  der  Differentialgleichung  (Ja.) 

z^  =  z^jt^dx, 

welches    mit    (.»  — aj  "         multiplicirt    dieselbe   Eigenschaft    hat.    —    Da 

ferner  r.^  —  r.^  von  Null  verschieden  ist,  so  ergiebt  die  Gleichung  (i9.),  wenn 
man  z^  für  z  setzt,  ein  Integral  der  Differentialgleichung  (1.),  welches  mit 
(«  —  «,.)  '^  multiplicirt  dieselbe  Eigenschaft  hat.  Daraus  folgt  nach  No.  1, 
dass  es  ein  particuläres  Integral  y.^  giebt,  welches  mit  (■«  —  «,)  "  multiplicirt 
in  der  ganzen  Umgebung  von  a.  eindeutig,  continuirlich  und  endlich,  und 
in  a,  von  Null  verschieden  wird. 
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Fährt  man  so  fort,  so  findet  man,  dass  es  zu  jeder  Wurzel  der  Gleichung 
(2.)  r.^  ein,  zugehöriges  particuläres  Integral  y.^  gieht,  welches  mit  («  —  «,)  '" 
multiplicirt  in  der  Umgebung  von  «,.  eindeutig,  continuirlich  und  endlich  und 
in  a,  von  Null  verschieden  wird. 

Nach  dem  Satze  am  Schlüsse  der  No.  2  bilden  die  Integrale  y.^^  y.^,  ...^y 
ein  Fundamentalsystem,  und  es  ist  hiermit  der  am  Schlüsse  der  vorigen  Num- 
mer geforderte  Beweis  geliefert. 

6. 
I.  Die  Differentialgleichung,  welcher  die  durch  die  GAusssche  Reihe 
i^(«, /3,  j/,*)  darstellbaren  Functionen  genügen,  gehört  zu  der  in  den  beiden 
vorhergehenden  Nummern  behandelten  Klasse  von  Differentialgleichungen.  Sie 
wird  nämlich  in  der  allgemeinsten  Form  aus  der  Differentialgleichung  (10.) 
in  No.  4  erhalten,  wenn  man  m  =  2  und  die  Anzahl  der  singulären  Punkte  q 
gleich  2  annimmt,  so  dass  sie  die  Gestalt  hat: 

*•  ■'  dx^  {x  —  a^){x  —  a^)   dx      (x  — «, )' (a;  —  a J^  •^' 

wo  F  (x)  und  F^ix)   resp.    ganze  Functionen    ersten   und   zweiten   Grades   von 
X  sind. 

Um  die  specielle  Form  derselben,  wie  sie  Riemann  in  der  oben  erwähnten 
Abhandlung  (S.  19'))  gegeben  hat,  zu  erhalten,  sei 

ßj  =  0,    a,  =  1. 
Setzt  man 

FM  =  fo  +  fi^;    F^{x)  =  g,  +  g,x  +  g^x\ 

so  sind  die  Gleichungen,  wodurch  die  Exponenten  der  zu  den  Punkten  0,  1,  oo 
gehörigen  Fundamentalsysteme  bestimmt  werden,  resjj. 

(a)  ,-(r-l)  +  /-„r-5r„  =  0 

(b)  r{r-\)-{f,  +  Qr-{g,  +  g,  +  g,)  =  0 

(c)  r{r-l)  +  {2  +  Qr-g,  =  0. 

Bestimmt  man  die  Constanten  /^,  f^,  g^,  g^,  g^  dadui-ch,  dass  man  die 
Wvu'zeln  der  Gleichung  (a)  gleich  a  und  «',  der  Gleichung  (b)  gleich  0  und  y'. 


1)  Eiemanns  Werke  (1892),  S.  81.    Seh. 
Fnchs,  mathem.  Werke.    1.  19 
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der  Gleichung  (c)  gleich  ß  und  ß'  annimmt,  wo 

a  +  K+  ß  +  ß'+y'  =   1, 
SO  geht  die  Differentialgleichung  (1.)  über  in: 

welches  die  RiEMANNSche  Form  ist. 

II.  Die  Differentialgleichung  (10.)  in  No.  4  enthält  ausser  den  die  Lage 
der  singulären  Punkte  bestimmenden  Constanten  a^,  a^,  . . .,  a  im  Allgemeinen 
noch  "''"'^  '^  —  "'('»~  ).  Constanten,  nämlich  die  Coefficienten  der  ganzen 
Functionen  F^_,(a'), -F,,y_„ (*'),•••,  J^,„,^,_„(^)-  ^u  jedem  singulären  Punkte  ge- 
hören m  Exponenten  (die  den  Elementen  des  bezüglichen  Fundamentalsystems 
zuertheilt  sind),  also  zu  allen  singulären  Punkten  (den  Punkt  oo  mitgerechnet) 
m{Q  +  i)  Exponenten.  Von  den  letzteren  sind  niu-  m(p  +  l)  — 1  willkürlich,  da 
die  Summe  aller  (nach  Xo.  4)  einer  bestimmten  ganzen  Zahl  gleich  ist.  — 
Die  Anzahl  der  willkürlichen  Exponenten  ist  der  Anzahl  der  Constanten  der 
Differentialgleichung  gleich,  wenn 


»t  (»«  +  1)  o       m  (m  —  1)  /     ,  1 N      -, 


oder 


(3-)  9=1  +  1^ 


so  dass  entweder 
oder 


m  =  1    und    Q  =  3, 
m  =  2    und    p  =  2. 


Hieraus  folgt: 

Erstens.  Sind  die  Exponenten  der  Elemente  der  zu  den  ein- 
zelnen singulären  Punkten  gehörigen  Fundamentalsysteme  ge- 
geben, so  sind  die  Constanten  der  Differentialgleichung,  welcher 
die  durch  die  GAUss'sche  Reihe  darstellbaren  Functionen  ge- 
nügen, folglich  auch  abgesehen  von  constanten  Factoren  die 
Elemente  der  Fundamentalsysteme  selbst,    vollständig  bestimmt. 
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Dieser  Satz  stimmt  im  Wesentlichen  mit  dem  von  Riemann  in  der  ange- 
führten Abhandlung  No.  IV,  S.  llsqq.^)  gegebenen  überein,  welcher  dort  auf 
andere  Weise  hergeleitet  ist. 

Es  folgt  aus  der  Gleichung  (3.) 

Zweitens.  Den  Fall  einer  linearen  Differentialgleichung 
erster  Ordnung  mit  3  singulären  Punkten  abgerechnet,  ist  die 
Differentialgleichung  (1.),  welcher  die  durch  die  GAUSs'sche 
Reihe  darstellbaren  Functionen  genügen,  die  einzige  aus  der 
Klasse  der  durch  die  Gleichung  (10.)  in  No.  4  repräsentirten 
Differentialgleichungen,  welcher  diese  Eigenschaft  zukommt. 

III.  Nimmt  man  in  der  Differentialgleichung  (10.)  in  No.  4  p  =  1  an,  so 
reduciren  sich  sämmtliche  Functionen  -Fp_.(a),  i^,,j_„(a;),  ...,  -F,„,„_i,(^)  ^^^  kon- 
stanten, und  man  erhält  eine  Differentialgleichung  der  Gestalt 

wo  f,f,---,f„,  Constanten  sind.  —  Die  Exponenten  der  Elemente  des  zu  [31 
dem  Punkte  a,  gehörigen  Fundamentalsystems  r,,  r^,,  ...,  r,,^  sind  die  m  Wurzeln 
der  Gleichung 

j   r(r-l)...(:r-m  +  l)-f,r{r-l)...{r-m+2) 

Setzt  man  y  =  (x-a^^"  Ai,  so  erhält  man  eine  Differentialgleichung  für 
?<  in  welcher  der  Coefficient  von  u  verschwindet,  welcher  also  durch  u  —  Const. 
genügt  wird;  daraus  folgt,  dass  die  Functionen 

{x-aj\  {x-aj%  ...,  (a;-aj'"' 

selbst  das  Fundamentalsystem  constituiren,  so  dass  das  allgemeine  Integral 
der  Differentialgleichung  (4.),  wie  bekannt, 

1 

wird,  wo  c  ,  r^,  ...,  c,„  Constanten  sind.  (Yergl.  Cauchy,  Exercices  de  ma- 
thematiques,  vol.  I,  pag.  261). 


1)  Kiemanns  Werte  (1892),  S.  74  £F.    Seh. 

19" 
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7. 

Die  linearen  Differentialgleichungen  mit  algebraischen  Coefficienten,  denen 
algebraische  Integrale  genügen,  sind  entweder  der  Art,  dass  ihnen  auch 
nicht  algebraische  Integrale  genügen,  oder  derart  dass  sie  nur  algebraische 
Integrale  zulassen.  Der  zweite  Fall  tritt  ein,  wenn  es  ein  Fundamentalsystem 
giebt,  dessen  Elemente  algebraische  Functionen  sind. 

Es  ist  von  Interesse,  dass  die  letztere  Art  zu  der  Klasse  von  Differential- 
gleichungen gehört,  welche  durch  die  Gleichung  (10.)  in  No.  4  characterisirt  sind. 

Es  sei  Y)  Wurzel  einer  Gleichung 

(1.)  rj''+«,T,''-' +  «,7,"-' +  •••  +  «„  =  0, 

wo  «j ,  «j ,  . . . ,  «„  rationale  Functionen  von  x  sind ,  welche  der  Differential- 
gleichung 

(2.)  -d^-P'l^-P^l^ ^'"^  =  0 

genügt,  deren  Coefficienten  p^, 2\i  •■mK,,  ebenfalls  rationale  Functionen  von  x 
sind;  so  gehören  diejenigen  Punkte,  für  welche  eine  Verzweigung  oder  ein 
Unendlich  wer  den  von  yj  stattfindet,  offenbar  zu  den  singulären  Punkten 
«pß^,  ...,«    der  Differentialgleichung  (2.). 

In  der  Umgebung  von  a.  ist  daher  bekanntlich 

(3.)  ri  =  j:,c,{x-ay^^, 

0 

wenn  (i  die  Anzahl  der  Elemente  desjenigen  Cyclus  der  Wiu-zeln  der  Gleichung 
(l.)  bedeutet,  zu  dem  y)  gehört,  und  v  eine  positive  ganze  Zahl  oder  Null  ist, 
je  nachdem  tj    im  Punkte  a.  unendlich    oder   endlich  ist.     (Vergl.  PuiSEtrx  in 
LiouviLLES  Journal  de  mathematiques,  T.  XV  und  XVI.) 
Dieser  Gleichung  geben  wir  die  Form: 


''  +  -:r  ,  s-^  +  rr  ,  ,-r  + 


fi-i 


32]  wo  cpji,  cpj,  ...,  cp    j  in    der  Umgebung  von  a.  eindeutige,    endliche  und  con- 

tinuirliche  Functionen  sind.     Ich  behaupte  nun, 

dass  jedes  Glied  (x  —  a^)      ''.cp^,  für  sich  ein  Integral  der  Diffe- 
rentialgleichung (2.)  ist. 
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Das  Resultat  der  Substitution  A-on  (x  —  a.)  ''.cp^  an  die  Stelle  von  y  in 
die  linke  Seite  der  Differentialgleichung  (2.)  hat  die  Gestalt  {x  —  a.Y'\)^,  wo 
^^  eine  in  der  Umgebung  von  a^  eindeutige  Function  von  x  bedeutet.  Man 
hat  daher 

(5.)      (x  -  ß,)° .  ^i^o  +  (a;  -  «,)''  .<^,  +  {x-  «,)"  .^^  + ...  +  (x~a,)  ^  .  ^,,_,  =  0. 

Da  diese  Gleichung  für  jeden  Werth  von  x  identisch  erfüllt  sein  muss, 
so  leitet  man  daraus  durch  ft  —  1  malige  Umkreisung  des  Punktes  a^  folgendes 
System  von  ^  Gleichungen  ab: 

ix-a,y<}^,+         (rc-a,)'".6,+  i^-fuT  ■'^t+ ■- +  (^ -«.)''   -V«  =  0, 


(6.) 


{x-a;)''']>^+     «-(a;-«,.)'*.^|-,+       ft*(.r-a,.)"  .■;-,+  •••+      «"■"-"  (a;  -  a.)  ■"   .t}*^_,  =  0, 


(x -  cii)"  'io  +  «""'  {x -  «,.)'*  .  'I,  +  «'  'f -"  (r -«,.)".  6,  +  ■••  +  a^"-" "'-" (:r  -  «,.)" 


■V,.- 


wenn  man  mit  a  eine  primitive  Wurzel  der  Gleichung  x^  =  1   bezeichnet. 
Da  die  Determinante 


1  1 
1  « 
1     u' 


1      «"-'  a^'f-"  .  .  .     «<"-»■ 
bekanntlich  nicht  verschwindet,  so  muss 

(7.)  {x-a,f.'h,  =  0 

-V+-3- 

sein,  für  a  =  0, 1,  2, . . .,  fi  — 1,  d.  h.  es  muss  (o;— a.)      "  .cp^  für  a  =  0, 1,  2, . . .,  ft— 1 
ein  Integi-al  der  Differentialgleichung  (2.)  sein. 

Es  werde  nunmehr  vorausgesetzt,  dass  die  Differentialgleichung  (2.)  nur 
algebraische  Integrale  zulasse.  Ist  alsdann  ^,, '1j,  •  •  •) ''jn  irgend  ein  Funda- 
mentalsystem, so  hat  man  in  der  Umgebung  von  a. 


(8.) 
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für  b  =  1 ,  2 ,  ...,  m,  wenn  man 

a 

setzt,  wo  ftj  und  v^  positive  ganze  Zahlen  sind,  wovon  jedoch  die  letztere  auch 
Null  sein  kann,  und  ^^^  eine  in  der  Umgebung  von  a.  eindeutige,  continuir- 
liche  und  endliche  Function  bedeutet  (s.  Gleichung  (4.)). 

Die  Anzahl  der  verschiedenen  Grössen  u,  durch  welche  die  Grössen  tj 
ausgedrückt  werden,  darf  nicht  kleiner  als  m  sein.  Denn  sonst  würde  die 
Elimination  derselben  aus  den  m  Gleichungen: 

0 
■'i2     ^^        Zi»    '"'2,0) 


...  flm-1      •  ... 

^/»   =     Sa  «>„,a, 
ü 

die  sich  aus  der  Gleichung  (8.)  ergeben,  eine  lineare  homogene  Gleichung 
mit  Constanten  Coefficienten  zwischen  ''Ji)  t),)  •  •  •)  ^1,,,  ergeben;  dieses  wider- 
spräche aber  dem  Character  des  letzteren  Systems  von  Functionen  als  eines 
Fundamentalsystems.  —  Da  aber  die  Grössen  u,  nach  dem  Obigen,  Integrale 
der  Differentialgleichung  (2.)  sind,  und  sich  daher  als  homogene  lineare  Func- 
tionen der  Grössen  tj  mit  constanten  Coefficienten  darstellen  lassen,  so  drücken 
sich  alle  Grössen  u  als  lineare  homogene  Functionen  mit  constanten  Coeffi- 
cienten von  m  unter  ihnen  aus.  Die  letzteren  m  Grössen  ti  müssen  so  aus- 
gewählt werden  können,  dass  zwischen  denselben  keine  lineare  homogene  Re- 
lation mit  constanten  Coefficienten  stattfindet.  Denn  sonst  würde  die  Anzahl 
der  verschiedenen  «<,  wodurch  sich  die  Grössen  7]  ausdrücken  lassen,  unter  m 
herabsinken,  was  schon  als  unmöglich  erkannt  worden. 

Hiermit  ist  bewiesen,  dass  m  der  Grössen  u  ein  Fundamentalsystem  con- 
stituiren;  die  Elemente  desselben  werden  mit  Potenzen  von  x  —  a  multipliciit 
in  der  Umgebung  von  a.  eindeutig,  continuirlich  und  endlich. 

Da  dieses  für  alle  Punkte  o^,  a^,  ...,  a_  gilt,  und  dasselbe  für  den  Punkt 
cx)  stattfindet,  wie  sich  ergiebt,  wenn  man  —  statt  x  in  die  Differential- 
gleichung (2.)  setzt,  so  erhält  man  den  Satz: 
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Die  linearen  Differentialgleichungen  mit  algebraischen  Co- 
efficienten,  welchen  nur  durch  algebraische  Integrale  genügt 
werden  kann,  gehören  zu  der  Klasse  der  durch  die  Gleichung 
(10.)  in  No.  4  repräsentirten  Differentialgleichungen. 

Da  eine  algebraische  Function  die  Eigenschaft  hat,  nach  einer  endlichen 
Anzahl  von  Umläufen  um  einen  singulären  Punkt  den  ursprünglichen  Werth 
wieder  anzunehmen,  so  folgt: 

In  diesem  Falle  sind  auch  alle  Wurzeln  der  Gleichungen  (13.) 
und  (15.)  in  No.  4,  oder  die  Exponenten,  zu  denen  die  einzelnen 
Elemente  der  auf  alle  singulären  Punkte  und  den  Punkt  oo  be- 
züglichen Fundamentalsysteme  gehören,  rationale  Zahlen. 

Daraus  folgt  aber  noch  nicht  umgekehrt,  dass  eine  Differentialgleichung  [34 
der  Form  (10.)  in  No.  4,  unter  der  Voraussetzung,  dass  die  Gleichungen  (13.) 
und  (15.)  derselben  Nummer  rationale  Zahlen  sind,  auch  immer  nur  alge- 
braische Integrale  hat.  —  Denn  wenn  auch  in  jedem  Verzweigungspunkte 
eines  Integi-als  nur  eine  endliche  Anzahl  von  Zweigen  zusammenhangen,  so 
können  dennoch  durch  die  unendliche  Anzahl  von  Combinationen  der  Umläufe 
um  die  singulären  Punkte  unzählig  viele  Zweige  hervorgebracht  werden.  — 
Es  bleibt  vielmehr  noch  die  Untersuchung  übrig,  unter  welchen  Bedingungen 
die  Anzahl  dieser  Zweige  für  jedes  Integral  endlich  ist,  wodurch  erst  dem 
wesentlichen  Erforderniss  einer  algebraischen  Function,  in  jedem  Punkte  nur 
eine  endliche  Anzahl  von  Werthen  zu  haben,  genügt  würde. 

Sind  aber  für  jeden  singulären  Punkt  die  Wiu-zeln  der  Gleichung  (13.) 
reale  ganze  Zahlen,  so  sind  die  Elemente  aller  Fundamentalsysteme  und  folg- 
lich jedes  Integral  in  der  ganzen  Ebene  eindeutig,  nur  in  einer  endlichen 
Anzahl  von  Punkten,  in  jedem  von  endlicher  Ordnung  unendlich,  daher  sind 
alle  Integrale  rationale  Functionen  von  x.  —  Dieser  besondere  Fall  ergiebt 
daher  den  folgenden  Satz: 

Die  nothwendigen  und  hinreichenden  Bedingungen  dafür,  dass 
eine  lineare  Differentialgleichung  nur  rationale  Integrale  habe, 
bestehen  darin,  dass  sie  die  Form  der  Differentialgleichung  (10.) 
in  No.  4  habe,  und  dass  für  jeden  singulären  Punkt  die  Wurzeln 
der  Gleichung  (13.)    derselben   Nummer   reale    ganze    Zahlen   sind. 

Da    die   Voraussetzung,    dass    die    p  Gleichungen,    welche    sich    aus    der 
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Gleichung  (13.)  in  No.  4  für  i  ==  1,  2,  ...,  q  ergeben,  reale  ganzzahlige  Wurzeln 
haben,  schon  den  Umstand  zur  Folge  hat,  dass  die  Integrale  der  Differential- 
gleichung (2.)  in  der  ganzen  Ebene  eindeutig  sind,  so  ergiebt  sich,  dass  in 
diesem  Falle  auch  die  Gleichung  (J5.)  derselben  Nummer  reale,  ganzzahlige 
Wvurzeln  hat,  wodurch  ein  interessanter  Zusammenhang  zwischen  diesen  alge- 
braischen Gleichungen  festgestellt  wird. 


Es  sei  mir  erlaubt,  diese  Arbeit  mit  einer  Bemerkung  über  die  Form 
der  Integrale  einer  beliebigen  linearen  Differentialgleichung  m*"  Ordnung, 
deren  Coefficienten  den  in  No.  1  angegebenen  Bedingungen  genügen,  zu  be- 
schliessen. 

Das  Verhalten  der  Integrale  einer  linearen  Differentialgleichung  ist  diu'ch 
das  Verhalten  der  Fundamentalsysteme  bedingt.  In  Bezug  auf  diese  lässt 
sich  nun  aus  dem  in  No.  3  gegebenen  Satze  folgender  Satz  ableiten: 

Es  sei  a.  irgend  ein  singulärer  Punkt,  so  lässt  sich  ein  Funda- 
mentalsystem 2/,^,  t/.j,  ■■■,y,„,  bestimmen,  welches  folgende  Form  hat: 

2/.-2   =  ?.i  +?.2  log(a;-a,), 

Vis   =  ?3i  +  9n  log  («-«..)  +  ?33  (log{x-a,)y, 


Vim    =    9«n  +  ?»2  log  (^  -  «.)  +  ?.«3  (log  (•«  -  «.))'  +  •  •  •  +  ?,»m  (log  {x  -  fl,))'"    ' , 

35]  wo  die  Grössen  cp  Functionen  von  .r  von  der  Beschaffenheit 
sind,  dass  diejenigen,  welche  denselben  ersten  Index  haben,  mit 
derselben  Potenz  von  x  —  a.  multiplicirt  in  der  Umgebung  von  a. 
eindeutig  werden. 

Wir  wollen  von  einem  solchen  Systeme  sagen,  dass  es  zum  singulären 
Punkte  a   gehört. 

In  No.  3  haben  wir  gezeigt,  dass  es  ein  Fundamentalsystem  der  Differential- 
gleichung 

(1.)  d^  =  ^^.rf?^  +  ^^^rf^^  +  -+^^"'^ 

giebt,  wovon  ein  Element  mit  einer  Potenz  von  x  —  a.  multiplicirt  in  der  Um- 
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gebung  von  a.  eindeutig  wird;  dadurch  ist  die  Form  von  i/.^  gerechtfertigt.  — 
Setzt  man  in  die  Differentialgleichug  (1.) 

(2.)  y  =  y,^fudx, 

so  erhält  man  für  ti  eine  lineare  Differentialgleichung  m  —  1  *"  Ordnung 

(3.)  j^^-ü.j^^  +  -  +  U.-.u, 

deren  Coefficienten  ganze  Functionen  der  Grössen  p  und  der  Grössen 

?/,,    dx  '     Pn    dx^   ' 

sind.  Diese  Differentialgleichung  hat  daher  in  der  Umgebung  von  a.  ausser 
diesem  letzteren  Punkte  noch  diejenigen,  in  denen  y.^  verschwindet,  als  singu- 
lare Punkte.     Derselben  genügen  aber  die  m  —  1  Integi-ale 


dx 


\ij'    "^  ~  dxill)'    •■■'    "-"-'  -  dxUJ^ 


wenn  y,.^,  y,.,,  ...,  2/,„,  Integrale  der  Differentialgleichung  (1.)  sind,  die  mit  y^.^  zu- 
sammen ein  Fundamentalsystem  constituiren.  Zwischen  den  Grössen  M^,  u^, . . .,  u^_ 
findet  keine  lineare  homogene  Relation  mit  constanten  Coefficienten  statt.  Denn 
aus  dieser  Relation  würde  durch  Integration  eine  ähnliche  für  y.^ ,  y.^,  ...,  y. 
folgen.  Daher  constituiren  die  Grössen  «',>  w^)  •  ••,  ^™.,  ein  Fundamentalsystem 
der  Differentialgleichung  (3.);  und  es  ist  unter  den  in  der  Umgebung  von  a 
liegenden  singulären  Punkten  der  Differentialgleichung  (3.)  a  der  einzige,  für 
den  eine  Verzweigung  der  Integrale  derselben  stattfinden  kann.  Umschliesst 
man  den  Punkt  a.  mit  eiaer  beliebig  kleinen,  aber  endlichen  Curve,  so  ist 
in  dem  übrigen  Theile  F  der  Umgebung  von  a.  die  Anzahl  der  Punkte,  für 
welche  y.^  verschwindet,  endlich.  Denn  es  sei  r.^  der  Exponent,  für  den 
(«  — a.)  ".?/^.j  =  y\^  in  der  Umgebung  von  a  eindeutig  wird,  so  ist  y[^  inner- 
halb F  endlich,  eindeutig  und  continuirlich.  Ist  diese  Function  auf  der  Be- 
grenzung von  F  nirgends  Null,   so  ist  j=^fdlogy'.^,    auf   diese    Begrenzung 

erstreckt,  endlich.  Ist  aber  in  einzelnen  Punkten  dieser  Begrenzung  y'.^  Null, 
so  kann  dieses,  da  y'.^  nicht  identisch  verschwindet,  nur  in  einer  endlichen 
Anzahl  von  Punkten  geschehen.  Alsdann  kann  man  aber  durch  eine  beliebig 
kleine  Verschiebung  dieser  Begrenzung    eine  Fläche  F'  herstellen,    auf  deren 

Fnchs,  mlthem.  Werte.    I.  20 
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Begi'enzung  y[^  nicht  verschwindet,  und  innerhalb  welcher  die  Anzahl  der 
Punkte,  für  die  y'.^  verschwindet,  von  der  Anzahl  derer  in  F  nur  um  eine  end- 
liche Zahl  verschieden  ist.    Es  ist  nunmehr  — -=■  fd  log  y'.^,  auf  die  Begrenzung 

36]  von  F'  bezogen,  endlich.  Da  aber  — -=r  fd log  1/.^  auf  die  Begrenzung  von 
F  oder  F'  bezogen  resp.  die  Anzahl  der  Punkte  innerhalb  F  oder  F'  angiebt, 
für  die  y'^^  verschwindet  (weil  die  Function  innerhalb  dieser  Flächen  endlich 
ist),  so  folgt,  dass  y'.^  innerhalb  F  nur  in  einer  endlichen  Anzahl  von  Punkten 
verschwindet.  —  Es  lässt  sich  daher  innerhalb  F  ein  den  Punkt  a.  umgebender 
Ring  S  von  endlicher  Breite  bestimmen,  innerhalb  dessen  y^^  nicht  verschwindet 
und  daher  die  Coefficienten  der  Differentialgleichung  (3.)  eindeutig,  continuir- 
lich  und  endlich  sind.  Mit  Hülfe  derselben  Principien,  durch  welche  der 
Satz  in  Nb.  3  bewiesen  wurde,  wird  jetzt  gezeigt,  dass  aus  dem  Fundamental- 
systeme ?/,,  M„,  ...,«i^,__j,  wovon  kein  Element  innerhalb  S  unendlich  wird,  ein 
anderes  abgeleitet  werden  kann,  wovon  ein  Element  u[  mit  einer  Potenz  von 
a;  — «.  multiplicirt  innerhalb  8  eindeutig,  continuirlich  und  endlich  wird.  Be- 
kanntlich gilt  alsdann  für  u[  innerhalb  S  eine  Entwickelung  der  Form: 

U[    =    (X-  O,)?  2a  Ca (* '  «.)"  +  (^ "  «.■)°  2a  C_„ {x  -  W,)-". 

0  1 

Enthält  dieser  Ausdruck  nicht  die  Potenz  (x  —  a.)~^,  so  folgt  nach  den 
Principien  der  No.  1  aus  der  Gleichung  (2.)  ein  Integral  y.,^  der  Diiferential- 
gleichung  (1.)  der  Form 

wo  cpj^j  mit  einer  Potenz  von  x  —  a.  multiplicirt  in  der  Umgebung  von  a.  ein- 
deutig wird. 

Enthält  aber  der  Ausdruck  für  ti[  die  Potenz  (x  — aj"',  so  erhält  man  aus 
der  Gleichung  (2.) 

y.-2     ===     ?2.+   ?22  log  («-«.), 

wo  cpjj  und  cpjj  mit  derselben  Potenz  von  x  —  a.  multiplicirt  in  der  Umgebung 
von  a.  eindeutig  werden. 

Hierdurch  ist  die  in  dem  obigen  Satze  aufgestellte  Form  von  y^.,^  be- 
gründet. 

Setzt  man 
(4.)  u  =  v\jvdx, 
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SO  erhält  man  für  v  eine  lineare  Differentialgleichung  m  —  2**'  Ordnung 
(5.)  ^^^  =  r,^^^  +  -+r„_,v, 

deren  Coefficienten  ganze  Functionen  der  Grössen  q  und  der  Grössen 

1    du[        1    d'wj 
Mj    dx  '     u[    dx^  ' 

sind.  Diese  Differentialgleichung  hat  daher  in  der  Umgebung  von  a  ausser 
diesem  letzteren  Punkte  noch  diejenigen  Punkte,  in  denen  y.  oder  u'  ver- 
schwindet, zu  singulären  Punkten.  Es  ist  wieder  leicht  zu  zeigen,  dass  von 
denselben  a.  der  einzige  ist,  in  dem  eine  Verzweigung  stattfinden  kann,  und 
dass  die  Anzahl  derjenigen  von  ihnen,  die  sich  innerhalb  F  befinden,  endlich 
ist.  Daraus  ergiebt  sich  alsdann,  dass  man  ein  Fundamentalsystem  der  Diffe- 
rentialgleichung (5.)  finden  kann,  wovon  ein  Element  f,  mit  einer  Potenz  von 
x  —  a.  multiplicirt  innerhalb  eines  den  Punkt  a.  umgebenden,  ganz  in  den  Ring 
S  hineinfallenden  endlichen  Ringes  S'  eindeutig,  endlich  und  continuirlich 
wird.     Es  ist  alsdann  innerhalb  S' 

v,^{x-  a,y  !;„  d„  {x  -  a,)"  +  {x-  a,)'  'Z^d_^(x-  a,)-\ 

Enthält  dieser  Ausdruck  nicht  die  Potenz  {x  —  a.)~\  so  erhält  man  aus  [37 
der  Gleichung  (4.)  ein  Integral  der  Differentialgleichung  (3.)  der  Form 

«;  =  ^, 

wo  <\i  die  Eigenschaft  hat,  mit  einer  Potenz  von  x  —  a^  multiplicirt  innerhalb 
S'  eindeutig,  continuirlich  und  endlich  zu  werden.  Es  lässt  sich  daher  ']/ 
innerhalb  S'  unter  der  Form 

^  =  {x-  a,y  ±,  e,  {X  -  a,y  +  {x-  a^f  ±^  e_,  (x  -  a.)-« 

0  1 

darstellen.  Enthält  auch  diese  Reihe  nicht  die  Potenz  {x  —  a.y\  so  ergiebt 
die  Gleichung  (2.)  ein  Integral  y.^  der  Differentialgleichung  (1.)  der  Form 

(a)  2/,3  =  931  > 

wo  9jj  mit  einer  Potenz  von  x  —  a.  multiplicirt  in  der  Umgebung  von  a.  ein- 
deutig wird. 

20* 
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Enthält  aber  die  Reihe  für  «j;  die  Potenz  (x  —  a.)~\  so  ergiebt  die  Glei- 
chung (2.)  ein  Integral  der  Form 

WO  <p3j  und  cpj2  mit  derselben  Potenz  von  x  —  a  multiplicirt  in  der  Umgebung 
von  «,.  eindeutig  werden. 

Enthält  die  Reihe  für  v^  die  Potenz  (a;  — «.)"',  so  liefert  die  Gleichung 
(4.)  ein  Integral  der  Differentialgleichung  (3.)  der  Form 

<  =  l*  + 'l'i  log  (x -«,.), 

wo  <\)  und  '\)^  mit  derselben  Potenz  von  x  —  a^  multiplicirt  innerhalb  S'  ein- 
deutig, continuirlich  und  endlich  werden.  Diese  Grössen  lassen  sich  daher 
innerhalb  S'  unter  der  Form 

(x - a,y'  f,,e',(x- «,)"  +  {x- a,y  ±, e'_, {x - «,)-" 

0  1 

darstellen.  Enthält  die  Reihe  für  ({^^  nicht  die  Potenz  (ic  — a^)"',  so  gelangt 
man  wieder  durch  die  Gleichung  (2.)  zu  einem  Integi'ale  der  Form  (b).  Ent- 
hält aber  jene  Reihe  die  Potenz  {x  —  a.y\  so  erhält  man 

(c)  Vi3  =  ?3.  +  ?32  log  (^  -  «.)  +  ?»3  (log  {X  -  ajf , 

^^  ?3i' ?82' ?S3  ^^  ^^^  derselben  Potenz  von  x  —  a.  multiplicirt  in  der  Um- 
gebung von  a.  eindeutig  werden. 

Hierdurch  ist  die  Form  von  y.^^  so  wie  sie  im  obigen  Satze  gegeben 
worden,  begründet.  Fährt  man  so  fort,  so  wird  überhaupt  gezeigt,  dass  man 
ein  System  von  Integralen  y.^^  y.^,  ...,  y^.^^^  ermitteln  kann,  welche  die  im  obigen 
Satze  aufgestellte  Form  haben.  —  Dass  man  aber  auf  diesem  Wege  ein 
Fundamentalsystem  erhält,  ergiebt  sich  aus  dem  Satze  am  Schlüsse  der  No.  2. 
—  Für  den  Punkt  oo  ergiebt  sich  ein  Fundamentalsystem  von  ähnlicher  Ge- 
stalt, wenn  man  in  die  Differentialgleichung  (1.)  —  statt  x  setzt. 

Um  den  Verlauf  der  Integrale  einer  gegebenen  linearen  Differential- 
gleichung in  der  ganzen  Ebene  bestimmen  zu  können,  sind  mithin  zweierlei 
Untersuchungen  nöthig: 

38]  1)  Für  jeden  singulären  Punkt  müssen  die  Grössen  cp  bestimmt  werden, 
wodurch  das  Verhalten  des  zugehörigen  Fundamentalsystems,  folglich  aller 
Integrale  in  der  Umgebung  dieses  Punktes  gegeben  ist. 


ZUR  THEORIE  DER  LINEAREN  DIFFERENTIALGLEICHUNGEN.  157 

2)  Es  müssen  die  Coefficienten  der  linearen  Substitutionen  ermittelt 
werden,  wodurch  sich  die  zu  den  verschiedenen  singulären  Punkten  gehörigen 
Fundamentalsysteme  durch  einander  ausdrücken. 

Die  Grössen  9  lassen  sich  in  der  Umgebung  von  a.  durch  Reihen  der 
Form 

p.  1 

darstellen,  wo  r  für  alle  cp  mit  demselben  ersten  Index  denselben  Werth  hat. 
Man  muss  die  Ausdrücke  für  die  Integrale  y.^  in  die  Differentialgleichung 
substituiren,  um  die  Grössen  )•  und  die  Coefficienten  c  zu  bestimmen. 

Mit  Hülfe  des  in  dieser  Nummer  enthaltenen  Satzes  kann  man  den  Inhalt 
der  vorigen  Nummer  auf  eine  einfachere  Weise  ableiten.  Ich  habe  es  jedoch 
der  Deutlichkeit  wegen  vorgezogen,  mich  bei  jener  Untersuchung  auf  die  da- 
selbst gültigen  speciellen  Voraussetzungen  zu  stützen. 

Berlin,  im  Januar  1865. 


ANMERKUNGEN. 


'y 


1)  Änderungen  gegen  das  Original. 

Es  wurde  gesetzt: 

S.  115  im  letzten  Gliede  der  ersten  Gleichung  fcj  statt  6^, 

„    129,  Zeile  12  »Man  vertheile«  statt  »Vertbeilt  manc, 

„    131,     „      10  V.  u.  ato  statt  «t«, 

„    135,      „       9  im  Exponenten  des  letzten  Factors  r^j,  statt  /„„, 

„    136  im  zweiten  Gliede  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  (11.)     .^-i    da;"'-»  ' 

„    138,  Zeile  9  v.  u.  (3.)  statt  (2.), 

„    153,  154  dreimal  2tiV'^  statt  2 Tri, 

„    154  —  157  am  Fusse  des  zweiten  2 -Zeichens   in  den  daselbst  auftretenden  LAtmENTSchen 

Reihen  1  statt  0, 
„    157,  Zeile  12,  13  »daselbst«  statt  »dasselbe«; 
„    147  unten  wurde  das  Citat  „Caücht  etc."  genauer  gefasst. 

2)  Die  vorstehende  Abhandlung,  die,  wie  mir  aus  Mittheilungen  des  Autors  bekannt,  in  verhältnissmässig 
kurzer  Zeit  (Üctober  bis  Weihnachten  1864)  verfasst  worden  ist  und  als  Programmarbeit  zu  einem 
vorher  festgesetzten  Zeitpunkte  abgeliefert  werden  musste,  wurde  später  in  umgearbeiteter  Fassung  im 
Journal  f.  d.  r.  u.  a.  Mathematik  veröffentlicht  (siehe  die  folgende  Abhandlung);  nur  die  Nummern  1,  2,  6 
sind  im  Wesentlichen  unverändert  in  die  zweite  Redaction  übergegangen.  Die  Nummern  4  — 7  der  ersten 
Bearbeitung  enthalten  manches  fehlerhafte.  So  ist  in  der  No.  4  die  Fassung  der  Aufgabe  (S.  126)  zu 
eng  und  demgemäss  die  am  Schlüsse  dieser  Nummer  aufgestellte  Bedingung  zwar  nothwendig  aber  nicht 
hinreichend  —  was  a.  a.  0.  behauptet  und  in  der  No.  5  zu  beweisen  versucht  wird.  In  der  That  ist 
(wie  aus  den  Erörterungen  der  folgenden  Abhandlung  hervorgeht)  der  Schluss  im  letzten  Absätze  von 
S.  143  nur  dann  ohne  Weiteres  gestattet,  wenn  die  »•;,,...,»•,•,»  "icht  nur  von  einander  verschieden, 
sondern  auch  nicht  um  ganze  Zahlen  von  einander  verschieden  sind.  In  der  No.  6  ist  in  II.  (S.  146)  der 
Werth  von  p  (Gl.  (3.))  unrichtig;  die  vorhergehende  Gleichung  ist  ausser  für  den  im  Texte  richtig  ange- 
gebenen Fall  »»  =  2,  e  =  2  noch  für  m  =  1  und  ein  beliebiges  q  erfüllt;  danach  ist  der  Satz  »Zweitens« 
zu  berichtigen;  in  III.  wäre  hinzuzufügen,  dass  die  rj,  . . .,  r,„  als  von  einander  verschieden  vorauszusetzen 
sind  (vgl.  die  allgemeine  Fassung  in  der  No.  6  III.  der  folgenden  Abhandlung).  In  der  No.  7  sind  die 
Aussagen  (S.  151,  Zeile  12  v.  u.  bis  Scbluss  der  Nummer)  nur  dann  zutreffend,  wenn  noch  die  Bedingungen 
als  erfüllt  vorausgesetzt  werden,  die  das  Auftreten  von  Logarithmen  in  den  Entwickelungen  der  Integrale 
in  der  Umgebung  eines  jeden  siugulären  Punktes  verhindern. 

Trotz  dieser  Mängel,  die  bei  der  zweiten  Redaction  (folgende  Abhandlung),  mit  Ausnahme  des  bei 
der  No.  6  II.  angemerkten  Verschens  bei  der  Berechnung  von  e,  beseitigt  worden  sind,  schien  der  voll- 
ständige Wiederabdruck  dieser  Abhandlung  einerseits  im  Hinblick  auf  die  Nummern  7,8,  andererseits 
mit  Rücksicht  darauf  gerechtfertigt,  dass  diese  erste  Redaction  einen  wichtigen  Einblick  in  die  Ent- 
wickclung  der  Ideen,  die  den  Verfasser  zur  Begründung  der  modernen  Theorie  der  linearen  Differential- 
gleichungen geführt  haben,  gewährt.  ScH. 


VI. 


ZUR  THEORIE  DER  LINEAREN  DIFFERENTIALGLEICHUNGEN 
MIT  VERÄNDERLICHEN  COEFFICIENTEN. 

(Journal  für  die  reine  und  angewandte  Mathematik,  Bd.  66,  1866,  S.  121 — 160.) 


Nach  dem  gegenwärtigen  Standpunkte  der  "Wissenschaft  stellt  man  sich  [121 
in  der  Theorie  der  Differentialgleichungen  nicht  sowohl  die  Aufgabe,  eine 
gegebene  Differentialgleichung  auf  Quadraturen  zurückzuführen,  als  vielmehr 
die,  den  Verlauf  ihrer  Integrale  für  alle  Punkte  der  Ebene,  d.  h.  für  alle 
Werthe  der  unbeschränkt  Veränderlichen  aus  der  Differentialgleichung  selbst 
abzuleiten.  Die  Analysis  lehrt  eine  Function  determiniren ,  wenn  man  das 
Verhalten  derselben  in  der  Umgebung  derjenigen  Punkte  ermitteln  kann,  für 
welche  sie  unstetig  oder  mehrdeutig  wird.  Es  ist  daher  die  wesentliche  Auf- 
gabe bei  der  Integration  einer  gegebenen  Differentialgleichung,  die  Lage  dieser 
Punkte  und  das  Verhalten  der  Integrale  in  deren  Umgebung  festzustellen.  — 
In  diesem  Sinne  haben  Briot  und  Bouquet  im  Journal  de  l'Ecole  Polytech- 
nique,  cah.  36,  die  Differentialgleichungen  der  Form  F\y,  -~-\  =  0  behandelt, 
wenn  F\y,  -^j  eine  ganze  Function  von  y  und  -^  bedeutet.  —  In  den  Ab- 
handlungen der  Societät  der  Wissenschaften  zu  Göttingen  vom  Jahre  1857^) 
hat  RiEMANN  die  Differentialgleichung  hergeleitet,  welcher  die  durch  die 
GAUSssche  Reihe  JP(a, /3,  y,  a)  darstellbaren  Functionen  genügen;  und  man 
kann  umgekehrt  die  dortige  Abhandlung  als  eine  solche  ansehen,  wodurch 
die  Integration  jener  Differentialgleichung  geleistet  ist.    —   Im  Folgenden  er- 


1)  Eiemanns  Werte,  (H.  Anfl.  1892),  S.  67.    Seh. 
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laube  ich  mir  einige  Ergebnisse  einer  über  lineare  Differentialgleichungen  mit 
veränderlichen  Coefficienten  angestellten  Untersuchung  mitzutheilen,  zu  welcher 
ich  durch  das  Studium  der  RiEMANNSchen  Abhandlung  veranlasst  wurde.  Es 
ergab  sich,  dass  die  Integi-ale  einer  beliebigen  linearen  Differentialgleichung, 
welche  kein  von  der  abhängigen  Variabein  freies  Glied  enthält,  bei  Um- 
läufen um  die  singulären  Punkte  sich  wie  Potenzen  und  Logarithmen  ver- 
halten (No.  3).  Von  besonderem  Interesse  sind  diejenigen  linearen  Diff'erential- 
gleichungen,  deren  sämmtliche  Integrale  mit  einer  bestimmten  endlichen  Potenz 
von  x  —  a  multiplicirt  für  x  ^  a  endlich  bleiben,  für  jeden  endlichen  Werth 
122]  von  a,  und  mit  einer  bestimmten  Potenz  von  —  multiplicirt  für  a;  =  00 
dieselbe  Eigenschaft  besitzen.  Ihre  Form  ist  in  No.  4  und  5  vollständig  |fest- 
gestellt.  Ein  specieller  Fall  dieser  Klasse  von  Differentialgleichungen  ist  die 
von  RiEMANN  in  der  ebenerwähnten  Abhandlung  erhaltene  Differentialgleichung, 
so  dass  die  Eigenschaften  der  durch  die  GAUSSSche  Reihe  darstellbaren  Func- 
tionen, von  denen  Riemann  ausgeht,  auch  von  einem  anderen  Gesichtspunkte 
aus  als  denselben  characteristisch  erkannt  werden  (No.  6).  Zu  derselben  Klasse 
von  Differentialgleichungen  gehören  auch  diejenigen  linearen  Differential- 
gleichungen, welchen  nur  algebraische  Functionen  genügen.  —  Im  Sommer 
1863  hielt  AVeierstrass  eine  Vorlesung  über  AsELSche  Functionen,  worin  er 
als  Einleitung  die  Fundamente  der  Theorie  der  linearen  Differentialgleichungen 
entwickelte.  Dieser  Vorlesung  werde  ich  mich  in  der  Art  der  begrifflichen 
Feststellung  der  Integrale  einer  linearen  Differentialgleichung,  wie  sie  in  No.  1 
angedeutet  ist,  im  Wesentlichen  anschliessen.  —  Die  vorliegende  Arbeit  ist, 
von  einzelnen  hier  angebrachten  Vereinfachungen  und  Zusätzen  abgesehen, 
zuerst  im  »Programm  der  städtischen  Gewerbeschule  zu  Berlin,  Ostern  1865« 
erschienen. 

1. 
Es  sei : 

eine  lineare  Differentialgleichung  »»'"Ordnung,  deren  Coefficienten  }\, p,,  •••■>?,» 
Functionen  von  x  sind,  die  innerhalb  eines  einfach  zusammenhangenden 
Flächentheils  T  der  a^Ebene  nur  in  einer  endlichen  Anzahl  von  Punkten  un- 
stetig  werden,  im  Übrigen   aber  innerhalb    dieser  Fläche    eindeutig    und   con- 
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tinuirlich  sind.  Diejenigen  Punkte  innerhalb  T,  für  welche  eine  oder  mehrere 
der  Functionen  p  unstetig  sind,  werden  wir  im  Folgenden,  nach  dem  Vor- 
gange von  Weierstrass,  singulare  Punkte  nennen.  —  Es  sei  ferner  x 
irgend  ein  Punkt  in  T  und  um  denselben  ein  Kreis  beschrieben,  welcher  sich 
bis  zum  nächsten  singulären  Punkte  erstreckt,  so  bezeichnen  wir  das  durch 
diesen  Kreis  abgegrenzte  Flächengebiet,  ebenfalls  nach  Weierstrass,  als  die 
Umgebung  des  Punktes  x^. 

Ist  nun  x^  ein  Punkt,  der  nicht  zu  den  singulären  gehört,  so  giebt  es 
innerhalb  T  eine  in  der  Umgebung  desselben  überall  endliche,  eindeutige  und 
continuirliche  Function  </,  welche  der  Differentialgleichung  (1.)  genügt  und 
so  beschaffen  ist,  dass  Vi-j-i  -j^j  ■■■i  ^m-i  für  x  =  x^  beliebig  gegebene  [123 
Werthe  annehmen.     Dieses  lässt  sich  folgendermassen  beweisen : 

In  der  Umgebung  von  x^  innerhalb  T  seien  die  Maxima  der  Moduln  der 
Functionen  p^,p^,  •••iP,n  ^^^V-  ^o  -^^j»  •••>  -^-^m-  Ist  0,  der  dem  Punkte  x^  zu- 
nächst liegende  singulare  Punkt,  und  setzt  man  mod  {a^  —  xj  =  r,  und 

31,         _  M,         ^  IJ,„         _  ^ 

„_„  ?i  >  r—r  '^"       *■■'  r  —  r  ''^"" 


so   ist   bekanntlich   (s.  Briot   et  Bouquet,    Joui'nal   de   l'Ecole   Polytechnique, 
cah.  36,  pag.  137)  für  jedes  ganzzahlige  0 

-<n-m.'  -Am-m. -^m-(^).. 

wo  wir  mit  {f{Xi\  den  Werth  einer  Function  f{x)  für  x  ^  x^  bezeichnen. 

Die    sämmtlichen    Ableitungen    einer    der   Differentialgleichung   (1.)    ge- 
nügenden Function  y  lassen  sich  auf  die  Form  bringen : 

worin    die  Grössen  21    sich    aus    den  Grössen  p   und  deren  Ableitungen  durch 
die  Operationen  der  Addition  und  Multiplication  zusammensetzen. 
Man  bilde  nunmehr  die  Differentialgleichung 

...  d"'u  d"'~^u  d"'~^  u 

(3.)  -ä^  =  '?.j^^+9,-^^^  +  -  +  ?,.>u, 

so  lassen  sich  die  sämmtlichen  Ableitungen  einer  derselben  genügenden  Func- 

Fuchs,  mathem.  Werte.    I.  21 
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tion  M  in  der  ähnlichen  Form 

(4.)       ^  =  «.(x)-£:ä+s.(^)-£ä+-+Sa™(^)« 

darstellen.  Die  Grössen  33  werden  aus  den  entsprechenden  Grössen  21  abge- 
leitet, indem  man  an  die  Stelle  einer  jeden  Function  p  und  ihrer  Ableitungen 
die  entsprechende  Function  cp  und  ihre  entsprechenden  Ableitungen  setzt. 
Hieraus  folgt,  dass 

S8„,  {x,)  >  mod  SI„,  (x,) ,     a3„,  {x„)  >  mod  9(„,  (.rj ,     .  .  . ,     Sß„,„  (x,)  >  mod  9I„,  {x,). 

Wenn  sich  daher  eine  in  der  Umgebung  von  x^  eindeutige,  continuirliche  und 
endliche  Function  u  bestimmen  lässt,  der  Art,  dass  sie  der  Differentialgleichung 
(3.)  genügt,  und  dass  für  a;  =  ir„  die  Grossen  ^h  ^ , -j^ ,■■■■, -ö^^ü^  beüebig 
124]  gegebene  positive  Werthe  annehmen,  so  existirt  auch  eine  in  der  Um- 
gebung von  x^  eindeutige,  continuirliche  und  endliche  Function  y  von  der  Be- 
schaffenheit, dass  sie  der  Differentialgleichung  (1.)  genügt,  und  dass 


y-     ^ 


dy       d'  y  d'" 

dx  '     dx'  '     '  '  ' '      dx"' 


für  tc  =  a;„  beliebig  gegebene  Werthe  annehmen. 

Setzt  man  ^^^^  =  ^,  so  lässt  sich  die  Differentialgleichung  (3.)  auf  die 
Gestalt  bringen: 

(3a.)  (I-.)^  =  M,r^^My^^-^M,,-,. 

Versucht  man  dieser  Differentialgleichung  durch  eine  Reihe  von  der  Form 
^  =  2  ^a*"  ^^  genügen,  so  findet  man  für  jeden  ganzzahligen  Werth  von  h 
die  Relation: 

j   (m  +  Ä;)(m  +  fc-l)...(Ä;  +  l).6„,+i  =  (»«  +  Ä-1)(»«  + A--2) ...  (A-  +  l)[A-  +  il/,r].&„,+j_, 
^^^  \  +  My  .  (m  +  Ä -  2)  (w  +  /c  -  3) . . .  (Ä  +  1) .  J„,+j_,  + . •  •  +  ilf,„»-"&j . 

Nimmt  man  daher  6^,  i^,  ...,  J,„_j  positiv  an,  so  sind  alle  Grössen  h  positiv, 
und  es  ist  h  ^,=  ^"^^V'  ■b^_^.  ,  +  d',  wo  4»  eine  positive  Grösse  ist. 

Man  kann  annehmen,  dass  Mj>m.  Denn  wenn  dieses  nicht  stattfindet, 
so  bleiben  alle  vorhergehenden  Schlüsse  a  potiori  gültig,  wenn  man  3f,  so 
gross  annimmt,  dass  dieser  Bedingung  Genüge  geschieht. 
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Daher  ist  ö„,+t>  i,„^j_,  fiü-  jedes  ganzzahlige  k,  d.  h.  die  Grössen  b  wachsen 
mit  ihrem  Index,  und  deswegen  ist  -r^  nicht  unendlich,  wenn  *•<*,  für  alle 
Werthe  von  r  und  s. 

Dividirt  man  die  Gleichung  (5.)  durch 

0»  +  Ä-)(m  +  /t-l)...  (/.•  +  !). &„,+,.., 
so  erhält  man 

K+k-i  m-^k        (»«  +  fc)(«t  +  Ä;-l)    6„,+i_,  0» +  /')(»»  + Ä-1)...  (A  + 1)  '  6„+i_," 


Hieraus  folgt 


mithin  ist 


lim  ,  "'"^*-  =1     für    Z;  =  oo, 


6       .^"+* 
lim  ,    *""*"*'    „.i.,,    =  s     für    h  =  oo, 


d.  h.    die  Reihe  u  =  2„fe„^°    ist    convergent,    so    lange    der  Modul   von   z  [125 

kleiner  ist   als   1;   oder   die  Differentialgleichung  (3.)   hat   innerhalb    T   ein   in 

der  Umgebung   von   x^    gültiges   Integral   der   Form    '^^c^{x  —  x^y^    derart    dass 

0 

c„,  c^,  c^,  ■••,  c,„.,  oder  auch  u^,  (-^J^,  (^)^,  •■-,  (-^^^)^  beliebige  positive  Werthe 
erhalten  können.   — 

Hiermit  ist  die  Existenz  einer  Function  y  von  der  oben  angegebenen 
Beschaffenheit  erwiesen.   — 

Umgiebt  man  jeden  der  singulären  Punkte  mit  einem  beliebig  kleinen 
endlichen  Eaeise,  so  ist  der  übrig  bleibende  Theil  der  Fläche  T",  der  T' 
heissen  möge,  eine  mehrfach  zusammenhangende  Fläche.  Ziehen  wir  von 
jedem  Kreise  aus  eine  sich  selbst  und  die  übrigen  nicht  schneidende  Linie, 
z.  B.  eine  gerade  Linie,  bis  ziu-  Begi-enzung  von  T,  so  wird  die  Fläche  T' 
durch  diese  Querschnitte  in  eine  einfach  zusammenhangende  T"  zerlegt.  Inner- 
halb dieser  Fläche  lässt  sich  die  eben  definirte  Function  y  nur  auf  eine  Weise 
fortsetzen,  so  dass  man  eine  innerhalb  der  Fläche  T"  eindeutige,  continuir- 
liche  und  endliche  Function  y  erhält,  welche  der  Differentialgleichung  (1.) 
genügt  und  so  beschaffen  ist,  dass  für  einen  Punkt  x^  dieser  Fläche 

dy       d^y  d^y 


^'     dx'     dx"     ••■'     dx" 
beliebig  gegebene  Werthe  annehmen. 


21* 
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Geht  man  in  T"  von  a;,  aus  und  kehrt  nach  einer  oder  mehrmaliger 
Überschreitung  eines  oder  mehrerer  Querschnitte  nach  oc^  zurück,  so  erhalten 
y  und  dessen  Ableitungen  im  Allgemeinen  von  den  ursprünglichen  verschiedene 
Werthe.  Mit  diesen  als  Anfangswerthen  ist  innerhalb  T"  eine  im  Allgemeinen 
von  y  verschiedene  Function  bestimmt.  Auf  diese  Weise  erlangt  man  im  All- 
gemeinen unendlich  \dele  solcher  Functionen.  Denkt  man  sich  die  Fläche 
T  von  unendlich  vielen  Blättern  bedeckt,  alle  mit  denselben  Querschnitten, 
und  jedem  dieser  Blätter  eine  solche  Function  (einen  Zweig)  zuertheilt,  so 
hangen  diese  Blätter  längs  der  Querschnitte  so  zusammen,  dass  wenn  x  in 
der  Fläche  T'  einen  Querschnitt  überschreitet,  sich  ein  Zweig  continuiiiich 
in  einen  anderen  der  unendlich  vielen  Zweige  fortsetzt,  da  die  Werthe  der 
Functionen  in  T"  zu  beiden  Seiten  eines  Querschnitts  im  Allgemeinen  von 
einander  verschieden  sind. 

Hiermit  ist  der  Verlauf  eines  Integrals  der  Dift'erentialgleichung  (1.) 
innerhalb    T'  vollständig   bestimmt,    wenn   in  einem  Punkte  dieser  Fläche  für 


•'   dx 


;^^  beliebig  gegebene  Anfangswerthe  festgesetzt  sind. 


dy     d^y 


d'^-^y 


126]  2. 

Wenn  man  im  Punkte  x^  der  Fläche  T'  für  y,  ,  ,  ^21  •••■)]}  m-i  "-  '>-^- 
schiedene  Werthsysteme  festsetzt,  so  erhält  man  m  particuläre  Integrale 
Vii  Vii  •■•1  Um-  ^^^  wählen,  was  offenbar  immer  möglich  ist,  diese  Werth- 
systeme so,  dass  die  Determinante: 


D  = 


d'^-'y^ 

d-'y. 

dx^-' 

d'"~'y, 
dx"'-' 

dx'"-' 

d"'-'y, 
dx"'  * 

d'^-'y^ 

rfa;™-' 

dx""-' 

y. 


für  X  =  X.    nicht  verschwindet. 


Alsdann  kann  jedes  Integral  rj,  welches  da- 
für X  =  x^  resp.  die  beliebig 
gegebenen  Anfangswerthe  ''l^i  ri[,\j  ■■■,  f}""'"  annehmen,  als  lineare  homogene 
Function  von  y^,  y^,  ...,  y,„  mit  constanten  Coefficienten  dargestellt  werden,  also 


durch  bestimmt  ist,  dass  tQ,  -^i  -^»  ••  •>  ^^^ 
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WO  Cj,  c^,  ...,  c^  Constanten  sind. 

Denn    unter    der    gemachten   Voraussetzung    liefert    das   System    linearer 
Gleichungen : 

^0       =       c,(2/J„     +      c,(y,)„     +•■■+      c„(2/„)„, 


für  c^,  c^,  . . .,  c^  endliche  und  bestimmte  Werthe;  und  wenn  die  Function  7] 
nebst  ihren  m  —  1  ersten  Ableitungen  mit  der  Function  c,  »/^  +  c^,  ^/^  +  — t-c„2/m 
und  deren  entsprechenden  Ableitungen  für  x  =  x^  übereinstimmt,  so  findet  nach 
der  vorigen  Nummer  diese  Übereinstimmung  für  alle  Werthe  von  x  statt. 

Ein  solches  System  von  Functionen  y^,  p^,  •■  ■,  y^,  für  welches  die  De- 
terminante D  in  einem  innerhalb  T'  liegenden  Punkte  nicht  verschwindet, 
durch  welches  sich  also  alle  particulären  Integrale  in  der  Form  der  Gleichung 
(1.)  ausdrücken  lassen,  werde  ich  im  Folgenden  ein  Fundamentalsystem, 
und  y^i  y^-i  ■■•1  y^  dessen  Elemente  nennen. 

Jeder  Zweig  einer  Function  y  kann  als  ein  iiarticuläres  Integral  inner-  [127 
halb  T"  mit  bestimmten  Anfangswerthen  angesehen  werden,  und  lässt  sich 
daher  als  lineare  homogene  Function  von  y^,y^^  •••>2/,„  i^it  constanten  Coeffi- 
cienten  darstellen. 

Hieraus  ergiebt  sich  der  Satz: 

Zwischen  je  m  +  \  Zweigen  derselben  Function  y  findet  eine 
lineare  homogene  Gleichung  mit   constanten  Coefficienten  statt. 

Denn  es  seien  y^y\y"^  ...^y""^  m  +  i  solche  Zweige,  so  hat  man  folgende 
tn  +  1   lineare  Gleichungen : 

y    =  CiV,  +  c^y^  +•■•+  c^y^, 
y'    =  <2/i  +  c;2/i,  +•••+  c'„,?/„., 


y  <«'  =  c  ™'  y,  +  c  ™'  2/3  +  •  •  •  +  C  2/„ , 
wo  die  Grössen  c  sämmtHch  bestimmte  Constanten   sind.     Eliminirt  man  aus 
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denselben  die  Grössen  y,,  «/,,..•,  2/„,  so  erhält  man  als  Eliminationsresultante 
eine  lineare  homogene  Gleichung  zwischen  y^  y',  ...,  ?/'""  mit  constanten  Coeffi- 
cienten. 

Um  einzusehen,  dass  bei  der  Bestimmung  einer  Function,  welche  der 
Differentialgleichung  (1.)  der  vorigen  Nummer  genügt,  der  Ausgangspunkt  x^ 
gleichgültig  sei,  muss  noch  gezeigt  werden,  dass 

die  Determinante  eines  Fundamentalsystems   für    die  ganze 
Fläche   T'  endlich  und  von  Null  verschieden  ist. 
Aus  den  m  Gleichungen: 


(2.)  (        <i^"' 


d'^y^  d'"  '?/„.  d"^  ^?/,„ 


dx-"    ~  -"   dx'"-'     ^'  dx 
folgt: 

wo  D*  aus  D  erhalten  wird,  wenn  man  -^^^,  ^£^,  •••) -^^qr-  resp.  durch 
,28]  '^"'y»  ^■L...^;^  ersetzt.  BekanntHch  ist  D'  die  Ableitung  von  D, 
daher  ist 

oder 

(3.)  D  =  C.e^P^'^, 

wo  C  eine  Constante  bedeutet,  die  durch  die  Anfangswerthe  von  y^i  y^^  ■■•i  V^ 
und  ihren  Ableitungen  für  x  =  x^  bestimmt  und  der  Voraussetzung  gemäss  von 
Null  verschieden  ist.  Da  fp^dx  nur  für  einen  singulären  Punkt  unendlich 
werden  kann,  so  folgt,  dass  e  '  vmd  folglich  auch  D  innerhalb  T  überall 
endlich  und  von  Null  verschieden  ist. 

Hieraus  folgt  auch,  dass  wenn  die  Functionen  y,,  y,,  ■  ■  ■,  y,„  ein  Funda- 
mentalsystem bilden,  sie  noch  ein  solches  System  ausmachen,  wenn  man  jede 
derselben  auf  demselben  Wege  innerhalb  T  um  singulare  Punkte  herum  bis 
zu  dem  Punkte  x,  zurück  fortgesetzt  hat. 
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Die  gegebene  Definition  eines  Fundamentalsystems  kann  auch  durch  die 
folgende  ersetzt  werden: 

Ein  System  von  Integralen  fli,  \,  ■  •-,  fi„,  bildet  ein  Fundamentalsystem, 
wenn  eine  Gleichung  der  Form 

für    keine    endlichen   bestimmten    Werthe    der    Constanten    c,,  c,,  ...,  c     Statt 

17         2'  '         TU 

haben  kann. 

Denn  es  sei  y^,  y^,  ■  ■  ■,  y^  irgend  ein  Fundamentalsystem  (im  Sinne  der 
ersten  Definition),  so  darf  man  setzen: 

■Th     =     fn  «/i  +   /'.2  2/s  +  •  ••  +   UviVm  > 


■fim    =    La  y,  +  /"»,2  2/2  +  •  •  •  +  L,n  Vm  , 

WO  die  Grössen  f  Constanten  sind.  —  Die  Determinante 

fn       f..       •••      /■... 


/21  /82 


Ln 


Jim       J m'i       '  '  *       1  mm 

darf  nicht  verschwinden,  da  sonst  zwischen  T),,  ^2»  •  •  •)  ^„  eine  lineare  homo- 
gene Gleichung  mit  constanten  Coefficienten  Statt  finden  müsste.  Daher  lassen 
sich  2/i?  2/2)  •  •  •)  2/m  ^^fi  folglich  alle  particulären  Integrale  der  linearen  DifFe-  [129 
rentialgleichung  als  lineare  homogene  Functionen  der  Grössen  \i  \i  •  ■  •  ■, 'fi,^  mit 
constanten  Coefficienten  darstellen.   Dieses  erfordert  aber,  dass  die  Determinante 


dx"'-' 
d'^-'ri, 
dx"'~'^ 

d^-'-Ti, 

dx"'-' 

d-^r,, 
dx^-' 

d"'~'ri^, 

^"'"'^1™ 

innerhalb  T'  überall  endlich  und  von  Null  verschieden  ist.    Hierdurch  ist  die 
Übereinstimmung  der  beiden  Definitionen  erwiesen. 
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Bekanntlich  kann  man  folgendermassen  verfahren,  um  m  particuläre  Inte- 
grale der  Differentialgleichung 

zu  erhalten.  Es  sei  y^  ein  particuläres  Integral  derselben,  welches  nicht 
identisch  verschwindet,  und  man  setze 

y  =  y^f^dx, 
so  genügt  z  einer  linearen  Differentialgleichung  m  — l'"  Ordnung 

(5.)  d^^  =  ^.7?^^  +  ^^7?^^  +  -  +  ^-^- 

Es   sei   ^,   ein   particuläres    Integral    dieser  Differentialgleichung,    welches 
nicht  identisch  verschwindet,  so  ist 

2/2  =  y,f^i(f^ 

ein  zweites  particuläres  Integral  der  Differentialgleichung  (4.).     Man  setze 

z  ^  z^  fudx, 

so  genügt  u  einer  linearen  Differentialgleichung  m— 2*"  Ordnung 

,    ^  d""^«  d™"'«  d'^~*u 

(6.)  -^pr^  =  ^•:^^r  +  '-.^p^  +  -  +  -™-.^. 

Ist  M,  ein  particuläres  Integral  dieser  Differentialgleichung,  welches  nicht 
identisch  verschwindet,  so  ist 

z^  =  z^  fu^  dx 

ein  zweites  particuläres  Integral  der  Differentialgleichung  (5.)  und 

130]  2/3  =  y,fdxz,fti,dx 

ein  drittes  particuläres  Integral  der  Differentialgleichung  (4.).  Fährt  man  so 
fort,  so  gelangt  man  schliesslich  zu  einer  linearen  Differentialgleichung  erster 
Ordnung : 

(7.)  -^  =  tw, 

und  man  erhält  auf  diese  Weise  m  particuläre  Integrale  der  Differential- 
gleichung (4.). 
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Wir  behaupten  nun, 

dass    die   so    erhaltenen   particulären    Integrale    ein  Fuuda- 
mentalsystem  bilden. 
Ohne  der  Allgemeinheit  zu  schaden,    nehmen  wir  m  =  3   an.     In  diesem 
Falle  ist  die  Differentialgleichung  (6.)  erster  Ordnung.     Bildeten  nun  y  ■,  y  ,  y 
kein  Fundamentalsystem,  so  hätte  man  eine  Gleichung: 

(8.)  c,  y.  +  c,  y^fz^  dx  +  c,  y^fdxz^Ju^  dx  =  0, 

wo  Cj,  c^,  Cj  Constanten  sind,  die  nicht  sämmtlich  verschwinden.  Da  y  nicht 
identisch  verschwindet,  so  darf  man  diese  Gleichung  durch  y  dividiren;  diflPe- 
rentiirt  man  alsdann,  so  erhält  man 

Cj,  ^,  +  Cg  ^,  Tm,  dx  =  0. 

Da  ^j  nicht  identisch  verschwindet,  so  darf  man  wieder  durch  ^r,  dividiren 
und  erhält  alsdann  durch  Differentiation 

C,«!,   =   0. 

Da  nun  u^  nicht  identisch  verschwindet,  so  hätte  man  c  ^  0.  Es  müsste 
alsdann 

Ciyi  +  c^yjz^dx  =  0 

sein.     Hieraus  würde    auf  ähnliche  Weise   folgen  c^2^  =  0,   und   daher   c  =0 
und  folglich  auch  c^  =  0. 

Es  ergiebt  sich  also,  dass  die  Gleichung  (8.)  nicht  bestehen  kann,  und 
dass  daher  die  auf  die  angegebene  Weise  ermittelten  Integrale  ein  Fundamental- 
system bilden. 

Bemerkenswerth  ist  die  Form,  in  welche  sich  die  Determinante  D,  welche 
wir  die  Determinante  des  Fundamentalsystems  y  ,?/,...,  y  nennen 
wollen,  mit  Hülfe  der  Integrale  y^,  2^,  ti^,  ...^  tv  bringen  lässt. 

Es  ist  nämlich 

(9.)  D  =  C.yT.Br\ur'---^v, 

wo  C  eine  Constante  bedeutet. 

Dieses  wird  folgendermassen  bewiesen.  In  der  Differentialgleichung  [131 
(5.)  ist,  wie  leicht  zu  sehen, 

d  log  y. 

Fuchs,  mathem.  Werke.    I.  22 
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Bezeichnet  man  die  Determinante  eines  Fundamentalsystems  der  Differential- 
gleichung (5.)  mit  D,,  so  folgt  nach  dem  Gesetze  der  Gleichung  (3.) 

D,  =  C'.e'    ^  '^'^    J      =  C'.2/7'"./^'''^ 

d.  h.  nach  Gleichung  (3.) 

(10.)  I),  =  C".y:"'.D, 

wo  C"  und  C"  Constanten  sind.  Ebenso  folgt,  wenn  man  mit  D^  die  De- 
terminante eines  Fundamentalsystems  der  Differentialgleichung  (6.)  bezeichnet, 

(11.)  D,  =  C"'.r7<'"-".2),  =  C"".?yr'.^:<™-».D. 

Indem  man  so  fortfährt,  ergiebt  sich  die  Richtigkeit  der  Gleichung  (9.). 

Wir  werden  später  von   diesem  Satze    eine  wichtige  Anwendung  machen. 

3. 

Nach  No.  1  kommt  die  Aufgabe  der  Integration  einer  linearen  Differential- 
gleichung auf  die  Untersuchung  der  Frage  hinaus,  was  aus  einem  beliebigen 
durch  die  Anfangswerthe  in  einem  Punkte  a\  bestimmten  Integrale  wird,  wenn 
man  es  innerhalb  T'  um  einen  singulären  Punkt  herum  bis  zum  Punkte  x^ 
zurück  fortsetzt. 

Es  genügt  zu  diesem  Zwecke,  das  Verhalten  irgend  eines  Systems  von 
Fundamentalintegi'alen  zu  untersuchen.  Es  sei  daher  2/,)  2/,?  •••iVm  ^^'^  Funda- 
mentalsystem der  Differentialgleichung: 

wo  über  die  Coefficienten  p  dieselben  Voraussetzungen  gemacht  werden,  wie 
am  Anfange  der  No.  1.  Ist  alsdann  u  irgend  ein  Integral  der  Differential- 
gleichung (1.),  so  darf  man  setzen 

(2-)  w  =  a;,y,  +  a;,?/,  +  ---  +  a;„y„, 

wo  rTj,  rr,,  . . .,  a:^  Constanten  sind.  —  Nach  einem  Umlaufe  um  einen  singulären 
Punkt  a  mögen  die  Functionen  y^,  y^,  ■  ■  ■,  y„  resp.  übergehen  in  y[,  y'^,  •■  n  y'my 
so  hat  man  nach  der  vorigen  Nummer  ein  System  von  Gleichungen: 


(3.) 
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y[  =  «11»/,  +  «122/2 +  •••  + «my,», 

y'i     =     «21  .'/.  +   «22  2/2  +  •  ■  •  +    «2«  2/m  , 
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y'm    =    «»a  ^1  +  «m2  2/2  +  "  " "  +  «m»  »/» , 


WO  die  Grössen  «^^  Constanten  sind.  —  Nach  einem  Umlaufe  um  den  Punkt 
a  geht  alsdann  u  über  in 

(4.)  U'   =    2/1  2.  «n  ^.  +  2/a  S.  «.2  ^.  +  •  •  •  +  Vm  S.  «im  ^i- 

11  1 

Wii-  wollen  a;,,  a;,,  •..,^",„  ^^  bestimmen,  dass 

wird,  wo  u)  eine  Constante  bedeutet.  Multiplicirt  man  zu  dem  Zweck  die 
Gleichung  (2.)  mit  (u  und  subtrahirt  sie  alsdann  von  der  Gleichung  (4.),  so 
ergiebt  der  Umstand,  dass  zwischen  y^iif^,  ■■■,!/,„  keine  lineare  homogene  Re- 
lation mit  Constanten  Coefficienten  stattfindet,  zur  Bestimmung  von  ir^,  a;,,  ...,  cr,^ 
das  folgende  System  von  Gleichungen: 

«i(«ii-<")  +  ^2«2i  +---  +  ^m«m  =0, 

^l«12  +  a'2  («22 -*")+•••   +^m  «»2  =0) 


(5.) 


^i  «un  +  •"'2  «am 

Ist  ü)  eine  Wurzel  der  Gleichung 


+  •••  +  ^,„(«,™— ">)  =  0. 


(6.) 


A  = 


«U  -  <"  «21 

«12  «2»  -  <" 


=  0, 


so    lassen    sich    die    Grössen    x^,  x^,  ...,  x^^   so   bestimmen,    dass    sie   nicht    alle 
verschwinden.     Die  Determinante 


«n       «IJ       •  •  •      «1 

«21  «22  •    •    •         «2 


«ml       «m2       •  •  •       «« 


ist   von   Null    verschieden,    da    nach    der   No.  2    die   Functionen   y[i  y'^}  ■••,  y'„ 

22* 
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ebenfalls  ein  Fundamentalsystem  bilden.  Hieraus  folgt,  dass  die  sämmtlichen 
133]  Wurzeln  der  Gleichung  (6.)  von  Null  verschieden  sind.     Setzt  man  daher 

Vi  =  e  , 

und  legt  dem  r  einen  der  unendlich  vielen  und  um  ganze  Zahlen  verschiedenen, 
endlichen  Werthe  bei,  welche  diese  Gleichung  befriedigen,  so  wird  u.{x  —  a)~'' 
in  der  Umgebung  von  a  eindeutig. 

Wir  nennen  die  Gleichung  (6.)  die  zum  singulären  Punkte  a  ge- 
hörige Fundamentalgleichung.  Diese  Benennung  wird  gerechtfertigt 
durch  folgenden  Satz: 

Die  Coefficienten  der  nach  Potenzen  von  10  entwickelten 
Gleichung  (G.)  sind  von  der  Wahl  des  Fundamentalsystems  unab- 
hängig. 

Es  ist  nämlich  der  Coefficient  von  tu'  der  Gleichung  Ä  =  0  bekanntlich 
die  Summe  der  Hauptunterdeterminanten  der  Ä'^"  Ordnung  der  Determinante 
S.  Es  sei  nunmehr  u^,  u^,  . ..,  u^^^  ein  neues  Fvmdamentalsystem,  welches  mit 
dem  vorigen  durch  die  m  Gleichungen 

«<a  ^  ^■».2/.  +  K^y^  +  ■■■  +  Km%.    (für  a  =  1,  2,  ...,  m), 


wo  die  Grössen  Je  Constanten  sind,  zusammenhängt,  man  setze  die  Substitution 


Kl    K    •  •  •    K. 


'"ml       "ml       ■   •   •       ''•II 

mit  der  Substitution 

zusammen  und  die  resultirende  Substitution  mit  der  inversen  Substitution  von 
(K),  die  wir  in  üblicher  Weise  mit  [K]''  bezeichnen  wollen.  Alsdann  ist 
die  Summe  der  Hauptunterdeterminanten  der  A'™  Ordnung  derjenigen  De- 
terminante, welche  aus  den  Elementen  der  Substitution  {K)(A){K)~'  gebildet 
wird,    der  Coefficient   von    (o*  in    der  Gleichung  Ä=  0,   welche   an  die  Stelle 
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von  -4  =  0  tritt,  wenn  man  das  Fundamentalsystem  y  ,  i/„,  ■ . .,  y  durch  das 
Fundamentalsystem  u^,  u^,  ...,  ti^^  ersetzt.  Nach  einer  bekannten  Eigenschaft 
der  ünterdeterminanten  (vergl.  Brioschi,  Determinanten,  §  7,  Formel  61)  er- 
giebt  sich  nun  ohne  Mühe,  dass  dieser  Coefficient  gleich  ist  dem  Coefficienten 
von  u)'  in  der  Gleichung  A  ==  0. 

I.  Es  seien  die  Wurzeln  der  Fundamentalgleichung  (6.)  to^,  lu^,  ...,  w  [134 
alle  von  einander  verschieden,  so  ergiebt  die  Substitution  jeder  derselben  in 
das  Gleichungssystem  (5.)  ein  Werthsjstem  x^,  x^,  ...,  x^^^.  Das  zur  Wurzel 
(D^  gehörige  Werthsystem  dieser  Grössen  sei  c^,,  c^^,  ■  • .,  t-„,„,  so  liefert  die 
Gleichung 

(7-)  «a  =  Ca,?/,  +  f„22/2  +  ---  +  f„,„y„.    für     o=l,2,...,m 

JM  Functionen  e^^,  «/,,...,  »_,,,  welche  ein  Fundamen talsystem  bilden.  Denn 
setzt  man 

(8.)  ">.  =  e''-^^-'~\ 

so  ist  u^.{x  —  a)     "in  der  Umgebung  von  a  eindeutig.     Man  hat  daher 

wo  (f^  eine  nach  ganzen  Potenzen  von  x  —  a  und  von  (x  —  ay  fortschreitende 
Reihe  ist.  —  Da  aber  die  Differenz  zweier  der  Grössen  r,  >•,...,>•  weder 
Null  noch  eine  ganze  Zahl  ist,  so  kann  eine  Gleichung  der  Form 

C.  (x  -  af'  «,  +  a  {x  -  af'  '«,  +  •••  +  C,„  (x  -  af'"  «,„  =  0 , 

wo  C,,  C  ,  ...,  C^^  Constanten  sind,  nicht  bestehen,  ohne  dass  diese  sämmtlich 
verschwinden;  woraus  sich  ergiebt,  dass  M^,^*J,  •••,«*,„  ein  Fundamentalsystem  ist. 

Wir  erhalten  also  den  Satz: 

Im  Allgemeinen  gehört  zu  jedem  singulären  Punkte  a  ein 
Fundamentalsystem  e^^,  w^,  .. .,  «<^  ,  dessen  sämmtliche  Elemente  mit 
Potenzen  von  x  —  a  multiplicirt  in  der  Umgebung  von  a  eindeutig 
werden,  so  dass 

(9.)        u^  =  {x  —  a)  'cpi,     ««2  =  (^  — ^)'''?2»     •  •  -j     w„,  =  (x-a)  "'cp„,, 

wo  ^',,  ^"2,  •  ■  •,  ^,„  bestimmte  endliche  Grössen  und  cp^,  cp^,  . . .,  cp^^  in  der 
Umgebung  von  a  eindeutige  Functionen  sind. 
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II.  Wir  nehmen  jetzt  an,  es  seien  Wurzeln  der  Fundamentalgleichung 
(6.)  einander  gleich,  und  zwar  seien  l^  Wurzeln  gleich  to^,  A.,  Wurzeln  gleich 
ü)  ,  etc.  A  Wurzeln  gleich  tu^,  wenn  w^,  w^,  . . .,  to^^  die  von  einander  ver- 
schiedenen Wurzeln  bedeuten,  so  dass  Aj  + A^+ •••  + A^  =  m.  Bezeichnen  wir 
mit  v  die  Function,  in  die  irgend  eine  Function  v  nach  einem  Umlaufe  um 
den  Punkt  a  übergeht,  so  gilt  folgendes  Theorem: 

Ist  cu  eine  Afache  Wurzel  der  Fundamentalgleichung  (6.),  so 
gehört  zu  derselben  eine  Gruppe  von  Integralen  von  folgender 
Eigenschaft: 


■35] 

(10.) 


WO  die  mit  zwei  Indices  versehenen  Grössen  co  Constanten  sind. 
Die  zu  den  verschiedenen  Wurzeln  co^,  lo^,  . . .,  w^  gehörigen  Gruppen 
von  Integralen  constituiren  zusammen  ein  Fundamentalsystem. 
Um  diesen  Satz  zu  beweisen,  verfahren  wir  folgendermassen :  Es  ist  oben 
die  Existenz  eines  Integrals  nachgewiesen,  welches  nach  einem  Umlaufe  um 
den  singulären  Punkt  a  übergeht  in  sich  selbst  multiplicirt  mit  (o^,  bezeichnen 
■wir  dasselbe  mit  u^.  Es  ist  offenbar  erlaubt,  das  Fundamentalsystem  (y/,,  «/j, ...,  ?/,„), 
von  dem  wir  ausgehen,  durch  ein  zweites  zu  ersetzen,  in  welchem  u^  an  die 
Stelle  eines  der  Elemente  y  getreten  ist.  Giebt  es  eine  zweite  Wurzel  der 
Gleichung  (6.),  die  gleich  co^  ist,  so  führt  ein  Verfahren,  welches  demjenigen 
ähnlich  ist,  das  wir  oben  bei  den  Gleichungen  (2.)  bis  (5.)  angewendet  haben, 
zur  Bestimmung  eines  Integrals  u^  als  lineare  Function  der  Elemente  des 
zweiten  Fundamentalsystems  derart,  dass 

1  1     1 

WO  (Ojj  eine  neue  unbestimmte  Constante  ist.  Es  ist  alsdann  erlaubt,  das 
zweite  Fundamentalsystem  durch  ein  drittes  zu  ersetzen,  in  welchem  u^  an 
die  Stelle  eines  der  m  —  2  übrigen  Elemente  y  getreten  ist.   —  Ist  eine  dritte 
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Wurzel  der  Gleichung  (6.)  gleich  (o^,  so  wird  man  ein  Integral  u^  als  lineare 
Function  der  Elemente  des  diitten  Fundamentalsystems  bestimmen  können, 
derart  dass 

1^         1     j       11  I 

wo  tOjj,  u)jj  neue  unbestimmte  Constanten  sind.  Es  ist  wieder  erlaubt,  das 
dritte  Fundamentalsystem  durch  ein  viertes  zu  ersetzen,  in  welchem  /*  an  die 
Stelle  eines  der  noch  übrigen  m  —  Z  Elemente  y  getreten  ist.  Fährt  man  so 
fort,  so  wird  die  Existenz  einer  Gruppe  von  A^  Integralen,  die  zur  Wurzel  u) 
gehört  und  die  im  Satze  characterisirte  Beschaffenheit  hat,  nachgewiesen,  und 
zu  gleicher  Zeit  ein  Fundamentalsystem  hergestellt,  worin  A^  der  Elemente  y 
durch  die  Functionen  dieser  Gruppe  ersetzt  sind.  Indem  man  nunmehr  von 
diesem  Fundamentalsysteme  ausgeht,  wird  ebenso  die  Existenz  der  zur  [136 
Wurzel  u)^  gehörigen  Gruppe  von  Integralen  nachgewiesen,  und  es  wird  mög- 
lich sein,  ein  Fundamentalsystem  herzustellen,  welches  die  zu  den  Wurzeln  w 
und  (o,  gehörigen  Gruppen  von  Integralen  als  Elemente  enthält.  Indem  man 
von  diesem  Fundamentalsystem  ausgeht,  und  so  fortfährt,  wird  schliesslich 
gezeigt,  dass  zu  jeder  Wurzel  m^  der  Gleichung  (6.)  eine  Gruppe  von  A  In- 
tegralen mit  den  im  Satze  angegebenen  Eigenschaften  gehöre,  und  dass  alle 
Gruppen  zusammen  ein  Fundamentalsystem  bilden. 

Aus  diesem  hier  angedeuteten  Verfahren  geht  zugleich  hervor,  dass  die 
mit  doppeltem  Index  versehenen  Grössen  (u  der  Gleichungen  (10.),  wenn  sie 
nicht  verschwinden,  willkürliche  Werthe  annehmen  können. 

Als  Corollar  zu  diesem  Theoreme  ergiebt  sich  ein  Satz,  welcher  das  Ver- 
halten der  Elemente  eines  Fundamentalsystems,  folglich  eines  jeden  Integrals, 
in  der  Umgebung  eines  beliebigen  singulären  Punktes  kennen  lehrt,  in  dem 
Falle,  dass  die  zu  diesem  Punkte  gehörige  Fundamentalgleichung  gleiche 
Wurzeln  hat: 

Es  sei  a  irgend  ein  singulärer  Punkt,  und  von  den  Wurzeln 
der  zugehörigen  Fundamentalgleichung  seien  A^  gleich  u)  ,  A  gleich 
u)j,...,A^  gleich  co^,   wo  w^,  u)^,  ...,  co^   von   einander  verschieden  sind, 

und  Aj  +  Aj-i hA^  =  m,    so    giebt  es  ein  Fundamentalsystem,    dessen 

Elemente  in  Gruppen  vertheilt  werden  können,  derart  dass  zu 
jeder    der   verschiedenen  Wurzeln   (o^,  w^,  .. .,  u)^    eine    Gruppe    von 
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resp.  je  A^,A^,...,A^  Integralen  gehört.  Es  sei  w  eine  der  Wurzeln 
und  A  der  Grad  hrer  Vielfachlieit,  so  hat  die  zu  derselben  ge- 
hörige Gruppe  von  A  Integralen  u^,  u^,  . ..,  ii^^  die  Gestalt: 

'      «1    =   (^' -  «r 'fn  . 

[     u,  =  (x  -  aj  9„  +  ix-  aj  ^,, .  log  (x-a), 

u^  =  (x  -  aJ  'f3,  +  {x-  ay  o,, .  log  {x  -  a)  +  {x-  af  93, .  [log  {x  -  a)Y , 


(11.) 


{x - aJ 9;.^  +  ix- ay  'o^,  Aog(x-a)  +  ■■■  +  {x- a)' ^^ .  [ log (^ - a)f 


wo  r  einen  der  unendlich  vielen  um  ganze  Zahlen  von  einander 
verschiedenen  Werthe  des  Ausdruckes  — =-loga>  bedeutet,  und 
die  Grössen  cp  in  der  Umgebung  von  a  eindeutige  Functionen  von 
X  sind,  zwischen  denen  die  Beziehung  besteht,  dass  jede  derselben 
eine  lineare  homogene  Function  der  Grössen  9,1,  T^i,  ?3,)  •  ••,  ?/,  mit 
Constanten  Coefficienten  ist. 

137]  Um  diesen  Satz  zu  beweisen,  sei  u^,  u^,  ...,  Uj^  die  zur  Wurzel  to^  ge- 
hörige Gruppe  des  vorigen  Theorems,  und  es  werde  vorausgesetzt,  dass  von 
den  Integralen  u  ,  w^,  ...,  n  _^,  wo  q  <  A^,  bereits  erwiesen  sei,  dass  sie  die  in 
den  ersten  9  — 1  der  Gleichungen  (11.)  angegebene  Form  haben.  Man  setze 
nunmehr 

(12.)     u^,  =  r^„  +  v^,  log  (x-a)+  v^,  [log  {x  -  a)Y  +  ■■■  +  v^,^  [log  {x  -  «)]?"' , 

so  ist  offenbar,  dass  man  die  Functionen  "^o,,  ^„3,  ••■,  v^o  beliebig  wählen  darf, 
während  alsdann  v  ^  durch  diese  Gleichung  bestimmt  ist.  Wir  wählen  jene 
Functionen  so,  dass 


d.  h.  dass  v.  =  (x  —  a)  "cp^^^  für  6  =  2,  3,  ...,  p,    wo  cp_j  eine    in  der  Umgebung 
von  a  eindeutige  Function  bedeutet,  und  >•   == ;=-logco„  ist. 

o  '  "  27tV'-l  " 

Setzt  man  in  die  Gleichung 

a  a      a  a      a  a  a  a    a 

(13.)  «p    =    (ü,j,  ti^  +  ("gj  2<a  +  •  •  •  +  <"y,,,-,  «0-1  +  «"a  "e 

linkerhand  für  ?/  den  Werth,    der  aus  der  Gleichung  (12.)  hervorgeht,    wenn 
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man  an  die  Stelle  von  v^^,  v^^,  ...,  v^^  resp.  io^v^,  uy^v^^,  .. .,  to^v^^,  und  an  die 
Stelle  von  log(.T  — a)  den  Ausdruck  log{x—a)  +  2T:\J—l  und  endlich  v'  an  die 
Stelle  von  v^  setzt;  und  rechterhand  für  «j,  «/,,...,«/ _,  die  für  dieselben 
gültigen  Ausdrücke  aus  den  Gleichungen  (11.)  und  ebenso  für  u^  den  Werth 
aus  der  Gleichung  (12.),  so  darf  man,  nach  Weglassung  des  Ausdruckes 

">a v^2  log  {x-a)  +  o>„ v^,  [log  {x  -  «)]=  +  •  •  •  +  oj„  r^,  [log  (x -  a)f-' 

auf  beiden  Seiten,  die  Coefficienten  der  gleichhohen  Potenzen  von  log(;r  — a), 
von  der  ersten  bis  zur  (»  —  2*™,  einander  gleichsetzen,  wodurch  man  q  —  2 
Gleichungen  erhält.  Die  letzte  diese:v  Gleichungen  giebt  v  als  lineare  homo- 
gene Function  der  Grössen  (p^^(a;  — a)  ",  die  in  den  Functionen  u^,  z(^,  .. .,  u  _ 
enthalten  sind.  Setzt  man  diesen  Werth  von  v  in  die  vorletzte  Gleichung 
ein,  so  giebt  diese  v  als  lineare  homogene  Function  derselben  Grössen. 
Setzt  man  die  gefundenen  Werthe  von  v  und  v  _^  in  die  drittletzte  Gleichung 
ein,  so  giebt  diese  t'„„_,  als  lineare  homogene  Function  derselben  Grössen. 
Fährt  man  so  fort,  so  bestimmt  man  v^^,v^,...,v  als  lineare  homogene 
Functionen  derselben  Grössen.  Es  ist  alsdann  noch  eine  Gleichung  von  fol- 
gender Form  zu  befriedigen: 

(14.)  v'^,  +  m^2^\f^v^,  +  A  =  m,v^,  +  B, 

wo  A  eine  lineare  Function  der  Grössen  v  ^,v  ^,  ...,v  ^  und  B  eine  lineare  [138 
Function  der  Grössen  <:p^^(a;  —  a)  ",  die  in  u^,  ti^,  . . .,  u  _^  vorkommen,  ist.  Denkt 
man  sich  in  A  für  die  Functionen  v  ,  v  ,  . . .,  v  ihre  bereits  bestimmten 
Werthe  gesetzt,  so  darf  man  v ,  durch  die  Gleichung 

(15.)  ^^2n\f:iv^,  +  Ä  =  B 

bestimmen,  so  dass  auch  v  als  lineare  Function  der  Grössen  9^.^(3 —«)  ",  die 
in  M,,^<J,  ...,«  vorkommen,  bestimmt  ist.  —  Es  ergiebt  sich  alsdann  für 
V     die  Gleichung 

(16-)  V  =  «>a  «J.- 

Aus dieser  folgt,  dass  u  ^  ^  (a;  —  a)  "  cp^^  ist,  wo  cp  ^  eine  in  der  Umgebung  von 
a  eindeutige  Function  bedeutet. 

Hieraus  folgt  nicht  nur,  dass  auch  u    die  in  Gleichung  (11.)  angenommene 
Gestalt   hat,    sondern   dass   die   in    dem    Ausdrucke    derselben    vorkommenden 

Fachs,  matbem.  Werke.    I.  23 


178  ZUR  THEORIE  DER  LINEAREN  DIFFERENTIALGLEICHUNGEN. 

Grössen  cp  mit  Ausnahme  von  cp  ^  lineare  homogene  Functionen  der  in  den 
Integralen  ?/, ,  «/^ ,  . . . ,  u^_^  enthaltenen  Grössen  cp  sind. 

Da  nun  w^  nach  den  im  Anfange  dieser  Nummer  gemachten  Entwicke- 
lungen,  jedenfalls  die  in  der  ersten  Gleichung  (11.)  angegebene  Gestalt  hat, 
so  folgt  aus  den  jetzigen  Auseinandersetzungen  für  u^  die  Form  in  der  zweiten 
Gleichung  (11.),  alsdann  für  u^  die  Form  in  der  dritten  Gleichung  (11.)  u.  s.  w., 
und  zugleich  ergiebt  sich,  dass  alle  Grössen  cp  einer  Gruppe  lineare  homogene 
Functionen  derjenigen  sind,  welche  nicht  mit  einer  Potenz  eines  Logarithmus 
multiplicirt  sind;  so  dass  hiermit  unser  Satz  erwiesen  ist.    — 

Ist  der  Punkt  oo  ein  singulärer  Punkt,  so  substituire  man  in  die  Diffe- 
rentialgleichung (1-)  y  statt  X,  alsdann  gehört  zu  dem  singulären  Punkte  ^  =  0 
ein  Fundamentalsystem  der  Form  (9.)  oder  (11.),  welches  das  zum  Punkte 
aj  :=  oo  gehörige  ist,  wenn  man  wieder  t  =  —  setzt. 

Die  Functionen  9  der  Gleichungen  (9.)  oder  (11.)  lassen  sich  in  der 
Umgebung  von  a  in  Reihen  entwickeln,  welche  nach  ganzen  Potenzen  von 
x—a  und  (a;  — a)"'  fortschreiten.  Sind  die  Coefficienten  dieser  Reihen  in  ge- 
gebenen Fällen  vermittelst  der  Differentialgleichung,  in  welche  die  Ausdrücke 
u  zu  substituiren  sind,  bestimmt,  so  ist  das  Verhalten  der  Integrale  in  der 
Umgebung  von  a  vollständig  bekannt. 

139]  Um  den  Verlauf  eines  Integrals  in  der  ganzen  Ebene  zu  erforschen, 
müssen  noch  die  Coefficienten  der  linearen  Substitutionen  untersucht  werden, 
wodurch  sich  die  zu  den  verschiedenen  singulären  Punkten  gehörigen  Funda- 
mentalsysteme durch  einander  ausdrücken. 

4. 

Wir  nehmen  jetzt  an,  dass  in  der  Differentialgleichung 

die  Coefficienten  Pi, p,,  ■■i  p„  in  der  ganzen  unendlichen  Ebene  eindeutige 
Functionen  von  x  seien,  die  nur  für  eine  endliche  Anzahl  von  Punkten 
a,,a^,...,a^  unstetig  werden.  Ausserdem  muss  jetzt  im  Allgemeinen  der 
Punkt  00  als  singulärer  Punkt  aufgefasst  werden. 

Die  Querschnitte,  wodurch  die  Fläche  T'  in  eine  einfach  zusammen- 
hängende T"  zerlegt  wird,    sind  jetzt  Linien,    welche  von  den  um  die  Punkte 
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a^,  a^,  .. .,  a  beschriebenen  beliebig  kleinen  aber  endlichen  Kreisen  ausgehend, 
sich  selbst  und  die  übrigen  niemals  schneidend  ins  Unendliche  verlaufen. 

Unter  einem  zu  einem  singulären  Punkte  a.  gehörigen  Fundamental- 
systeme verstehen  wir  von  jetzt  ab  ein  solches,  dessen  Elemente  in  der  Um- 
gebung von  a^  die  Form  (9.)  oder  (11.)  der  vorigen  Nummer  haben. 

Wir  stellen  uns  nunmehr  folgende  Aufgabe: 

Es  soll  die  Beschaffenheit  der  Coefficienten  jo^,  jö^,  . . .,  p  der 
Differentialgleichung  (1.)  ermittelt  werden,  in  dem  Falle,  dass 
jedes  Integral  y  derselben  mit  einer  endlichen  bestimmten  Po- 
tenz von  x  —  a.  multiplicirt  für  x  =  a^  nicht  mehr  unendlich  werde, 
wenn  a^  einer  der  q  singulären  Punkte  ist,  und  dass  y  mit  einer 
endlichen  bestimmten  Potenz  von  —  multiplicirt  für  .«  :=  oo  eben- 
falls nicht  mehr  unendlich  werde. 

Es  ist  offenbar,  dass  in  diesem  Falle  in  den  Elementen  eines  jeden  zu 
irgend  einem  singulären  Punkte  a,.  gehörigen  Fundamentalsystems  die  Grössen  ^ 
nur  eine  endliche  Anzahl  von  Potenzen  von  (x  —  a^~^  enthalten.  Ebenso  werden 
in  dem  zum  Punkte  oo  gehörigen  Fundamentalsysteme  die  Grössen  cp  nur  eine 
endliche  Anzahl  von  Potenzen  von  x  enthalten. 

I.  Wir  setzen  für  oo  das  Zeichen  a  und  bezeichnen  ein  Fundamental- 
system, welches  zum  singulären  Punkte  a.  gehört,  mit  2/|'',  ^j'\  •••,  «/!''.  Da 
die  Grössen  2/,^' ,  ^j' ,  • ..,  «/!''  für  jeden  Werth  von  i  aus  der  Zahlenreihe 
1,  2,  ...,  p  +  1   ein  Fundamentalsystem  constituiren ,  so  darf  man  setzen: 

2/1"  =  hf,  yf  +  6l;'  2/1''  +  . . .  +  hf^  y^ ,  [.40 

(2.)  l  yf  =  f^^i/^'  +  J^^i/:'  +  -  +  i^iy^, 

«">  =  6^')  „('■'  +  &('■'„(•)  +  ... +  5(''  J') 

ilm  "ml  Di       I    "ma  !f%~  ~  "mm  Um  t 

wo  die  Grössen  h^^  Constanten  bedeuten.     Wir  wollen  die  Substitution 

[  ^V.   i'^  ...  &12 
€   hV,    ...  tL 


K\  i':.  •..  h'l 

mit  {B\  bezeichnen,  und  für  ?'  =  1,  2,  . . .,  p 


23  < 
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/g  \  ;     und  für  i  =  p  +  1 

setzen,  so  dass  die  Function  cfj    eine  ganze  Function  von  log{x  —  a.)  bedeutet, 
deren  Coefficienten  in  der  Umgebung  von  a.  eindeutige  Functionen  von  x  sind, 
und    ebenso  cpl^^"^"  eine    ganze  Function   von   log  —  ,    deren  Coefficienten  in  der 
Umgebung  von  oo  eindeutige  Functionen  von  x  sind. 
Setzt  man  alsdann  für  ^^l,2,...,p  +  l 

(4.)  (u,„  =  e  , 

80  sind  u),u).,...,ü)  die  m  Wurzeln  der  zum  singulären  Punkte  a  eebörisen 
Fundamentalgleichung. 

Nach  einem  Umlaufe  um  den  singulären  Punkt  a^  gehen  die  Functionen 
y"\  y'^\  ...,  y'"  in  lineare  Functionen  derselben  über,  welche  durch  Anwendung 
einer  gewissen  Substitution  (R)^  erhalten  werden,  deren  Form  sich  aus  den 
Gleichungen  (10.)  der  vorigen  Nummer  ergiebt.  Um  zu  finden,  worin  jene 
Functionen  übergehen,  wenn  man  einen  Umlauf  um  den  Punkt  a.  macht,  muss 
man  auf  dieselben  zuerst  die  Substitution  (B)^.,  darauf  eine  Substitution  (-R),, 
vermöge  deren  die  linearen  Functionen  von  ^,' ,  2/a' ,  •  •  •?  ^J,  bestimmt  werden, 
in  welche  die  letzteren  Functionen  nach  einem  Umlaufe  um  a.  übergehen,  und 
deren  Form  aus  den  Gleichungen  (10.)  der  vorigen  Nummer  sich  ergiebt,  und 
endlich  die  Substitution  (-B)"'»  womit  wir  wieder  die  inverse  Substitution  von 
(5)^  bezeichnen,  anwenden. 

141]  Durchläuft  x  in  directer  Richtung  die  Begrenzung  einer  Fläche,  welche 
die  sämmtlichen  singulären  Punkte  enthält,  darauf  dieselbe  Curve  in  entgegen- 
gesetzter Richtung,  so  erhält  die  Function  offenbar  ihren  ursprünglichen  Werth 
wieder.  Der  letztere  Weg  ist  aber  einem  Umlaufe  um  den  Punkt  00  gleich  zu 
achten,  während  der  erstere  durch  die  successiven  Umläufe  um  die  einzelnen 
singulären  Punkte  ersetzt  werden  kann.  Man  kann  sich  demnach,  wenn  man 
den  Punkt  00  mit  zu  den  singulären  Punkten  rechnet,  auch  so  ausdrücken: 
die  Function  nimmt  zuletzt  ihren  früheren  Werth  an,  wenn  man  successive 
alle  singulären  Punkte  umkreist. 
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Bezeichnen  wir  eine  Substitution  (-S),  die  durch  Zusammensetzung  mehrerer 
anderer  (Je),  (/),  ...  entstanden  ist,  symbolisch  mit 

{S)  =  (k)(l)..., 

so  werden  die  Werthe,  welche  die  Functionen  «/™,  ?/*",  ...,2/^'  nach  successiver 
Umkreisung  sämmtlicher  singulärer  Punkte  erhalten,  gefunden,  wenn  man  auf 
dieselben  die  Substitution 

(RX  {B\  {R\  (i?)-  {B\  (El  (B);' . . .  (5)^,.  (i?)^,.  (£)-. 

anwendet.  —  Weil  nun  durch  diese  Substitution  die  Functionen  y"\  y",  ...,  y" 
jede  in  sich  selbst  verwandelt  werden,  so  muss  sie  mit  der  folgenden  über- 
einstimmen : 

/     1     0     0     ...     0 

0     1     0     ...     0 

0     0     1     ...     0 


0     0     0     ...     1 

Da  aber  die  Determinante  aus  den  Elementen  einer  Substitution  (S),  die 
aus  den  Substitutionen  (Ic),  (/),  ...  zusammengesetzt  ist,  gleich  ist  dem  Producte 
der  Determinanten  aus  den  Elementen  von  Qc),  von  (/)  etc.,  so  muss 

Det.  iR\ .  Det.  (B),  Det.  {R\  Det.  (B);' .  Bei.  (B),  Det.  (R\  Det.  (B);' . . . 

X  Det.  (B)^^,  Det.  (R)^^,  Det.  (5)-.  =  1 
sein. 

Nun  ist 

Det.  (J5),.  Det.  (5)-'  =  1, 

und  wie  aus  den  Gleichungen  (10.)  der   vorigen  Nummer   sich   leicht  ergiebt, 

Det.  (i?)^  =  (üi,  <",2  •  •  •  ">m  =  e  '       ; 

folglich  ist  [-,42 

(5-)  Si^a^a  =  einer  ganzen  Zahl. 

I     I 

Diese  ganze  Zahl  wollen  wir  mit  k  bezeichnen. 

Nennt  man  r.^  den  Exponenten,  zu  dem  ^/j'  gehört,  so  kann  man 
dieses  Resultat  so  aussprechen: 


182 
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Die  Summe  der  Exponenten,  zu  welchen  die  Elemente  der 
sämmtlichen  p  +  1  Fundamentalsysteme  gehören,  ist  eine  ganze 
Zahl. 

Oder  auch 

Die  Summe  der  Logarithmen  der  Wurzeln  der  p  +  1  verschie- 
denen   Fundamentalgleichungen    ist    ein    ganzes    Vielfaches    von 

II.  Man  kann  annehmen,  dass  in  den  Gleichungen  (3.)  die  Grössen  r.^ 
so  gewählt  sind,  dass  cp^^'  für  x  =  a  nicht  verschwindet  und  nur  cxd  wird  wie 
ein  Ausdruck  der  Form 

L  —  a  +  &  log  (x  -  a,-)  +  c[\og{x  —  et,)]'  +  •••  +  ?  [log  {x  —  a,.)]""' , 

und   <^^l*"  für  a?  =  CO   nicht   verschwindet  und   nur  oo  wird  wie  ein  Ausdruck 

L'  =  a'+  6' log«  +  c'{\ogxf  +  ■■■  +  r^logxY'K 

In  den  Ausdrücken  L  und  L'  sind  a,  b,  c,  ...,  /,    a',  b',  c',  ...,/'  Constanten  und 
r  und  r'  ganze  Zahlen. 
Es  ist 


(6.) 


dx'" 


dx'' 


Pi 


Ih 


dx 


dx'' 


d'"-'y^: 


dx" 


^-  +  ---+Pmyi 


dx 


'^'--  +  --+P.,yV, 


rfa;™  ^'^    dx" 

Setzt  man  die  Determinante 


r-+Ä 


dx 


VJ  (i) 


dx"'^         dx'^'^ 


dx" 


dx" 


^™-iy(0       d^-^y«) 


dx" 


dx" 


A'-' 


und   bezeichnet    mit  A^'     diejenige  Determinante,    welche    man    aus  A,'    erhält, 
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wenn  man  die  a**  Verticalreihe  der  letzteren  durch  --^1—,  —5-^-,  ...,  -^^'^-  [143 

dx"*    '     dx'^    '        '     dx'"      L 

ersetzt,  so  ergiebt  sich 

(7.)  ^'PPa  =   A«. 

Aus  den  Gleichungen  (2.)  folgt  die  Relation 
(8.)  a;,"  =  Det.(5),A« 

für  0  =  0,  1,  2, ...,?».  —  Da  sowohl  y'",  y'^\  ...,y'^  als  auch  «/|'\  y^^\  ...,y^  ein 
Fundamentalsystem  constituiren,  darf  Det.  (B).  nicht  verschwinden.  Daher  sind 
A'"  und  A|,'^  zu  gleicher  Zeit  eindeutig  oder  mehrdeutig,  endlich  oder  unend- 
lich, Null  oder  von  Null  verschieden.  —  Da  ferner  yj'(-^  — aj'^"'  für  x  =  a. 
nicht  verschwindet  und  nur  unendlich  wird  wie  i,  so  hat  ,^°  (x  —  a.)  ''"^ 
dieselbe  Eigenschaft.  —  Nach  einem  Umlaufe  um  a.  geht  A|,'^  über  in  Det.(-R),.  A''\ 
folglich  ist  A|,'^  von  der  Form  (x  —  a^f'^),  wenn  man  £  =  — ^=- log  Det.  (i?),. 
setzt,  und  wo  ^  in  der  Umgebung  von  a.  eindeutig  ist.  Daher  enthält  der 
entwickelte  Ausdruck  von  Aj,'    für  a  =  0,  1,  ...,  m  keine  Logarithmen,  und 

ist  in  der  Umgebung  von  a^,  ebenso  wie 


,(.)  -»'■'»■^ 


^   __     ^    m(m-l) 


in    der   Umgebung    von    a.    eindeutig,    endlich    und    continuirlich.      Nach    der 
Gleichung  (8.)  hat  daher  auch 


K"{x-a,) 

in   der   Umgebimg   von   a.   dieselbe   Eigenschaft.    —    Hieraus   folgt,    dass    der 
Ausdruck : 

m(m-l)                                    m(m-l)                                            vi(m-l) 
io'^ioT  „  Za^2a^ K ~Za^Qa-i 5 

K,  =  ^^:\x-a,)  (x-a,)  "        ...(x-a^)  ^ 

für  alle  endlichen  Werthe  von  x  eindeutig,  endlich  und  continuirlich  ist. 

Weil   ferner   y'-     (— j  für  ic  =  oo   nicht    verschwindet   und   nur   un- 

endlich  wird  wie  i,  so  hat  — dx^~\^}  dieselbe  Eigenschaft,  und  daher 
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sind,   da  wieder  der  entwickelte  Ausdruck  von   Al^""^"  keinen  Logarithmus  ent- 

y   ,.         I    m{m-l)  „^^        ,    m(m-l) 

hält,    ^l^^'^x""  '""''"  ^         und    ^"'x    "  ''"''''  ^         in    der    Umgebung    von 

a;  =  oo  eindeutig,  endlich  und  continuirlich. 

144]    Daraus  folgt,  dass  K^  für  ir  =  00  unendlich  ist  höchstens  von  der  Ordnung 

-2:.  So  '-.a  +  (P  -  1)  -^ =  -  fc  +  (p  -  1) -^-2 ^• 

Setzt  man,  wie  am  Schlüsse  der  No.  2,  in  die  Diiferentialgleichung  (1.) 
y  =  y-'^fzdx,  und  wenn  z^  ein  nicht  verschwindendes  particuläres  Integral  der 
Differentialgleichung  in  z  ist,  z  =  z^fudx,  und  wenn  u^  ein  nicht  verschwin- 
dendes Integral  der  Differentialgleichung  in  u  ist,  u  ^=  u^fvdx^  und  fährt  so 
fort,  so  erhält  man  schliesslich  eine  lineare  Differentialgleichung  erster  Ord- 
nung, deren  Integral  wir  mit  w  bezeichnen  wollen.  Es  ist  offenbar,  dass  man 
die  Integrale  ^•j ,  m^  ,  v, ,  . . .   so  wählen  kann ,  dass 

y-!^  ^  yTf^Jx,    2/3'^  =  y['^pxz,fH,da;,     etc., 

und  dass  die  Integi'ale  der  Differentialgleichungen  in  z,  u,  v,  ...,  iv  sämmtlich 
die  Eigenschaft  haben  müssen,  mit  bestimmten  Potenzen  von  x  —  a^  multiplicirt 
für  X  =  a.  endlich  zu  werden,  damit  den  Integralen  der  Differentialgleichung 
(1.)  diese  Eigenschaft  zukomme.  Da  nun  y'^  (•«  — a )  "  für  x  =  a.  nicht  ver- 
schwindet und  nur  00  wird  wie  i,  so  hat  yl  z^[x  —  a^)  "  dieselbe  Eigen- 
schaft. Da  ferner  yl  (x  —  a.)  "  diese  Eigenschaft  hat,  so  kommt  dieselbe 
auch  der  Function  y^  z^u^{x  —  a^)  "  "  zu  etc.  —  Nun  aber  ist  nach  Gleichung 
(9.)  in  No.  2 

Ao''  =  C.(2/i'''r.  <-'.<-'.<-'...«', 

wo  C  eine  Constante  bedeutet,  oder 
daraus  folgt,  dass  der  Ausdruck 

_V    r      I    "'(»'-!)  _V    r      I    *»("'-^) 

^•^'(x  —  ai)  und   daher  auch  A"'(a;  — a.) 

für  X  =  a^  nicht  verschwindet,  und  da  er,  wie  schon  bemerkt,  keinen  Loga- 
rithmus enthält,  auch  nicht  unendlich  wird.   — 
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Mit  Hülfe  desselben  Satzes  aus  No.  2  wird  gezeigt,  dass 

'  m(m-l)  m(m-l) 

A't"x  ^        und  daher  auch  Al"x  ^ 

für  a;  =  oo  nicht  verschwindet  und  nicht  unendlich  wird. 
Aus  der  Gleichung  (7.)  ergiebt  sich  (vergl.  No.  2) 

wo  C  eine  nicht  verschwindende  Constante  ist.     Damit  [145 

c  .  (x  —  a.) 

in  der  Umgebung  von  a    endlich,    eindeutig,    continuirlich  und  von  Null  ver- 
schieden sei,  muss 

lim(x  — a,).2',    für    x  =  a, 

einen  endlichen  Werth  haben.    Bezeichnet  man  den  Coefficienten  von  (rc  — a.)~' 

in  der  Entwickelung  von  p^  nach  steigenden  Potenzen   von  (x  —  a)  mit  F.,   so 

muss 

_  m{m-l) 

i  ^a  '  ia  2 

,    OT(m-l) 

sein.  —  Damit   terner   e  .x  m  der  Umgebung  von  00  ein- 

deutig, endlich,  continuirlich  und  von  Null  verschieden  sei,  darf 

lim.{x.p^)    für    a;  =  00 
nicht  unendlich  sein.     Bezeichnet  man  diesen  Grenzwerth  mit  ^,  so  hat  man 

so  dass 

(9-)  i.r.-3  =  ii-(9-i)^-^. 

Da  aber  p^  der  Voraussetzung  gemäss  in  der  ganzen  Ebene  eindeutig  und 
nur  in  einer  endlichen  Anzahl  von  Punkten  unendlich  ist,  da  wir  ferner  jetzt 
gefunden  haben,  dass  es  in  diesen  Punkten  von  einer  endlichen  Ordnung 
unendlich  und  f ür  o;  =  00  nicht  unendlich  ist,  so  ist  p^  bekanntlich  eine  ratio- 
nale Function  von  x. 

Fuchs,  muthem.  Werke.    I.  24 
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Die  Bedingung,  dass  lim(xpj  für  rr  =  oo  nicht  unendlich  sei,  erfordert, 
dass  der  Grad  des  Nenners  von  p^  mindestens  um  eine  Einheit  höher  ist  als 
der  des  Zählers;  in  Folge  dessen  ist  aber  bekanntlich 

2,r..-5  =  0, 

so  dass  sich  aus  der  Gleichung  (9.)  ergiebt 

(10.)  ^  =  (9-1)^ — '- 

Daher  ist  K^  eine  Constante,  und  zwar  ist  diese  Constante  von  NuU 
verschieden,  weil  A™  nicht  verschwinden  darf,  wenn  «/"',  y'^'\  •••>  2/^'  ^iii  Funda- 
mentalsystem constituiren  sollen. 

UI.  Auf  ähnliche  Weise  findet  man,  dass  der  Ausdruck 

,.fi1  „  m(vi—i)     ,  _,  ni(m—l)  .  ,  _  m(m—l)     . 

K^=A'^\x-a,)  (x-a,)  .  .  .  (x-a^) 

wo  B  jede  der  Zahlen  1,  2,  ...,  w  bedeutet,  für  jedes  endliche  x  eindeutig,  con- 

tinuirlich   und   endlich  ist.   —  Da  ferner  AJ,".a;  in    der   Um- 

gebung  von    oo    eindeutig,    endlich   und    continuirlich    ist,    so    folgt,    dass    der 
Ausdruck  K^^  eine  ganze  Function  höchstens  vom  Grade 

-Ä  +  (p-l)-^^ ^  +  (9-1)6  =  (p-l)b 

ist. 

Bezeichnet  man  daher  mit  F^{oc')  eine  ganze  Function  von  x  höchstens 
vom  Grade  s,  so  folgt  mit  Hülfe  der  Gleichung  (7.): 


{x-a,f{x-aj...{x-a^y> 

für  b  =  1,  2,  ...,  m. 

Die  Differentialgleichung  (1.)  muss  daher,  um  den  in  der 
Aufgabe  gestellten  Forderungen  zu  genügen,  die  folgende  Form 
haben: 

^     '  dx"^  ^        da;"'-'  "^        0;'        dx'^-'^""^        <!'"'"'         dx '^       <}-"        ^' 
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WO 


<\i  =  {x  —  a^){x  —  a^)...{x  —  a,,) 

gesetzt  ist. 

Wir  werden  in  der  nächsten  Nummer  umgekehrt  nachweisen,  dass  jedes 
Integral  dieser  Differentialgleichung  mit  einer  bestimmten  endlichen  Potenz 
von  x-a.  multiplicirt  für  x  =  a.  endlich  wird,  wenn  a.  irgend  ein  singulärer 
Punkt  ist,  und  dass  jedes  Integial  mit  einer  bestimmten  endlichen  Potenz  von 
—  multiplicirt  für  a;  =  oo  dieselbe  Eigenschaft  hat. 

IV.  Setzen  wir 

-P^o(g-.>(^)-(^--«v)°    _    p    /„x 
— ^^  —    -t^.aW 

für  a  =  1,  2,  . ..,  m,  so  lässt  sich  die  Differentialgleichung  (12.)  folgendermassen 
schreiben: 

^^^•>  1^  ~  T^  dx'^-'  ^  {x-a,)'   dx'^-'  ^      ^  {x-aX  ^ 

Es  sei  t"*' 

y  =  (x-aju, 

so  verwandelt  sich  diese  Differentialgleichung  in  die  folgende: 

(^*')  1^  -  irT,l^r=^^{x-a,r  dx-'  +      +  {x-ar    ' 

wenn  man  zur  Abkürzung  setzt: 

(m-l)(m-2)     .(m-g+l)^     ^^^_^   (^_^^,)p_^(^) 
1.2  . . .  (a  —  ij 

(^_2)(m-3)...0a-a+l)^^  ,       ,^_^^3)p^^) 

^  1 . 2  ...  (a  -  2)  "^         ^       ^ 

^  (m-3)(,»-4)     .(m-g+l)  ..(r-l)  ...{r-a  + ^)P,,ix)  +  -  +  P^^jx) 
1 . 2  ...  (a  —  3) 

für  a  =  1,  2,  .. .,  m. 

Es  wird  in  der  nächsten  Nummer  gezeigt,  dass  die  Differentialgleichung 
(13.)  ein  oder  mehrere  Integrale  von  der  Eigenschaft  hat,  dass  sie  mit  einer 
endlichen,  bestimmten  Potenz  von  x-a,  multiplicirt  in  der  Umgebung  von  a 
eindeutig,    endlich   und    continuirlich   und  in  a.  von  Null  verschieden  werden. 

24* 
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Ist  {x  —  a^^  diese  Potenz  für  eines  dieser  Integrale,  so  muss  der  Differential- 
gleichung (14.)  durch  eine  in  der  Umgebung  von  a,  convergente  Reihe 

0 

genügt  werden,  wo  c^  von  Null  verschieden  ist.  Setzt  man  diese  Reihe  für 
u  in  die  Differentialgleichung  ein,  so  ergiebt  der  Coefficient  von  (ic  — aj"*"  die 
Gleichung : 

FlXa,).c^  =  0. 

Da  aber  c„  von  Null  verschieden  ist,  so  muss  P'.^(a)  =  0  sein.  Sind  daher 
^i'^s'---'^n  Elemente  des  zu  a.  gehörigen  Fundamentalsystems  mit  der 
angegebenen  Eigenschaft,  so  sind  die  Exponenten  r.j,  r^,  . . .,  r.^,  zu  denen  sie 
gehören,  Wurzeln  der  Gleichung 

•  (r  -  1) . . .  {r  -m  +  1)  -  r(r  -  1) . . .  (r  —  m  +  2)  P^,  (a,) 

->■(>•-!)...  (»■  -  m  +  3)  P.,  («,.) r  P.  ,„_,  {a, )  -  P,„  (a, )  =  0. 


(15.) 


148]  Setzt  man  ^  =  — ,  so  findet  man  ohne  Mühe,  dass  die  Differentialgleichung 
(12.)  übergeht  in: 

V    •;  ^jf,„  f     ^^«-1  -t-    ^,     ^^»_.  +•••+    ^™    2/, 

wo  die  Grössen  Oj(^),  <I)j,(Oj  •••,  ^,„(0  rationale  Functionen  von  t  sind,  die  für 
t  =  0  endlich  bleiben.  Es  ergiebt  sich  alsdann,  dass  wenn  y,^"^",  ^/ä""^",  •..,  y'^'^" 
diejenigen  Elemente  des  zum  Punkte  00  gehörigen  Fundamentalsystems  sind, 
welche  mit  einer  bestimmten  endlichen  Potenz  von  —  multiplicirt  in  der 
Umgebung  von  x  =  00  endlich,  eindeutig  und  continuirlich  und  für  rr  =  00 
von  Null  verschieden  werden,  die  Exponenten  '' +1,) '' +, j,  •  • -i  »' +,„,  zu  denen 
sie  gehören,  Wurzeln  der  Gleichung 

(17)         i    r{r-l)...{r-m+l)-r{r-l)...{r-ni  +  2)(l>^(0) 

\  -r(r-l)...(/--m  +  3)(I),(0) »•<I>»-i(0)  -  <1'„,(0)  =  0 

sind.   — 

5. 
Um  den  in  der  vorigen  Nummer  versprochenen  Nachweis  zu  geben,  gehen 
wir  von  ^er  Differentialgleichung: 

(1)  (?'"?/   _    P„{x)   d--^y        P,,{x)    d-'y  P,Jx) 

^  ''  dx'"  x-a,    dx'"-'  '^  {x-af  dx""'  '^""^  {x-iuT^ 


(2.) 
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aus,    WO  i  eine  der  Zahlen   ],  2,  ...,  q  bedeutet.     Die  Wurzeln  der  Gleichung 

r{r—\)...{r-m  +  \)-r(r-l)...  (»■-?«  + 2)  P.,  (a,.) 

-r{r-\)...{r-  m  +  3)  P,,  (a .) r  p.^_,  (a .)  _  p.^  (a.)  =  0 

denken   wir   uns    so    geordnet,    dass    der  reelle  Theil  jeder  folgenden  in  alge- 
braischem Sinne  nicht  grösser  sei  als    der   irgend    einer   vorhergehenden,   und 
sie  seien  in  dieser  Reihenfolge  r._,  ?v^,  ...,  r.^. 
Setzt  man  nun 

y  =  (x-aj"u, 

so  geht  die  Differentialgleichung  (1.)  über  in 

(3)  c^^M  ^    <g.  (^)  d"-M        Q,,{x)    d-'-'u  Q.Jx) 

wo  die  Grössen  Q,.Ja)  aus  den  Grössen  P'.^{x)  der  Differentialgleichung  (14.) 
der  vorigen  Nummer  erhalten  werden,  wenn  man  in  den  Ausdrücken  der 
letzteren  r.^  statt  r  setzt,  und  in  dem  aus  -P,^(«)  hervorgehenden  Ausdruck  [149 
den  durch  (2.)  entstehenden  Factor  x-a.  fortlässt. 

Wir  formen  nunmehr  die  Differentialgleichung  (3.)  um  in: 

(« -  «.)'""'  "TT-^  -  ^,:  (a.) .  (^  - «,)" 


(4.) 


dx"^        -B.A-.VV-       «.V  ^^«-1 

-<2,(a,).(^-a,)— £^ Q,^-M.)~ 

+  ^;,«  -  («)  •  (^-  -  «'■)  rfj + <?™  (^) « . 

wo  zur  Abkürzung 

ft..-.(»)-g,..-.k)  _  ^,_^  (,, 

a;  — a,-  -ti.m-n.  / 

gesetzt  ist. 

Versucht  man  dieser  Differentialgleichung  durch  eine  Reihe 

CO 
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ZU  genügen,  so  findet  man  für  jeden  jiositiven  ganzzahligen  Werth  von  li: 

i   [{k  +  1)  /.•  {k  -  1) . . .  {h  -  m  +  2)  -  (l,  (a,) .  (/.•  +  1)  Ic  (A  -  1) . . .  (ft  - »»  +  3) 
(5.)  -  <3,.  (a,)  {k  +  1)  k  {k-l)...  {k  - ,»  +  4) (?,,„_.  (a,)  {k  +  1)]  c,^, 

{  =    -^ta  ^t  +  ^ii  ^i-i  +  ^*a  '^4-2  +  ■  ■  ■  +  ^ii  ''o  ) 

worin    die    Grössen   A   sich    aus    den    Coefticienten    der  Reihenentwickelungen 
der   Functionen    Q,',(a'),  Q ■,(■*),.■■,  Q,„(.*0    nach    Potenzen    von   x  —  a.    und    aus 
numerischen  Grössen  durch  die  blossen  Operationen  der  Addition  und  Multi- 
plication  zusammensetzen. 
Die  Gleichung 

(    2v{tv  —  l)...{tv  —  m+2)  —  Q;^{ni)iv{w—l)...(w  —  m  +  3)' 

i  -  Q„  («,)  w  {iv-l)...{iv-m  +  4:) Q,  ,„_,  («,)  =  0 

hat,  wie  ohne  Mühe  gefunden  wird,  die  Wurzeln 

(7.)  r., - r,.. -  1 ,  r.., - r,^ -  1 ,  r-^-r^,-!,  ...,  y,,,, - r,-, -  1. 

Keine  dieser  Grössen  kann  wegen  der  über  die  Reihenfolge  der  Wurzeln 
150]  ?;  ,  r,2,  ...,  r,^^  gemachten  Voraussetzung  einer  positiven  ganzen  Zahl  oder 
der  Null  gleich  sein.  Demnach  bleibt  für  jeden  positiven  ganzzahligen  Werth 
von  k  und  für  fc  =  0  der  Coefticient  von  q.^^  der  Gleichung  (5.)  von  Null 
verschieden.  Daher  lassen  sich  mit  Hülfe  dieser  Gleichung  sämmtliche  Coeffi- 
cienten  c  unter  der  Form  darstellen: 

(8.)  c,  =  \c, 

für  alle  positiven  ganzzahligen  Werthe  von  a. 

Es  seien  die  Maxima  der  Moduln  der  Functionen 

in    der  Umgebung   von  a.   resp.    3f  ,  M^,  . ..,  If  ^  ^,  M^^,   so   ist  bekanntlich  für 
jeden  ganzzahligen  positiven  Werth  von  a: 


\     dx"     ) 


''^^^^    -1.2.3...ai^, 


'o, 

I      mod   — f~^ 
1.)  /  \     <te" 


1.2.3 


<1.2.3...a^ 
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WO    >•    die    Entfernung    des  Punktes  a.   vom    nächsten    singulären   Punkte    und 
i.f[^))a    ^^^  Werth  von  f{x)  für  x  =  a.  bezeichnet. 
Man  bilde  nunmehr  die  Differentialgleichung: 


(10.) 


— {x  —  a,)      • 


dx^' 


— 2^-! (a;  -  a,.)  -T-  + = 

a;  —  a.    ^  «a;       ^      x- 


wo  Y  i7ii  •  •  ■■,  Ym-\   beliebige   positive    Grössen    sind,  jedoch    der  Beschränkung 
unterworfen,  dass  die  Gleichung 

(11.)     'y^w{w—l)...{w  —  m  +  3)  +  y,«; (?(;  —  1)  . . .  {tv  —  w  +  4)  +  •  •  •  +  y„_,  =  0 

weder  eine  ganze  positive  Zahl  noch  die  Null  zur  Wurzel  habe.   —  Versucht 
man  auch  der  Differentialgleichung  (10.)  durch  eine  Reihe 

0 

zu  genügen,  so  ergiebt  sich  für  jedes  ganzzahlige,  positive  k  die  Relation  [151 
(12.) 


[y,  (Z;+  l)Ti...{h-m  +  3)  +  r,(Ä-+  1)Z;  ...{h-m  + A)  +  ...  +  y„_,(i+  1)](7*+, 
=  -Bio  9k  +  ^u  9k-i  +  SH9k-2+---  +  ^kk9o> 


wo  die  Grössen  B  sich  ebenso  aus  den  Coefficienten  der  Reihenentwickelungen 
der  Functionen — , — ,  ..., —  nach  Potenzen   von  oc  —  a   und 


aus  numerischen  Grössen  zusammensetzen,  wie  sich  die  Grössen  A  der  Glei- 
chung (5.)  aus  den  entsprechenden  Coefficienten  der  Reihenentwickelungen 
von  Q'.  (x),  Q'i^{(i'),  •••)  Qi„X^)  und  aus  denselben  numerischen  Grössen  zusammen- 
setzen. Da  die  Grössen  B  sämmtlich  positiv  sind,  so  folgt  aus  den  Ungleich- 
heiten (9.),  dass 

(13.)  B,,>moAA,, 

für  Q  ^  0,  1,  . . .,  Ä;. 


(14.) 
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Es    giebt    stets    eine    endliche  Grenze  für  k,  k  :=  t,   derart,   dass  für  k^t 

\mQä[Jc{k-l)...{k-m+2)-Q,,{a,)Jc{k-l)...il-m+B)-Q,,{a,)kiJc-^  <2,,„-.(«,)] 

!  >  yjc{lc- 1) . . .  {k-m  +  3)  +  yjc(h- 1) . . .  (h-m  +  4)  +  ••  •  +  y^_^. 

Da  nun  nach  Gleichung  (12.)  sich  jedes  g  unter  der  Form 

(i5-)  9a   =    »c^o 

darstellen  lässt,  wo  33^  eine  positive  Zahl  ist,  so  sind  alle  Grössen  g  positiv, 
wenn  man  g^  positiv  annimmt.  —  Aus  den  Ungleichheiten  (13.)  und  (14.)  in 
Verbindung  mit  den  Gleichungen  (5.)  und  (12.)  würde  für  jeden  ganzzahligen 
Werth  von  k  folgen 

(16.)  g^^modc^, 

wenn  dieses  für  k<t  stattfände. 

Nun  sei  unter  den  Moduln  der  Grössen 

A  der  grösste,  und  unter  den  Grössen 

1,  S,,  S,,  ...,  93 

B  die  kleinste,  und  c^  so  gewählt,  dass 

(17.)  A  mod  f„  <  B^r^. 

Da  die  Grössen  g^,  B  und  A  von  Null  verschieden  sind,  so  ist  diese 
Ungleichheit  immer  erfüllbar  und  liefert  für  c„  von  Null  verschiedene  Werthe. 
152]  Alsdann  ist  für  k<t,  folglich  für  jedes  k 

Ä>modct. 
Wenn  daher  die  Reihe 

0 

convergirt,  so  convergirt  um  so  mehr  die  Reihe 

■"  =  2a  c„(a; -«,)", 
wenn  man  über  c^  gemäss  der  Ungleichheit  (17.)  disponirt. 


ZUR  THEORIE  DER  LINEAREN  DIFFERENTIALGLEICHUNGEN.  193 

Multiplicirt  man  die  Gleichung  (10.)  mit  1  — '  ~  '   und  substituirt  alsdann 
die  Reihe  für  v,  so  ergiebt  sich  für  jeden  ganzzahligen  Werth  von  k 

[{k+l)]c{Jc-l)...(k-m  +  3)y,+  {k+l)]c{]c-l)...{k-m  +  i)y^  +  ... 
(18.)    <;      =  \k{k-l)...{k-m  +  2)(^  +  M\  +  k{k-l)...{k-m  +  3)(^  +  M,\  +  - 

Daher  ist 

9k  ry, 

2jjjj.^«+i^^ ^^1 —  =  — -(x  —  aA 

Ski^-Oif  ry,       "■ 

Die  Reihe  für  v  ist  daher  convergent  für  alle  Werthe  von  x,  für  welche 

Ty 

mod  (x  —  a,)  -^  - 


und 


Da  y^  und  r  von  Null  verschiedene  positive  Grössen  sind,  so  findet 
die  Convergenz  innerhalb  eines  endlichen,  um  den  Punkt  a  beschriebenen 
Kreises  statt. 

Daraus  folgt,  dass  die  Reihe 

0 

innerhalb  desselben  Kreises  convergirt.  Es  giebt  daher  eine  innerhalb  dieses 
Kreises  und  folglich  nach  No.  1  in  der  ganzen  Umgebung  von  «,.  ein- 
deutige, endliche  und  continuirliche  vmd  in  a.  von  Null  verschiedene  Function 
u,  welche  der  Differentialgleichung  (3.)  genügt. 

Hiernach  giebt  es  also  ein  particuläres  IntegTal  der  Differentialgleichung  [153 
( 1 .) ,  y.^ ,  welches  mit  (x  —  a_)     "  multiplicirt  in  der  Umgebung  von  «,.  eindeutig, 
endlich  und  continuirlich  und  in  a,  von  Null  verschieden  ist. 
Setzt  man  jetzt 
(19.)  y  =  Vi^f^äx, 

so    erhält   man    für   z   eine   lineare    Differentialgleichung   m  — 1*"  Ordnung    der 

F  n  c  h  s ,  mathem.  Werke.    I.  25 
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Form: 

(la.)  ,     „_.      = J     m-a    +  1 \i      J     TO-3    +•••+-; sm-l    ^1 

^      ^         rta;  X  — «i   «a;  (x  — a,)    ax  (x  — a,) 

worin    die    Coefficienten    G.^{a),  G^^(x),  . ..,  G.^^_^(x)    Functionen    sind,    welche 
innerhalb    eines    endlichen    den    Punkt    a.   umgebenden    Kreises    Ä    eindeutig, 
endlich  und  continuirlich  sind. 
Die  Wurzeln  der  Gleichung: 

(    r'{r'—  1)  ...  (r'—tn  +  2)  —  r'{r'—  1)  ...  {r'—m  +  3) (r,-, (a,) 

i  -r\r'-l)...{y'-m  +  i)G^,{a,) >•'<?,>_.(«.) -ö,- „_,(«.)  =  0 

sind,  wie  leicht  zu  zeigen, 

(20.)  r,,  -  r„  -  1 ,  »•,3  -  r„  -  1 ,  »■„  -  r,,  -  1 ,   . . . ,  r„„  -  r„  -  1. 

Dieselben  haben  in  Folge  der  am  Anfange  dieser  Nummer  über  die 
Reihenfolge  von  r.^ ,  r.,^ ,  . . . ,  »•„„  gemachten  Voraussetzung  in  der  Reihenfolge 
(20.)  die  Eigenschaft,  dass  der  reelle  Theil  jeder  folgenden  in  algebraischem 
Sinne  nicht  gTÖsser  ist  als  der  reelle  Theil  irgend  einer  vorhergehenden. 

Man  weist  nun  auf  ähnliche  Weise,  wie  oben  die  Existenz  der  zu  dem 
Exponenten  r.^  gehörigen  Function  y.^  ergründet  wurde,  die  Existenz  einer 
Function  z^  nach,  welche  mit  (x  —  a^)  '^  "  multiplicirt  innerhalb  des 
Kreises  »S  eindeutig,  continuirlich  und  endlich  und  in  a  von  Null  verschieden 
wii-d.  Setzt  man  in  die  Gleichung  (19.)  z^  statt  z,  so  erhält  man  ein  Integral 
der  Differentialgleichung  (1.)  von  der  Form  y,,  =  9,  + '¥>2  log  (.r  —  a .) ,  wo  cp^  und 
cpj  nicht  unendlich  viele  Potenzen  von  (x  —  a.y^  enthalten,  so  dass  i/.^  mit 
einer  endlichen  Potenz  von  x  —  a^  multiplicirt  für  x  =  a.  endlich  wird. 

Man  setze  nunmehr 
(21.)  s  =  zjtdx, 

so    erhält  man    für    t    eine    lineare   Differentialgleichung   ?«  — 2*"  Ordnung    der 

Form: 

Hb)  rf-'^   _   G-,{x)  d-H   ^     G:,{x)     d-U                g:,,_,(x)   ^ 

^     '^  rfx*"  "          .T  — a,   dx'"  ^      {x  —  ttif   dx""'*                (x— a,)""'    ' 

worin  die  Coefficienten  G'.^{^x) .,  G'.^{.r) ,  . . . .,  G'. ^^_^{x)  Functionen  sind,  welche 
154]  innerhalb  eines  endlichen  den  Punkt  a,  umgebenden  Kreises  8'  eindeutig, 
endlich  und  continuirlich  sind. 
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Die  Wurzeln  der  Gleichung: 

r2b     ^  '""^''"~  ^^  ■  ■  ■  ^''"~ '"  ^^^~  '""^''"~  ^^  ■  ■  ■  ^''"~'"  ^  ^^  ^•■' ^'''^ 

<  -  r" (>■■'- 1) . . .  (r"-  w.  +  5)  G-, (a,) r"G',„_, (a,)  -  (?;,„_, (a.)  =  0 

sind,  wie  leicht  zu  zeigen, 

(22.)  r,,-r,,-l,  r^-r,,-l,  ...,  r,.,„-r,.,- 1. 

Dieselben  haben  in  Folge  der  am  Anfange  dieser  Nummer  über  die 
Keihenfolge  von  »',■,,  »'.j)  •••)  »',>„  gemachten  Voraussetzung  in  der  Reihenfolge 
(22.)  die  Eigenschaft,  dass  der  reelle  Theil  jeder  folgenden  in  algebraischem 
Sinne  nicht  grösser  ist  als  der  reelle  Theil  irgend  einer  vorhergehenden. 

Man  weist  nun  auf  ähnliche  Weise,  wie  oben  die  Existenz  der  Functionen 
?/_j  und  z^  ergründet  wurde,  die  Existenz  einer  Function  f^  nach,  welche  mit 
(x  — a.)  "  '*  multiplicirt  innerhalb  des  Kreises  S'  eindeutig,  continuirlich 
und  endlich  und  in  a,  von  Null  verschieden  wird.  Setzt  man  in  die  Glei- 
chung (21.)  t^  statt  t,  so  erhält  man  ein  Integral  der  Differentialgleichung  (la.) 
von  der  Form  ^^  ^  ^[  +  f  1  ^^S  (* "  *,)  i  ^^  9i  ^^^  %  nicht  unendlich  viele  Po- 
tenzen von  {x  —  a)~^  enthalten.  Setzt  man  diesen  Werth  von  z^  statt  z  in  die 
Gleichung  (19.)  ein,  so  erhält  man  ein  particuläres  Integral  der  Differential- 
gleichung (1.)  der  Form  ^,,  =  ?"+9l' log  (o; -«,)  +  <[  log  (x- «..)]',  wo  cp", 'f ',',  cp'J 
nicht  unendlich  viele  Potenzen  von  (x  —  a.y^  enthalten,  und  daher  y^^  mit  einer 
endlichen  bestimmten  Potenz  von  x  —  a^  multiplicirt  für  x  =:  a.  endlich  wird.  — 
Fährt  man  so  fort,  so  wird  die  Existenz  von  m  particulären  Integralen  der 
Differentialgleichung  (1.),  welche  nach  No.  1  in  der  ganzen  Umgebung  von  n. 
definirt  sind,  und  nach  No.  2  ein  Fundamentalsystem  bilden,  nachgewiesen, 
die  alle  mit  bestimmten,  endlichen  Potenzen  von  x  —  a^  multiplicirt  für  x  =  a. 
endlich  werden.  Daraus  folgt  aber,  dass  alle  Integrale  der  Differentialgleichung 
(1.)  dieselbe  Eigenschaft  besitzen. 

Ähnlich  wird  für  den  Punkt  oo  der  Beweis  geliefert,  indem  man  hierbei 
von  der  Differentialgleichung  (1  6.)  der  vorigen  Nummer  ausgeht. 

Aus  diesen  Betrachtungen  ergiebt  sich  also  umgekehrt: 

Jedes  Integral  der  Differentialgleichung  (12.)  der  vorigen 
Nummer  hat  die  Eigenschaft,  mit  einer  bestimmten  endlichen 
Potenz    von   x  —  a    multiplicirt   für  jeden    endlichen  Werth    von    a, 

25* 
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und  mit  einer  bestimmten  endlichen  Potenz  von  x  multiplicirt 
für  a;  =  oo  endlich  zu  werden. 

iSS]  6. 

An  die  Untersuchungen  der  beiden  vorigen  Nummern  knüpfen  wir  noch 
einige  Folgerungen. 

I.  Wenn  eine  Function  J*"  die  Eigenschaft  hat,  mit  (;c  — aj"*  multiplicirt, 
in  der  Nähe  von  a^  die  Gestalt  einer  ganzen  rationalen  Function  von  log {x  —  a.) 

(1.)     {X  -  a,.)-'F  =  cp„  +  9.  log  {x -  «,)  +  tp,  [log  {x -  a,)Y  +  ••■  +  <?„  [log  {x  - ß,)]" 

anzunehmen,  deren  Coefficienten  in  der  Nähe  von  a^  eindeutige,  endliche  und 
continuirliche  Functionen  von  x  sind,  so  kann  k  so  gewählt  werden,  dass 
{x  —  a^'''F  für  X  =  a.  auch  nicht  mehr  verschwindet  und  nur  unendlich  wird 
wie  eine  ganze  Function  von  log{x  —  a.) 

L  =  a  +  &log(a;-a,)  +  c[log(a;-a;)]^  +  ---  +  ^[log(a;-ai)]'' 

mit    Constanten    Coefficienten    a^  b,  c,  ...,  l.      Wir    sagen    alsdann   in    Überein- 
stimmung mit  II.  in  No.  4,  dass  F  zum  Exponenten  k  gehöre. 
1)  Es  sei  G{x)  eine  wie  F  beschaffene  Function,  so  dass 

(2.)       G{x)  =  -l-o  +  1>.  log  {x - a.)  +  '1-,  [log  {x-a,)Y  +  ---  +  '!^,  [log  [x - a,)]^ 

und  es  gehöre  G{x)  zum  Exponenten  r,  so  ist  fG{x)dx  (wo  die  Integrations- 
constante  Null  genommen  wird)  eine  wie  F  beschaffene  Function,  die 
zum  Exponenten  r  +  l  gehört. 

Da  es  einleuchtend  ist,  dass  das  Integral  fG{x)dx  eine  wie  F  beschaflfene 
Function  ist,  so  ist  nur  zu  zeigen,  dass  es  zum  Exponenten  r+l  gehört. 

Setzt  man 

(x-a,)-'-.'!^^  =  j:Jiix-aJ\ 

so  ist 

(3.)     fG{x)dx  =  'iJjix-aJ[\og(x-a,)rclx  +  ±,±J,f{x-a,y*'[los{x-a,)fdx. 

Die  einfache  Summe  und  die  Doppelsumme  rechter  Hand  lassen  sich  resp. 
auf  die  Form  (ic  — «/"^'t]  und  {x  —  a.J'^'b  bringen,  wo  für  x  —  a.  die  Function 
d  verschwindet,   yj  aber  von  Null  verschieden  ist  und  nur  unendlich  wird  wie 
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ein  Ausdn;ck  L.  Hieraus  ergiebt  sich,  dass  fG{x)dx  zum  Exponenten  r  +  l 
gehört. 

2)  Sind  ferner  G{x)  und  G^[x)  zwei  wie  F  beschaffene  Functionen,  die 
resp.  zu  den  Exponenten  r  und  r^  gehören,  so  ist  das  Product  eine  wie 
F  beschaffene  Function,  welche  zum  Exponenten  r  +  r    gehört. 

Wir  haben  am  Schlüsse  der  vorigen  Nummer  ein  gewisses  Fundamental-  [156 
System  hergeleitet,  welches  wir  mit  Hülfe  der  eben  festgesetzten  Principien 
näher  untersuchen  wollen.  —  Um  das  Element  y.^  zu  erhalten,  dient  die 
Eeihe  der  abgeleiteten  Differentialgleichungen  m  — 1*",  m  — 2'"  bis  zu  der 
»i— a  +  1*"  Ordnung.  Jeder  dieser  Differentialgleichungen  entspricht  eine  ge- 
wisse Reihe  von  Grössen,  und  zwar  denen  von  der  Ordnung  m  — 1  und  m  —  2 
resp.  die  Eeihen  (20.)  und  (22.)  der  vorigen  Nummer,  und  allgemein  der  von 
der  Ordnung  m  —  a  +  \  die  Reihe 

Nach  den  Entwicklungen  der  vorigen  Nummer  hat  die  Differentialgleichung 
der   m  — a  +  t'*"  Ordnung   ein  Integral,   welches    mit   {x  —  a^)  '^''"~'        multi- 

plicirt  in  der  Nähe  von  a.  eindeutig,  endlich,  continuirlich  und  für  x  z=  a. 
von  Null  verschieden  ist,  also  eine  wie  F  beschaffene  Function  ist,  die  zum 
Exponenten  »".a  ~ '',  a-i  ~"  ^  gehört.  Bezeichnen  wir  das  Integral  mit  v  ,  so  ist 
nach  dem  Verfahren  am  Schlüsse  der  vorigen  Nummer 

(5.)  t/,a  =  y^,fdxv,...fdxv^_^fdxv^_,fdxv^. 

Durch  wiederholte  Anwendung  der  beiden  für  die  wie  F  beschaffenen  Functio- 
nen gegebenen  Sätze  ergiebt  sich,  dass  i/.^  eine  wie  F  beschaffene  Function 
ist,  die  zum  Exponenten 

(»•.a  -  ^a-i  - 1)  +  1  +  (»-.-.a-i "  »•.,.-.- 1)  +  1  +  •  •  •  +  (^,  -  r.,  - 1)  +  1  +  r.,  =  r,, 
gehört. 

Ähnliche  Betrachtungen  gelten  für  die  Differentialgleichung  (16.)  der 
Nummer  4. 

Hieraus  ergiebt  sich  der  Satz: 

Zu  jedem  singulären  Punkte  a.  der  Differentialgleichung  (12.) 
in  No.  4  (und  zum  Punkte  oo)  gehört  eine  der  Gleichungen  (15.) 
(und    die  Gleichung  (17.))    derselben   Nummer.     In    der   Umgebung 
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irgend  eines  dieser  Punkte  giebt  es  stets  ein  Fundamentalsystem, 
dessen  Elemente  den  Wurzeln  der  Gleichung  (15.)  (oder  (17.))  der- 
art entsprechen,  dass  zu  jeder  Wurzel  ein  Element  als  zu  seinem. 
Exponenten  gehört. 

Diesen  Satz  kann  man  auf  jede  der  nach  dem  Verfahren  am  Schlüsse 
der  vorigen  Nummer  abzuleitenden  tn  —  l  DifFerentialgieichungen  anwenden, 
derart,  dass  für  die  Differentialgleichung  m  —  a  +  i^"'  Ordnung  die  Reihe  (4.) 
die  Exponenten  enthält,  zu  denen  die  Elemente  ihres  Fundamentalsystems  ge- 
hören. Setzt  man  in  dieser  Reihe  a  =  2,  3,  . . .,  «i,  so  erhält  man  »j  —  1  Reihen, 
157]  die  zusammen  alle  Differenzen  der  Wurzeln  r.^,  r^,  . . .,  r.^  enthalten.  Es 
seien  irgend  zwei  dieser  Wurzeln  r.^  und  >v^  einander  gleich,  wo  A  >  ^,  so 
giebt  es  ein  Integral  w  einer  bestimmten  der  m  —  1  abgeleiteten  Differential- 
gleichungen, welches  eine  wie  F  beschaffene  zum  Exponenten  r.j.  —  r.^  —  l  ge- 
hörige Function  ist.  Geht  man  von  dem  Integi*ale  w  aus,  um  nach  dem 
Verfahren  der  vorigen  Nummer  ein  Integral  der  ursprünglichen  Differential- 
gleichung zu  bilden,  so  führt  schon  die  erste  Integi'ation  einen  Logarithmus 
ein,  so  dass  das  Integral  der  ursprünglichen  Differentialgleichung  ebenfalls 
IjOgarithmen  enthält.     Man  hat  daher  den  Satz: 

Sollen  die  Integrale  der  Differentialgleichung  (12.)  der  No.  4 
in  ihrem  Ausdrucke  in  der  Umgebung  eines  singulären  Punktes 
a.  (oder  des  Punktes  00)  keine  Logarithmen  enthalten,  so  darf  die 
zugehörige  Gleichung  (15.)  (oder  (17.))  derselben  Nummer  keine 
gleichen  Wurzeln  haben. 

Aus  dem  Verfahren  am  Schlüsse  der  vorigen  Nummer  ergiebt  sich  femer 
leicht : 

Wenn  die  Differenzen  der  Wurzeln  einer  zum  singulären 
Punkte  a.  (dem  Punkte  00)  gehörigen  Gleichung  (15.),  ((17.))  der 
No.  4  weder  Null  noch  ganze  Zahlen  sind,  so  enthalten  die  Inte- 
grale der  Differentialgleichung  (12.)  derselben  Nummer  in  ihrem 
Ausdrucke  in  der  Umgebung   dieses  Punktes  keine  Logarithmen. 

Sind  dagegen  einige  dieser  Differenzen  ganze  Zahlen,  so  können  Loga- 
rithmen auftreten. 

n.  Ist  ein  Integral  y  einer  linearen  Differentialgleichung  eiire  alge- 
braische   Function,    so    hat    dasselbe    in    der    Umgebung    eines    singulären 
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Punktes  a  bekanntlich  die  Gestalt: 

OD  _,.+  A 

wo  fi  die  Anzahl  der  Elemente  desjenigen  Cyclus  der  Wurzeln  der  alge- 
braischen Gleichung  zwischen  x  und  y  ist,  zu  dem  y  gehört,  und  v  eine 
positive  ganze  Zahl  oder  Null  bedeutet,  je  nachdem  y  im  Punkte  a  unendlich 
oder  endlich  ist.  (Yergi.  Puiseux  in  Liouvilles  Journal  de  mathematiques, 
t.  XV  und  XVI.)  Ein  solches  Integi'al  Vt'ird  daher  mit  einer  bestimmten 
Potenz  von  x  —  a  multiplicirt  für  x  =  a  endlich.  Hat  daher  eine  lineare 
DifFerentialgleichung  nur  algebraische  Integrale,  so  hat  sie  die  Gestalt  der 
Differentialgleichung  (12.)  in  Xo.  4.  Ferner  ist  ersichtlich,  dass  zu  jedem 
singulären  Punkte  ein  i'undamentalsystem  von  der  Form  (9.)  in  No.  3  gehört. 
Die  Elemente  desselben  gehören  nach  I.  dieser  Nummer  zu  verschiedenen  [158 
Exponenten,  welche  Wiu'zeln  der  Gleichung  (15.)  oder  (17.)  der  No.  4  sind. 
Da  aber  eine  algebraische  Function  nach  einer  endlichen  Anzahl  von  Um- 
läufen um  einen  singulären  Punkt  ihren  ursprünglichen  Werth  wieder  annimmt, 
so  müssen  die  Wurzeln  dieser  Gleichungen  rationale  Zahlen  sein.  Hieraus 
ergiebt  sich  der  Satz: 

Wenn  einer  linearen  Differentialgleichung,  deren  Coeffi- 
cienten  in  der  ganzen  Ebene  eindeutig,  und  nur  für  eine  end- 
liche Anzahl  von  Punkten  unstetig  sind,  nur  algebraische  Inte- 
grale genügen,  so  gehört  sie  zu  der  durch  die  Gleichung  (12.)  in 
No.  4  characterisirten  Klasse  von  Differentialgleichungen.  In 
diesem  Falle  sind  die  Wurzeln  der  Gleichungen  (15.)  und  (17.) 
von  einander  verschiedene  rationale  Zahlen. 

HI.  Nimmt  man  in  der  Differentialgleichung  (12.)  in  No.  4  p  =  1  an,  so 
reduciren  sich  sämmtliche  Functionen  F  _J^x)^  -^aco-»!^)'  •••'  -^ww-dW  ^^^  Con- 
stanten, und  man  erhält  eine  Differentialgleichung  der  Gestalt 

(6)  ^"y   =       f^       ^""'^   I         ^'        ^'"~y  II         f'"       y 

^  ''  dx'"  x  —  a^  fZa;""'       (x  —  a^y  dx'^  *  {x  —  a^f 

wo  fiifii---ifn  Constanten  sind.  —  Die  Exponenten  der  Elemente  des  zu 
dem  Punkte  a^  gehörigen  Fundamentalsystems  r^,  r^,  ...,  r^  sind  die  m  Wurzeln 
der  Gleichung 
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(    >-(r-l) . . .  {r-tn  +  1)- f\r{r-l) .. .  {r -  m  +  2) 
^'•^  (  -/;»•(»■-!)... (r-m+3) /„  =  0. 

Setzt  man  y  =  {x  —  a^)'^ .u,  so  erhält  man  eine  Differentialgleichung  für  «, 
in  welcher  der  C'oefficient  von  u  verschwindet,  welcher  also  durch  u  =  Const. 
genügt  wird;  daraus  folgt,  wenn  die  Gleichung  (7.)  nur  ungleiche  Wurzeln 
hat,  dass  die  Functionen 

(8.)  {x-aj\  {x-aj\  ...,  (a.'-a.)''"' 

selbst  das  zum  singulären  Punkte  a^  gehörige  Fundamentalsystem  constituiren, 
so  dass  das  allgemeine  Integral  der  Differentialgleichung  (6.),  wie  bekannt, 

y  -=  ^c^eA^-aJ" 

wird,  wo  Cj,  Cj,  . . .,  c„,  Constanten  sind. 

Sind  aber  mehrere  Wurzeln  der  Gleichung  (7.)  einander  gleich,  so  seien 
A    Wurzeln    gleich    r^,    A^  AVurzeln    gleich    r^    etc.    A^  Wurzeln   gleich    r^    und 

159]  A  +AjH h  A^  =  ?«.    Es  bilden  alsdann  die  Gruppen  von  Functionen,  welche 

man  erhält,  wenn  man  in  der  Gruppe 

{x-a,)'\    {x-aJnog{x-a,),    {x -aj' [log  {x  -  a,)Y ,    ...,    (^-a.)''°[Iog(.r-«J]^"-^ 

für  a  successive  1,2,...,?*  setzt,  zusammengenommen  das  zum  singulären 
Punkt  a  gehörige  Fundamentalsystem,  ganz  mit  unserer  allgemeinen  Theorie 
übereinstimmend. 

(Vergl.  Cauchy,  Exercices  de  mathematiques,  vol.  I,  pag.  261.) 

7. 

I.  Die  Differentialgleichung,  welcher  die  durch  die  GAUSssche  Reihe 
F{a,ß,y,x)  darstellbaren  Functionen  genügen,  geliört  zu  der  in  den  Num- 
mern 4  und  5  behandelten  Klasse  von  Differentialgleichungen.  Sie  wird  näm- 
lich in  der  allgemeinsten  Form  aus  der  Differentialgleichung  (12.)  in  No.  4 
erhalten,  wenn  man  m  ^=  2  und  die  Anzahl  der  singulären  Punkte  p  ^  2 
annimmt,  so  dass  sie  die  Gestalt  hat: 

/1^  rt'j/  F,{x)  cly  F,(x) 

*>   ''  da;'  {x-u,){x-a,)   dx^  {x-a,y{x-aj'^' 
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WO  F^{x)  und  F^{x)  resp.  ganze  Functionen  ersten  und  zweiten  Grades  von 
X  sind. 

Um  die  specielle  Form  derselben,  wie  sie  Riemann  in  der  oben  erwähnten 
Abhandlung  (S.  19^))  gegeben  hat,  zu  erhalten,  sei: 

ttj  =  0,    a,  =  1. 
Setzt  man 

FM  =  fo  +  fi^;   FÄ^)  =  ffo  +  ffi'^  +  g,^', 

so  sind  die  Gleichungen,  wodurch  die  Exponenten  der  zu  den  Punkten  0,  1,  co 
gehörigen  Fundamentalsysteme  bestimmt  werden,  resp. 

(a)  r{r-l)  +  f,r-g,  =  0, 

(b)  r{r-l)-{f,  +  Qr-ig„  +  g,  +  g,)  =  0, 

(c)  rir-l)  +  {2  +  Qr-g,  =  0. 

Bestimmt  man  die  Constanten  f^,  f^,  g^,  g^,  g^  dadurch,  dass  man  die 
Wurzeln  der  Gleichung  (a)  gleich  «  und  «',  der  Gleichung  (b)  gleich  0  und  y', 
der  Gleichung  (c)  gleich  ß  und  ß'  annimmt,  wo 

«  +  a'+/3  +  ^'+y'  =  1, 

so  geht  die  Differentialgleichung  (1.)  über  in: 

welches  die  RiEMANNsche  Form  ist.  Wird  hierbei  angenommen,  dass  die 
Grössen  a—a,ß'—ß,y'  weder  ganze  Zahlen  noch  gleich  Null  sind,  so  gehört 
zu  jedem  der  Punkte  0,  1,  oo  ein  Fundamentalsystem  der  Form  (9.)  in  [i6o 
No.  3.  Von  dieser  Form  der  Integrale  der  Differentialgleichung  (2.)  ist  Rie- 
MANN  ausgegangen. 

II.  Die  Differentialgleichung  (12.)  in  No.  4  enthält  ausser  den  die  Lage 
der  Singular en  Punkte  bestimmenden  Constanten  a^,  a^,  . . .,  a  im  Allgemeinen 
noch  *"  — )_Q__mp^-_)_  (^Q^g^anten ,  nämlich  die  Coefficienten  der  ganzen 
Functionen  F  (x),  F^^  _^^(x),  ...,  F^^^  _^^{x).  Zu  jedem  singulären  Punkte  ge- 
hören m  Exponenten  (die  den  Elementen  des  bezüglichen  Fundamentalsystems 


1)  Biemanns  Werke  (1892),  S.  81.    Soh. 
FnchB,  mathem.  Werie.    L  26 
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zuertheilt  sind) ,  also  zu  allen  singulären  Punkten  (den  Punkt  oo  mitgerechnet) 
m{Q  +  \)  Exponenten.  Von  den  letzteren  sind  nur  m(p+l)  — 1  willkürlich,  da 
die  Summe  aller  (nach  No.  4)  einer  bestimmten  ganzen  Zahl  gleich  ist.  — 
Die  Anzahl  der  willkürlichen  Exponenten  ist  der  Anzahl  der  Constanten  der 
Differentialgleichung  gleich,  wenn 


m(m  +  l)g      ni(m  —  l) 

9 o =  »«(9  +  l)-l, 


oder 


(3.)  9=-^  +  - 


so  dass  entweder 
oder 


1  und   Q  =  3, 

2  und    9  =  2. 


Hieraus  folgt: 

1)  Sind  die  Exponenten  der  Elemente  der  zu  den  einzelnen 
singulären  Punkten  gehörigen  Fundamentalsysteme  gegeben,  so 
sind  die  Constanten  der  Differentialgleichung,  welcher  die  durch 
die  GAusssche  Reihe  darstellbaren  Functionen  genügen,  folglich 
auch  abgesehen  von  constanten  Factoren  die  Elemente  der  Funda- 
mentalsysteme selbst,    vollständig  bestimmt. 

Dieser  Satz  stimmt  im  Wesentlichen  mit  dem  von  Riemann  in  der  ange- 
führten Abhandlung  No.  IV,  Seite  1 1  sqq. *)  gegebenen  überein,  welcher  dort 
auf  andere  Weise  hergeleitet  ist. 

Es  folgt  aus  der  Gleichung  (3.): 

2)  Den  Fall  einer  linearen  Differentialgleichung  erster  Ord- 
nung mit  3  singulären  Punkten  abgerechnet,  ist  die  Differential- 
gleichung (l.),  welcher  die  durch  die  GAUsssche  Reihe  darstell- 
baren Functionen  genügen,  die  einzige  aus  der  Klasse  der  durch 
die  Gleichung  (12.)  in  No.  4  repräsentirten  Differentialgleichungen, 
welcher  die  in   1)  angegebene  Eigenschaft  zukommt. 

Berlin,  October  1865. 


Werke  (1892),  8.  74  ff.    Seh. 


ANMERKUNGEN. 


1)  Änderungen  gegen  das  Original. 

Es  wurde  gesetzt: 

S.  165,  Zeile  2  v.  u.  c',"'2/,  statt  4""2/,, 

„    166,      „     8  V.  u.  ihren  statt  ihre, 

„    174,  letzte  Zeile  m  — 2  statt  m  — 1, 

„    175,  Zeile  7  w  —  3  statt  m  —  2, 

„    176,  177,  181  fünfmal  2i:N/^  statt  27ii, 

/ 1  \~ ''?+'■'>"'"*  / 1  \~'"e+'.''* 

„    183,  letzte  Zeile  (—  statt  1— j  , 

„    184,  Zeile  13  in  der  zweiten  Gleichung /cte  ^,  statt /Si, 

„    196,  Gleichung  (3.)  unter  dem  zweiten  Integralzeichen  [log(a;-a,)]'>  statt  log  (a;-a,), 

„    200,  Zeile  3  (x-a^f"  statt  (x-af". 

2)  Der  Beweis  (No.  4,  S.  184,  vergl.  auch  die  No.  2  der  folgenden  Abhandlung),  dass  der  Ausdruck 

(a)  K"{x-ai) 

iixr  x  =  a,-  nicht  verschwindet,  erfordert,  wie  Herr  J.  Tanneet  (Annales  de  l'EcoIe  Normale  Supörieure, 
Ser.  n,  Bd.  4,  1875,  S.  150)  bemerkt  hat,  für  den  Fall,  wo  einige  der  r.a  einander  gleich  werden,  eine 
Ergänzung.  Es  kann  sich  nämlich  in  diesem  Falle  ereignen,  dass  die  Grössen  »-,■(,  durch  die  ihnen  in  der 
No.  4  n.  auferlegte  Bedingung,  wonach  es  ein  Fundamentalsystem  y^'',  ...,yt^  giebt,  welches  (nach  der 
in  der  No.  6  1.,  S.  196  eingeführten  Terminologie)  zu  diesen  Grössen  als  Exponenten  gehört,  nicht  voll- 
kommen bestimmt  sind  (vergl.  das  von  Herrn  Tanneey  a.  a.  0.  aufgestellte  Beispiel);  man  kann  dann 
nur  sagen,  dass  sich  stets  ein  Fundamentalsystem  angeben  lässt,  für  welches  die  Exponenten  r.a,  zu 
denen  es  gehört,  so  beschaffen  sind,  dass  der  Ausdruck  (a)  in  der  That  für  x  =  a,  einen  endlichen  und 
von  Null  verschiedenen  Werth  annimmt,  und  zwar  stinmien  diese  Exponenten  mit  den  Wurzeln  der 
Gleichung  (15.)  der  No.  4  (S.  188)  —  nach  der  in  No.  4  der  folgenden  Abhandlung  (S.  220  dieses 
Bandes)  eingeführten  Terminologie,  der  dem  Punkte  x  =  ai  entsprechenden  determiuirenden  Fundamental- 
gleichung —  überein  (vgl.  auch  Stickelbekgek,  zur  Theorie  der  linearen  Difl'erentialgleichungen,  Leipzig, 
1881,  S.  14-17). 

In  Bezug  auf  das  Citat  S.  200  und  die  irrthümliche  Gleichung  (3.)  der  No.  7  (S.  202)  nebst  den 
aus  dieser  gezogenen  Folgerungen,  vergl.  die  der  vorhergehenden  Abhandlung  hinzugefügten  Anmerkungen 
zu  S.  147  und  zu  No.  6  II.  Sch. 


26* 


yn. 


ZUR  THEORIE  DER  LINEAREN  DIFFERENTIALGLEICHUNGEN 
MIT  VERÄNDERLICHEN  COEFFICEENTEN. 

(Ergänzungen  zu  der  im  66'"°  Bande  dieses  Journals  enthaltenen  Ab- 
handlung. 0) 

(Journal  für  die  reine  und  angewandte  Mathematik,  Bd.  68,  1868,  S.  354—385.) 


Einleitung.  [354 

Im  Folgenden  erlaube  ich  mir  einige  Ergänzungen  zu  meiner  im  66°'™ 
Bande  dieses  Journals  enthaltenen  Arbeit')  zu  liefern,  und  daran  einige  weitere 
Entwickelungen  zu  knüpfen.  Die  Sätze  der  §§  4,  5,  6  der  angeführten  Ab- 
handlung ergeben  sich  aus  der  Untersuchung  beliebiger  linearer  homogener 
Differentialgleichungen,  eingeschränkt  auf  das  Gebiet  eines  singulären  Punktes, 
in  welchem  die  Coefficienten  eine  gewisse  Gestalt  annehmen.  Die  bei  dieser 
Untersuchung  sich  ergebenden  Sätze  stellen  sich  nicht  bloss  als  die  wahre 
Quelle  der  dortigen  Entwickelungen  dar,  sondern  gestatten  auch  anderweitige 
Anwendungen.  Die  bei  der  besonderen  Form  der  Coefficienten  aus  denselben 
auf  rationale  Weise  abzuleitende  Gleichung  wird  mit  der  »Fundamental- 
gleichung«, welche  aus  den  Coefficienten  der  Differentialgleichung  auf  trans- 
scendente  Weise  gebildet  ist,  in  engere  Beziehvmg  gesetzt,  indem  die  Wurzeln 
der  ersteren  in  Gruppen  vertheilt  werden,  welche  Gruppen  einander  gleicher 
Wurzeln  der  letzteren  entsprechen.  Die  diesen  Gruppen  zugehörigen  Integrale 
verlau.fen  in  der  Umgebung  des  singulären  Punktes  gewissermassen  für  sich 
selbst,  so  dass  die  abgesonderte  Betrachtung  derselben  zu  den  Fundamental- 
eigenschaften der  Integrale  führt,  ein  Umstand,  der  sich  schon  bei  der  Unter- 

ij  Siehe  die  Torstefaende  Abhandlung.    Seh. 
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suchung  der  allgemeinen  Form  der  Integrale  in  der  Umgebung  eines  beliebigen 
singulären  Punktes  in  der  oben  angeführten  Abhandlung  §  3  kundgegeben.  — 

Es  wird  gezeigt,  dass  die  linearen  nicht  homogenen  Differentialgleichungen 
sich  unserer  Untersuchung  unterwerfen  lassen,  wenn  man  ihnen  gewisse  lineare 
homogene  Differentialgleichungen  zuordnet.  Die  sich  dabei  ergebenden  Sätze 
liefern  auch  ein  wahres  Kriterium  dafür,  ob  für  singulare  Punkte,  in  deren 
Umgebung  die  Coeflicienten  die  oben  angeführte  besondere  Form  haben,  in 
den  Integralen  einer  Gruppe  Logarithmen  auftreten.  Dieses  bildet  alsdann 
355]  den  Ausgangspunkt  zur  Unterscheidung  der  wirklich  singulären  Punkte 
von  den  nur  scheinbaren  einer  beliebigen  Differentialgleichung. 

Bei  den  Citaten  aus  der  oben  angeführten  Abhandlung  möge  des  Zeichen 
A.  gebraucht  werden. 

1. 

In  der  eben  erwähnten  Abhandlung  §  3  ist  die  Gestalt  der  Integrale  der 
linearen  Differentialgleichung 

in  der  Umgebung  eines  singulären  Punktes  fixirt  worden,  in  der  Voraussetzung, 
dass  die  Coefficienten  der  Differentialgleichung  in  der  Umgebung  desselben 
Punktes  eindeutig  sind.  Ist  a  ein  solcher  singulärer  Punkt,  so  gehört  zu  dem- 
selben eine  Gleichung  -4  =  0  des  m^"  Grades,  deren  Coefficienten  gewisse 
von  der  Natur  der  Differentialgleichung  abhängige  Constanten  sind,  welche 
wir  Fundamentalgleichung  genannt  haben  (A.  §  3  Gl.  (6.)).  Die  Wm-zeln 
derselben  cu^,  to,,  ...,  w^  sind  stets  von  Null  verschieden.  Sind  nicht  zwei  der- 
selben gleich,  so  ist  gezeigt  worden,  dass  es  ein  Fundamentalsystem  von  Inte- 
gralen </,,  «/j,  •••j^m  giebt  von  der  Beschaffenheit,  dass 

(2.)  y^  =  {x-  af''  (p„  (a  =  1,  2, . . . ,  m) , 

WO  k^  =  -r-^logu)^  und  cp^  eine  in  der  Umgebung  von  a  eindeutige  Function 
ist.  —  Wenn  hingegen  die  Fundamentalgleichung  mehrfache  Wui'zeln  enthält, 
wenn  z.  B.  to^  eine  A fache  Wurzel  derselben  ist,  so  entspricht  dieser  Grupjje 
einander  gleicher  Wurzeln  die  Integralgruppe 

(2b.)  «„-  (^-a^Sb^aJlogC^-a)]"-'  (a  =  l,2,...,;i), 
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WO  cp^ji  in  der  Umgebung  von  a  eindeutige  Functionen  von  der  Beschaffenheit 
sind,  dass  cp^^  als  eine  lineare  homogene  Function  mit  constanten  Coefficienten 
von  CO   ,  CD   ,...,',:;„,  dargestellt  werden  kann ,  während  die  Grössen  k  ,1c k, 

f  11  '121  '''Ol  ^  '  1'2''a 

nur  um  ganze  Zahlen  difFerirende  Werthe  des  Ausdruckes  -j^^^logu),  bedeuten. 
Die  zu  den  verschiedenen  Wurzelgruppen  gehörigen  Integralgruppen  bilden 
zusammen  ein  Fundamentalsystem.  Es  ist  daselbst  ein  Verfahren  angedeutet 
worden,  die  lineare  Abhängigkeit  der  Grössen  cp^j,  näher  zu  bestimmen.  Haben 
nämlich  die  Grössen  w^^  dieselbe  Bedeutung  wie  in  A.  §  3  Gl.  (10.),  so  hat 
man  das  System  von  Gleichungen:  [356 

i  1 

(3.)  (  I     ^6-11(6-2)  ,       '  »-  (a  =  2,3,...,X) 


ü),(a-l)27^^>„,  =  <«„,„_,?„_,,„_,. 

Aus  der  letzten  ergiebt  sich  cp^^,  aus  der  vorletzten  <p„„_,,  u.  s.  w.,  endlich 
aus  der  ersten  cp^^  als  lineare  homogene  Function  der  Grössen  cp,  deren  erster 
Index  kleiner  ist  als  a.  Ist  cp^^  von  Null  verschieden,  so  folgt  aus  der  letzten 
der  Gleichungen  (3.),  dass  auch  'f,,)  92j,  933)  •  •  •> 'fa_io_,  von  Null  verschieden 
sind.  Setzt  man  daher  in  dieser  Gleichung  successive  0  ^  2 ,  3 ,  . . . ,  a  und 
multiplicirt  die  entstandenen  Gleichungen,  so  erhält  man 

(4.)  (2;rm.)»-'.1.2...(a-l)»„„   =   co,.m,3...u,„„_,.'^,.,      d.h. 

I.  Der  Coefficient  von  [log(.«  — a)]""'  im  Ausdrucke  (2b.)  des  Ele- 
ments u  ist  entweder  Null  oder  bis  auf  einen  constanten  Factor 
das  Integral  u^. 

Dieses  Resultat  lässt  sich  auch  auf  andere  Weise  herleiten,  indem  man 
dii'ect  den  folgenden  Satz  beweist: 

II.  Ist  F  =  v^  + Vjlog(;r  — a)  +  v„[log(«  — a)]^-l h  tJ^[log(a;  — a)]'  ein  Inte- 
gral der  Differentialgleichung  (1.),  und  sind  die  Coefficienten  v 
bis  auf  einen  allen  gemeinschaftlichen  Factor  {x  —  a)"  in  der  Um- 
gebung von  a    eindeutige  Functionen,    so    ist    auch    der  Coefficient 
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der  höchsten  Potenz  von  log{x  —  a)  ein  Integral  derselben  Differen- 
tialgleichung. 

Substituirt  man  nämlich  in  der  Differentialgleichung  (l.)  V  für  y,  ordnet 
den  erhaltenen  Ausdruck  nach  Potenzen  von  log(a— 0)  und  dividirt  durch 
(x  —  a)",  so  erhält  man  eine  Gleichung  der  Form: 

(5.)  P„+P^log{x-a)  +  F,[los{x-a)Y+---  +  P,.[\og{x-a)Y  =  0, 

wo  P,P,P,...,P  in  der  Umgebung  von  a  eindeutige  Functionen  sind. 
Eine  Gleichung  dieser  Form  kann  aber  nur  bestehen,  wenn  die 
Coefficienten  der  Potenzen  von  log(*  — a)  einzeln  verschwinden. 

Denn  da  sie  auch  bestehen  bleiben  muss,  wenn  x  eine  beliebige  Anzahl 
von  Umläufen  um  den  singulären  Punkt  a  gemacht  hat,  so  folgt: 

(6.)      P„+  I\[log{x-a)  +  2]c'!:i]  +  P,[\og{x-a)  +  2]c'Ki]''  +  ■■■  +  P,[\og{x-a)  +  2JcTziY  =  0 

357]  für  jeden  ganzzahligen  Werth  von  k.  Es  entsprächen  demnach  einem 
bestimmten  Werthe  von  x  unzählig  viele  Wurzeln  s  der  Gleichung 

P,+  P,0  +  P,s'+---  +  P,z'  ^  0, 

woraus  bekanntlich  folgt,  dass  die  Coefficienten  P^,  P^,  P^, ...,  P^  verschwinden. 
—  Bezeichnet  man  aber  die  linke  Seite  der  Differentialgleichung  (1.)  mit  D(y), 
so  ist  {x  —  ayP^  =  D{v^).  Die  Gleichung  P^  =  0  drückt  also  aus,  dass  v^.  ein 
Integi'al  dieser  Differentialgleichung  ist. 

Es  ist  überdies  P^  =  D(vJ  +  (f^,  a  =  I,  2,  .. .,  r  — 1,  wo  rf^  eine  lineare 
Function  der  Grössen  f„+,i  »^„+2,  •  ■•,  v.  und  ihrer  Ableitungen  ist.  Die  Glei- 
chungen P^  =  0,  a  =  0,  1,  2,  . ..,  »•  — 1,  sind  daher  Differentialgleichungen  füi- 
t'^_,,  v,._2,  ...,  iJ„,  durch  welche  man  successive  diese  Functionen  ermitteln  kann. 

Da  jedes  wie  V  beschaffene  Integral  eine  lineare  homogene  Function  mit 
Constanten  Coefficienten  einer  Integralgruppe  (2b.)  ist,  so  folgt  umgekehlt 
der  Satz  11.  aus  dem  Satze  I.  Jedes  nicht  wie  V  beschaffene  Integral  ist,  als 
lineare  homogene  Function  mit  constanten  C'oefficienten  der  Integrale  (2.)  und 
(2b.),  eine  Summe  solcher  wie  V  beschaffener  Integrale. 

Zur  Transformation  eines  Fundamentalsystems  dient  häufig  der  folgende 
Satz ; 

III.  Ist  y^iV^i  ■  ••■,  y^  ein  willkürliches  Fundamentalsystem,  und 
sind  t',)Vj,  ...,v^  lineare  homogene  Functionen  mit  constanten  Co- 
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efficienten  von  beliebigen  ^Elementen  desselben  y^i  y^y  •■■i'yn'- 

(7.)  «a    =    SfifaSj/t  (0  =  1,2,...,«), 

1 

derart,  dass  die  Determinante 

C  = 

nicht    verschwindet,    so    bilden    v,,  v^,  . . .,  t»^,  ?/,^^,,  . ..,  2/^^    ein   Funda- 
mentalsystem. 

Denn  eine  Gleichung 

(8.)  c,i;, +  c,v,+  --- +  c„t;„+c„+,  ?/„+,  +  ••• +  c„2/^  =  0 

mit  Constanten  Coefficienten  wäre  gleichbedeutend  mit 

1  1 

Da  aber  y^iV^i  ■  ■  -iV^  ein  Fundamentalsystem  ist,  so  könnte  diese  Gleichung 
nur  stattfinden,  wenn  die  Coefficienten  der  verschiedenen  y  verschwinden. 
Setzt  man  aber  die  Coefficienten  von  :^,,  2/2)  •  •  •?  2/„  der  Null  gleich,  so  folgt,  [358 
dass  entweder  (^,  =  c^  =  •  •  •  =  c^  =  0,  und  daher  auch  in  (8.)  c^^^  =  •  •  •  =  c^  —  0, 
oder  C  =  0.  Diese  letztere  Gleichung  widerspricht  aber  der  Voraussetzung. 
Die  Bedingung,  dass  die  Determinante  C  nicht  verschwindet, 
ist  offenbar  gleichbedeutend  mit  der  Bedingung,  dass  eine  Glei- 
chung der  Gestalt: 

mit  Constanten  Coefficienten  nicht  stattfindet. 


Es  werde  in  der  Diö'erentialgleichung 


0 


y  =  {x  —  d^z  gesetzt,  wo  r  eine  beliebige  Grösse,  so  geht  dieselbe  über  in: 


dx'" 

Fnche,  mathem.  Werke.    I. 


dx" 


d" 


'  dx" 


-  +  ---  +  {x-a)P,„_^-^  +  P^z  =  0, 
27 
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WO 

Wenn  die  Coefficienten  p  die  Form  haben  p^  =  q^ix  —  a)'",  wo  q^  in  der 
Umgebung  von  a  eindeutig,  continuirlich  und  endlich,  so  folgt  aus  (3.),  dass 
P  ebenfalls  in  der  Umgebung  von  a  eindeutig,  continuirlich  und  endlich  ist. 
Da  die  Differentialgleichung  (2.)  in  die  Differentialgleichung  (1.)  übergeht, 
wenn  man  z  ==  {x  —  ayy  setzt,  so  folgt  umgekehrt,  dass  wenn  die  Grössen  P^ 
in  der  Umgebung  von  a  eindeutig,  continuirlich  und  endlich  sind,  die  Aus- 
drücke p  {x  —  ay  dieselbe  Eigenschaft  haben.  Unter  derselben  Voraussetzung 
giebt  es  ein  Fundamentalsystem  von  Integralen  der  Differentialgleichung  (1.) 
y  ^  y  ^  ...,y  ,  dessen  Elemente  wie  F  beschaffene  Functionen  (A.  §  6)  sind  und 
resp.  zu  gewissen  Exponenten  i'^,  r^,  .. .,  r^  gehören.  Diesem  Fundamental- 
systeme entspricht  ein  ähnlich  beschaffenes  Fundamentalsystem  der  Differential- 
gleichung (2.)  ^  ,  ^^,  .. .,  ^,^,  dessen  Elemente  resp.  zu  den  Exponenten 

gehören.   —  Wir  nehmen  r  so  an,    dass    die  letzteren  Exponenten  grösser  als 
m  sind. 

359]    Bezeichnet     man     mit     A^     die     Determinante     des     Fundamentalsystems 
y„2/„...,v/„„  so  ist  (A.  §2  Gl.  (3.)) 


A„  =  Ce 


-fPi  rf« 


Ist    ebenso  A'    die  Determinante    des   Fundamentalsystems  2^,2^,...,^^^,   so   ist 

wo  C  und  C  nicht  verschwindende  Constanten  bedeuten.     Da  nun  nach  (3.) 
P^  =  ■mr  +  {x  —  a)p^,  so  folgt 

daher 

(4.)  Ao  =  C"{x-a)"'■^'„ 

wenn  man  -^  =  C"    setzt.  Es    ist    von    Wichtigkeit    nachzuweisen,    dass    der 

Ausdruck  D^  =  \.{x-a)  "          ^       ,    wo  Sr^   die  Summe    der  Exponenten 
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?•  ,  r  ,  ...,  r^  bedeutet,  für  o:  =  a  nicht  verschwindet.  Dieses  ist  (A.  §  4)  mit 
Hülfe  der  Productform  von  A^^  geschehen.  Allein  der  dortige  Beweis  erfordert 
einige  Erörterungen  für  den  Fall,  dass  einige  der  Exponenten  r  kleiner  als 
m  und  positive  ganze  Zahlen  sind.    Um  diese  zu  vermeiden,  beweist  man  nach 

(A.  §  4)    aus    der  Productform   von    A^,    dass   D^  =  ^'^(x  —  a)  "       ,  wo 

SPa  die  Summe  der  Exponenten  p^,  p^,  ...,  p„  bedeutet,  nicht  verschwindet,  da 
wir  über  diese  Exponenten  so  verfügt  haben,  dass  sie  sämmtlich  grösser  als  m 
sind.  Aus  der  Gleichung  SPj  =  —mr  +  '^i\  und  Gleichung  (4.)  folgt  aber 
D^  =  C".D'^,  folglich  ist  auch  D^  für  x  ^=  a  von  Null  verschieden. 

3. 

Sind  die  Coeflicienten  der  Differentialgleichung 

in  der  Umgebung  des  singulären  Punktes  a  eindeutig,  und  die  Integrale  für 
X  =  a  nur  so  unstetig,  dass  sie  mit  bestimmten  Potenzen  von  x  —  a  multi- 
plicirt  endlich  werden,  bilden  ferner  y^i  y^,  ■■■■,  y^  das  den  Gleichungen  (2.) 
und  (2b.)  der  No.  1  entsprechende  Fundamentalsystem  von  Integi-alen,  so 
sind  sie  wie  F  (A.  §6)  beschaffene  Functionen,  die  resp.  zu  den  Exponenten 
*■!)  '"2)  ■■•1  ^m  gehören  mögen.  Bezeichnet  man  wieder  mit  A^  die  Determinante 
dieses  Fundamentalsystems,  mit  A^  diejenige  Determinante,  welche  man  aus  [360 
A„  erhält,  wenn  man  die  q'^  Verticalreihe  durch  T^'  1  T^l^  1  •••■■  T^"  ersetzt, 
so  ist 

(A.  §  4  Gl.  (7.)).     Nun  aber  ist  (A.  §  4  II.  und  III.) 


-S'-a+ 


»((»!  —  !) 


A  =  ^a(^-«)  (a  =  0,  l,...,nO 

in  der  Umgebung  von  a  eindeutig,  endlich  und  continuirlich ,  und  (s.  die  vor. 
Nummer)  J)„  für  x  =  a  von  Null  verschieden,  folglich  ist 

für  a;  —  a  nicht  unendlich.     Man  hat  also  den  Satz: 

27* 
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Wenn  die  Integrale  einer  linearen  homogenen  Differential- 
gleichung für  einen  singulären  Punkt  a,  in  dessen  Umgebung  die 
Coefficienten  derselben  eindeutig  sind,  nur  so  unstetig  werden, 
dass  sie  mit  bestimmten  Potenzen  von  x  —  a  multiplicirt  nicht 
mehr  unendlich  sind,  so  hat  die  Differentialgleichung  in  der  Um- 
gebung des  Pvinktes  a  die  Gestalt: 

(3.)      ia:-ar^  +  {x-ar-^P,^  +  {x-ar--p/^  +  ...  +  P^y  =  0, 

wo  P,  P,,  ...,  P„  in  der  Umgebung  des  Punktes  a  eindeutig,  con- 
tinuirlich  und  endlich  sind. 

Dieser  Satz  setzt  nichts  über  die  Beschaffenheit  der  Coefficienten  der 
Differentialgleichung  und  deren  Integrale  ausserhalb  der  Umgebung  von  a 
voraus.  Man  kann  aber  aus  demselben  den  Satz  in  No.  4  Gl.  (12.)  der  A. 
herleiten.  Sind  nämlich  die  Coefficienten  der  Differentialgleichung  ( 1 .)  überall 
eindeutige  Functionen,  die  in  einer  endlichen  Anzahl  von  Punkten  a^,a^,...,a^ 
unstetig  werden,  und  sind  die  Integrale  für  jeden  dieser  singulären  Punkte  a^ 
nur  so  unstetig,  dass  sie  mit  bestimmten  Potenzen  von  x  —  a^  multiplicirt  nicht 
mehr  unendlich  werden,  so  folgt  aus  dem  eben  bewiesenen  Satze,  dass  p^.<\i'^ 
für  jeden  endlichen  Werth  von  x  endlich  ist,  wenn  man 

{x-a,){x-a,)...{x-a^)  =  <} 

setzt.  Wenn  die  Integrale  ausserdem  für  x  =  oo  nur  so  unstetig  werden,  dass 
sie  mit  bestimmten  Potenzen  von  x  multiplicirt  nicht  mehr  unendlich  sind, 
so  folgt  auf  dieselbe  Weise  wie  für  die  übrigen  singulären  Punkte,  dass  p^x"^ 
für  a;  =  oo  nicht  unendlich  ist.     Hieraus  aber  ergiebt  sich,  wenn  man 

361]  setzt,  dass  —^^  für  a;  =  00  nicht  unendlich  ist.  Da  also  Q^  eine  überall 
eindeutige,  für  jeden  endlichen  Werth  endliche  Function  ist,  die  für  a;  =  00 
höchstens  von  der  Ordnung  Q(p  — 1)  unendlich  wird,  so  ist  Q^  eine  ganze 
rationale  Function  höchstens  vom  Grade  a(p  — 1).  Hiermit  ist  aber  die  Form 
der  Diff'erentialgleichung  (12.)  in  No.  4   der  A.   erwiesen. 
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4. 

Wir  haben  (A.  §  5  vind  6)  bewiesen,  dass  der  Differentialgleichung 

(1.)      (:,-arfß  +  ix-ar-'P,ix)^^  +  ix-ar-^P,{x)^;^  +  ...  +  P„{x)y  ^  0, 

wo  P,(.x),  -Pj(*'),  •••,  P^{x)  in  der  Umgebung  von  a  eindeutige,  endliche 
und  continuirliche  Functionen  sind,  ein  Fundamentalsystem  von  Integralen 
""li)  ^a' •  •  ■»  ^m  entspricht,  dessen  Elemente  wie  F  beschaffene  Functionen  sind, 
die  resp.  zu  den  Exponenten  r^,  r^,  .. .,  r^  gehören,  welche  Wurzeln  der 
Gleichung : 

j    r{r-l)...{r-m  +  l)  +  P,  («)  r  (r  - 1) . . .  (r  -  tu  +  2) 
1  +  P,(a)r(r-1) . ..  {r -m  +  3)  +  ■.■  +  P„{a)  =  0. 


(2.) 


Umgekehrt  ist  der  Exponent,  zu  welchem  irgend  ein  wie  F  beschaffenes  In- 
tegral der  Differentialgleichung  gehört,  eine  Wurzel  der  Gleichung  (2.).   — 

Bildet  man  für  die  Differentialgleichung  (l.)  das  Fundamentalsystem, 
welches  in  No.  1  unter  (2.)  und  (2b.)  angeführt  worden,  so  enthalten  die  in 
demselben  vorkommenden  Functionen  <p^  und  cp^^  in  ihrer  Entwickelung  nach 
Potenzen  von  x  —  a  nur  eine  endliche  Anzahl  von  Potenzen  von  (a;  — a)"';  die 
Elemente  des  Fundamentalsystems  sind  daher  wie  jP  beschaffene  Functionen. 
Da  nun  die  Grössen  h^  (No.  1)  nur  bis  auf  additive  ganze  Zahlen  bestimmt 
sind,  so  wählen  wir  dieselben  für  die  Differentialgleichung  (l.)  so,  dass  ä; 
der  Exponent  ist,  zu  welchem  das  Element  y^  oder  u^  gehört.    Hieraus  folgt: 

I.    Das  -—^  fache  des  Logarithmus  ieder  Wurzel  der  der  Diffe- 

ZT.X  ^  *' 

rentialgleichung  (1.)  zugehörigen  Fundamentalgleichung  (A.  §3 
Gl.  (6.))  ist  bis  auf  additive  ganze  Zahlen  eine  Wurzel  der  Glei- 
chung (2.). 

Ist  Yj  irgend  ein  Element   des  Fundamentalsystems  tj,,  y],,    ••,y]^,    welches 
zum  Exponenten  r  gehört,  so  ist 

t^{x-a)-'  =  '!^,+  '!^,log{x-a)  +  '!^,[log{x-a)f+--  +  <!f,[log{x-a)Y-\ 

wo  <\i^,  <\)^,  ...,  <!gij^  in  der  Umgebung  von  a  eindeutig,  continuirlich  und  endlich 
sind.  Daher  kann  die  lineare  homogene  Function  der  Elemente  des  Funda-  [362 
mentalsystems   (2.)   und   (2b.)    der  No.  1  mit   constanten   Coefficienten,   durch 
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welche  t]  dargestellt  wird,  nur  diejenigen  Elemente  dieses  Fundamentalsystems 
enthalten,  deren  zugehörige  Exponenten  sich  von  r  nur  um  ganze  Zahlen 
unterscheiden,  also  die  Elemente  einer  Gruppe  (2b.)  in  No.  1.    Hieraus  folgt: 

n.  Das  2Trifache  jeder  Wurzel  der  Gleichung  (2.)  ist  der  Loga- 
rithmus einer  Wurzel  der  der  Differentialgleichung  (1.)  zugehö- 
rigen Fundamentalgleichung  (A.  §  3  Gl.  (6.)). 

Aus  dem  Satze  I  folgt,  dass  verschiedenen  Wurzeln  der  Fundamental- 
gleichung solche  Wurzeln  der  Gleichung  (2.)  entsprechen,  die  weder  gleich 
noch  um  ganze  Zahlen  von  einander  verschieden  sind.  Umgekehrt  folgt  daher 
aus  dem  Satze  II,  dass  jeder  Gruppe  von  Wurzeln  der  Gleichung  (2.),  die 
entweder  gleich,  oder  um  ganze  Zahlen  von  einander  verschieden  sind,  eine 
Gruppe  gleich  vieler  einander  gleicher  Wurzeln  der  Fundamentalgleichung 
entspricht.  Es  sei  eine  solche  Gruppe  von  Wurzeln  der  Gleichung  (2.): 
r^,  r^,  . . .,  j-j^  =  (JR),  so  geordnet,  dass  der  reelle  Theil  irgend  einer  derselben 
nicht  kleiner  ist  als  der  reelle  Theil  irgend  einer  nachfolgenden,  so  giebt  es 
ein  Integral  \\  der  Gestalt  v^  =  (.-r  — o)  *cp,  wo  cp  in  der  Umgebung  von  a 
eindeutig,  continuirlich  und  endlich  und  in  a  von  ISull  verschieden  ist.  Der 
Beweis  hierfür  ist  genau  übereinstimmend  mit  dem  Beweise  des  Satzes,  dass 
ein  derartiges  Integral  derjenigen  Wurzel  der  Gleichung  (2.)  zugehört,  deren 
reeller  Theil  nicht  kleiner  ist,  als  der  reelle  Theil  irgend  einer  anderen  Wui'zel 
(A.  §  5).  Denn  es  genügt  die  hier  über  r^  gemachte  Voraussetzung,  um  das, 
worauf  es  bei  diesem  Beweise  ankommt,  festzustellen,  dass  nämlich  der  Coefii- 
cient  von  c^^^  in  Gl.  (5.)  der  A.  §  5  für  keinen  ganzzahligen  positiven  Werth 
von  li  verschwindet. 

Setzt  man  in  die  Differentialgleichung  (1.)  y  =  v^  fsdx,  so  gehört  der  Diffe- 
rentialgleichung für  s  ein  Integral  s^  an  der  Gestalt  ^^  =  (0;  — «)"  '  cp', 
wo  cp'  dieselben  Eigenschaften  wie  cp  hat.  Setzt  man  in  die  letzterhaltene 
Differentialgleichung  z  =  z^jtdx,  so  gehört  der  Differentialgleichung  für-  t  ein 
Integral  t^  an  der  Gestalt  t^  ^  (x  —  a)  '  '  cp"',  wo  cp"'  dieselben  Eigen- 
schaften wie  cp  hat.  Fährt  man  so  fort,  so  erhält  man  eine  Differentialgleichung 
der  Ordnung  »w  — (A  — 1),  der  ein  Integral  w^  =  (.t;  — a)'^  ^^~'  cp''""  angehört, 
wo  cp'''""  dieselben  Eigenschaften  hat  M'ie  cp.     Alsdann  sind 

V,  =  v^fla^(lx,     v^  =  v^J'z^dxJ't^dx,     .  .  .,     v^  ^  i\j 0^dxj  t^dx  ...  fw^dx 
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Integrale  der  Differentialgleichung  (1.),  welche  resp.  zu  den  Exponenten  [363 
»'2)  ''31  •••)  »i  gehören  (A.  §  5  und  6). 

Bezeichnet  man  diejenige^  Function,  in  welche  eine  beliebige  Function 
f{x)  nach  einem  Umlaufe  um  a  übergeht,  mit  {f{x)\,  so  ist  von  einer  Function 
F^  wie  sie  in  der  A.  §  6  characterisirt  ist,  ersichtlich,  dass  sie  die  Eigen- 
schaften 

i^^^'  =  [iPi    "°^    .A^]'^'^  =  [/^^?4+Const. 

besitzt.  Da  aber  v^,  z^,  t^,  ...,  iv^,  v^,  v^,  ...,  v^,  wie  F  beschaffene  Functionen 
(A.  §  6)  und  ausserdem  v^{x  —  a)  ',  z^,t^,...,  iv^  in  der  Umgebung  von  a  ein- 
deutig sind,  so  folgt,  dass  auch  ^-,— ,  ...  wie  F  beschaffene  Functionen  sind 
und  daher 

r  d    vj  ^  _^  rv^r  ^    d    Vj 

[  dx   t\  J         dx  [  i',  J  dx   v^ 

Durch  Integration  ergiebt  sich 

wo  C  eine  Constante  bedeutet. 

Entspricht  nun  der  Gruppe  (R)  die  Gruppe  (W)  der  gleichen  Wiu'zeln 
der  Fundamentalgleichung:  w^  =  to^  =  ■••  r=  to^,  so  ist  v[  =  (o^v,.  Daher  er- 
giebt die  letzte  Gleichung: 

(3.)  [r,]'  =  u)„i',  +  u>,i;j, 

wenn  man  Cw^  =  w^^  setzt.     Ferner  ist 

[i^vj-  i[t]=  [^■A^'-T  =  ^^[ßM'  =  ^AfMd^^c^] 

=  ^^\ft^dx  +  C,\  =  Zift^dx  +  C^z^, 
wo  Cj  eine  neue  Constante.     Durch  Integration  folgt: 

—    =  6',  fz^  dx  +  f^i  dxjt^  dx  +  Cj, 

wo  C,  eine  fernere  Constante.     Daher  ist 

(4-)  b'sY  =   «"ai  «'1  +  ">82  <'j  +  ">i  ^3 . 
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wenn  man  C^io   =  to^^,   C^to^  =  (o^^  setzt.     So  fortfahrend  findet  man 


(5.) 


364]  Vergleicht  man  die  Gleichungen  (3.),  (4.),  (5.)  mit  den  Gleichungen  (10.) 
(A.  §3),  so  folgt,  dass  man  die  Integi-algruppe  v^,  v^,  .. .,  v^^  mit  derjenigen 
der  «<,,«,,  ...,Uj^  (No.  1  Gl.  (2b.)),  welche  der  Gruppe  (W)  der  Wurzeln  der 
Fundamentalgleichung  entspricht,  identificiren  kann.  Hierdurch  sind  aber  die 
Exponenten  k^,k^,  . . .,  K\  bestimmt,  derart,  dass  k^  =  r^,  ^^  =  J'^,  •  •  •,  \  =  r^- 
Zwischen  den  Integralen  v^,  v^,  ■■■i'^x  landet  keine  lineare  homogene  Relation 
mit  Constanten  Coefficienten  statt.     Dieses  folgt  ebenso  wie  in  A.  §  2  Gl.  (8.).  — 

Fasst  man  das  Vorhergehende  zusammen,  so  ergiebt  sich: 

in.  Vertheilt  man  die  Wurzeln  der  Gleichung  (2.)  in  Gruppen 
(R)  derart,  dass  jede  Gruppe  einander  gleiche  oder  von  einander 
um  ganze  Zahlen  verschiedene  Wvirzeln  enthält,  so  entspricht 
jeder  dieser  Gruppen  eine  Gruppe  (W)  gleich  vieler  einander 
gleicher  Wurzeln  der  Fundamentalgleichung.  Das  27ri-fache  der 
Wurzeln  einer  Gruppe  (R)  ist  ein  Logarithmus  der  Wurzel  der 
entsprechenden  Gruppe  {W). 

Femer: 

IV.  Jeder  Gruppe  (R)  mit  den  Wurzeln  r^,  ?-j,  . . .,  r^  entspricht 
eine  Gruppe  von  wie  F  beschaffenen  Integralen  tt^,  m^,  ...,  tif^  der- 
art, dass  u^  zum  Exponenten  r^  gehört.  Sind  die  Wurzeln  r  so 
geordnet,  dass  der  reelle  Theil  irgend  einer  derselben  nicht 
kleiner  ist  als  der  reelle  Theil  irgend  einer  nachfolgenden,  und 
ist  tOj  eine  der  gleichen  Wurzeln  der  dieser  Gruppe  entsprechenden 
Gruppe  (W),  so  ist  es  möglich  das  System  der  Integrale  u^,  «,,  ...,  «^ 
so  zu  gestalten,  dass 

(6.)  [« J'  =   <ü„, «,  +  10,3  «j  +  •  •  •  +  (o„  „_,  !(„_,  +  (u, «,        (a  =  1,  2, . . .,  l), 

wo  ii>o,)  ">o,)  •  •  •  Constanten  sind.  Die  Integrale  selbst  haben  die 
Gestalt 

(7.)  «a   =    (">--«/' i:.TaJl0g(a;- «)f-'  (a  =  l,2 X), 


ZUR  THEORIE  DER  LINEAREN  DIFFERENTIALGLEICHUNGEN.  217 

WO  cp^,,  ...,  cp^j,  in  der  Umgebung  von  a  endlich,  eindeutig  und  con- 
tinuirlich  und  für  *-■  —  «  nicht  sämmtlich  Null  sind.  Die  Func- 
tionen (ic  — a)"cp^j  (6  =  2,...,A)  lassen  sich  durch  die  Functionen 
(o;  — a)  "  cp^.ji  (b  =  1, .. .,  A),  wo  ü'<.a^  linear,  homogen  und  mit  Constanten 
Coefficienten  ausdrücken.     Insbesondere  ist  cp„^  =  Const.  cp^^. 

Zwischen  den  Integralen  ein  und  derselben  Gruppe  findet 
keine  lineare  homogene  Relation  mit  constanten  Coefficienten 
statt;  die  Gesammtheit  der  Grui^pen  bildet  ein  Fundamentalsystem. 

Aus  dem  Umstände,  dass  die  Functionen  {x  —  a)  '^^^^  (6  =  2, ...,  A)  sich  [365 
linear,  homogen  und  mit  constanten  Coefficienten  durch  die  Functionen 
(.c  — a)  "  <p^,j  (6  :=  1,  ...,  A),  wo  a'<:  a,  ausdrücken  lassen,  folgert  man,  dass 
dieselben  zu  Wurzeln  der  Gruppe  {R)  als  Exponenten  gehören,  deren  Index 
kleiner  ist  als  a,  deren  reeller  Theil  also  grösser  ist  als  der  reelle  Theil  von 
r^,  wenn  nicht  Wurzeln  derselben  Gruppe  [R)  einander  gleich  sind.  Da 
nun  u^  zum  Exponenten  r^  gehört,  so  gehört  nothwendigerweise  9  {x  —  df'' 
zum  Exponenten  r^,  und  cp^^  kann  nur  verschwinden,  wenn  Wurzeln  derselben 
Gruppe  einander  gleich  sind,  da  ausserdem  die  Integrale  (7.)  nicht  identisch 
Null  sind.     Man  hat  daher  den  Satz: 

V.  Sind  die  Wurzeln  einer  Gruppe  {R)  von  einander  verschieden, 
so  fehlt  in  keinem  Elemente  der  zugehörigen  Integralgruppe  (7.) 
das  vom  Logarithmus  freie  Glied,  und  zwar  gehört  dasselbe  zu 
demjenigen  Exponenten,  welchem  das  Integral  selbst  zugeord- 
net ist. 

Ist  Yj  ein  wie  F  beschaffenes  Integi'al,  so  ist  dasselbe  offenbar  eine  lineare 
homogene  Function  mit  constanten  Coefficienten  nur  von  denjenigen  Elementen 
des  Fundamentalsystems  des  Satzes  IV.,  welche  ein  und  derselben  Wurzel- 
gruppe   {R)    entsprechen,   und   zwar    derjenigen,   welche    den    Exponenten,    zu 

welchem  vi  gehört,  enthält.    Ist  derselbe  ?•,  während  r.r j\    ,  r     r, 

die  übrigen  Wurzeln  der  Gruppe  {R)  vorstellen,  deren  Elemente  wie  im 
Satze  IV.  geordnet  ist,  ist  ferner  u^,  ii^,  ...,  u^  die  der  Gruppe  (R)  ent- 
sprechende Integralgruppe  (Gl.  (7.)),  so  ist  zunächst 

(8.)  Y)   =   C,  M,  +  Cj  «*2  +  •  •  •  +  c^  M^  , 

wo  c^,c^,...,c^  Constanten   sind.     Sind    nicht   zwei  Wurzeln  der  Gruppe  ein- 
Fuchs, mathem.  werte.  I.  28 
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ander  gleich,  und  miiltiplicirt  man  diese  Gleichung  mit  (x  —  a)  \  und  setzt 
X  =  a,  so  erhält  man  0  =  Cjt(^(a  —  a)  (für  a;  =  «).  Da  aber  der  Factor  von 
Cj^  von  Kuli  verschieden  ist,  so  folgt,  dass  c^  verschwindet.  Dieses  vorausgesetzt 
folgt  durch  Multi])lication  der  Gleichung  (8.)  mit  (x  —  a)  '"'  auf  dieselbe 
Weise,  dass  Cj^_^  verschwindet.     Und  so  fort  bis  c^^^.     Man  hat  daher: 

(9.)  r,  =  Cj ■?(,  +  c.^n,_+  ■■■  +  c^ u^.     D.  h. 

VI.  Ist  (JR)  diejenige  Wurzelgruppe  des  Satzes  IV.,  welche  den 
Exponenten  r^  enthält,  zu  dem  ein  wie  jF  beschaffenes  Integral  v) 
gehört,  und  sind  nicht  zwei  Wurzeln  in  (i?)  einander  gleich,  so  ist 
■»]  eine  lineare  homogene  Function  mit  constanten  Coefficienten 
366]  nur  von  denjenigen  Elementen  der  der  Gruppe  (i?)  entsprechen- 
den Integralgruppe    des  Satzes  IV.,    deren  zugehörige  Exponenten 

einen  nicht  kleineren  reellen  Theil  als  r,  haben. 

p 

Da  die  vom  Logarithmus  freien  Glieder  in  m^,  w^,  . . .,  ?/,  sämmtlich  von 
Null  verschieden  sind  und  zu  verschiedenen  Exponenten  gehören,  so  folgt  auch: 

VII.  Sind  nicht  zwei  Wurzeln  in  (J?)  einander  gleich,  so  ist  der 
vom  Logarithmus  freie  Theil  von  vj  von  Null  verschieden  und  ge- 
hört mit  TT]  zu  demselben  Exponenten. 

Da  jedes  Integral,  als  lineare  homogene  Function  mit  constanten  Coeffi- 
cienten der  Elemente  des  Fundamentalsystems  des  Satzes  IV.,  eine  Summe 
von  wie  F  beschaffenen  Integralen  ist,  die  zu  verschiedenen  Exi^onenten  ge- 
hören, so  ergiebt  sich  ferner: 

VIII.  Sind  die  Wurzeln  der  Gleichung  (2.)  von  einander  ver- 
schieden, so  enthält  jedes  Integral  ein  von  Logarithmen  freies 
Glied. 

Eine  unmittelbare  Folgerung  aus  dem  Satze  VII.  ist  der  Satz: 

IX.  Sind  die  Wurzeln  in  (i?)  von  einander  verschieden,  so  ist 
der  vom  Logarithmus  freie  Theil  eines  mit  Logarithmen  behafte- 
ten wie  J^  beschaffenen  Integrals  •/;,  dessen  Exponent  in  (i?)  ent- 
halten  ist,  kein  Integral  der  Differentialgleichung  (1.). 

Denn  ist  dieser  vom  Logarithmus  freie  Theil  C,  so  würde  vj  — C  zugleicli 
mit  C  ein  Integral  der  Differentialgleichung  (1 .)  sein;  dieses  ist  aber  nach  Satz 
VII.  nicht  möglich,  da  in  v)  — C  der  vom  Logarithmus  freie  Theil  verschwindet. 
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Eine  ähnliche  Folgerung  für  den  vom  Logarithmus  freien  Theil  eines 
beliebigen  mit  Logarithmen  behafteten  Integrals  ergiebt  sich  aus  Satz  VIII., 
wenn  die  sämmtlichen  Wurzeln  der  Gleichung  (2.)  von  einander  ver- 
schieden sind. 

X.  Sind  die  Wurzeln  j-^,  j-^,  . . .,  r,  einer  Gruppe  (R)  von  einander 
verschieden,  und  v^,  v^,  .. .,  v^  irgend  welche  wie  P  beschaffene  Inte- 
grale, welche  resp.  zu  diesen  Wurzeln  als  zu  ihren  Exponenten  ge- 
hören, so  ist  eine  Gleichung: 

(10.)  c,i\  +  c,v,  +  ---  +  c^v,  =  0 

mit  Constanten  Coefficienten  nicht  möglich. 

Denn  sind  die  Wurzeln  r^,)\,...,)\  wie  im  Satze  IV.  geordnet,  und 
multiplicirt  man  die  Gleichung  (10.)  mit  {x-a)  ^\  so  verschwinden  für  x  =  a 
alle  Glieder  bis  auf  {x-a)~^^v^,  da  >\-r^,  r^-)\,  .. .,  r^_^-)\  positive  ganze 
Zahlen  sind.  Daher  ist  q  =  0,  und  die  Gleichung  (10.)  geht  in  eine  ahn-  [367 
liehe  Gleichung  zwischen  l\,  v^,  . . .,  v^^^  über.  Es  wird  nun  ebenso  gezeigt, 
dass  in  dieser  c^_,  verschwindet;  u.  s.  w. 

Da  ein  wie  F  beschaffenes  Integral  eine  lineare  homogene  Function  mit 
Constanten  Coefficienten  der  einer  Wurzelgruppe  (R)  entsprechenden  Integrale 
des  Satzes  IV.  ist,  welche  den  Exponenten,  zu  dem  F  gehört,  enthält,  so  kann 
man  nach  Satz  III.  §  1  und  Satz  X.  dieses  §  in  dem  Fundamentalsystem  des 
Satzes  IV.  diese  Integralgruppe  durch  eine  beliebige  Gruppe  gleichvieler  wie 
F  beschaffener  Integrale  ersetzen,  deren  zugehörige  Exponenten  resp.  mit  den 
Wurzeln  in  (R)  identisch  sind,  vorausgesetzt,  dass  nicht  zwei  dieser  Wurzeln 
einander  gleich  sind. 

Aus  den  Gleichungen 

«(,  =  v^,     Mj  =  i\,  =  v^fs^dx,    u^  =  V,  =  v^fz^dxft^dx,     .  .  ., 
Uf_  =  v^  =  V,  fZidx  ft^dx ...  ftv^dx 

ergiebt  sich  analog  wie  (A.  §  6  I.): 

XL  Sind  zwei  Wurzeln  in  (E)  einander  gleich,  so  ist  die  dieser 
Gruppe  entsprechende  Integralgruppe  des  Satzes  IV.  nothwendig  mit 
Logarithmen  behaftet. 

Eine  Integralgruppe  dagegen,  welche  einer  nur  verschiedene  Wurzeln 
enthaltenden  Gruppe  {R)  entspricht,  kann  von  Logarithmen  frei  sein. 

28* 
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Die  Coefficienten  der  Fundamentalgleichung  (A.  §  3  Gl.  (6.;)  hangen  von 
den  Constanten  der  Differentialgleichung  im  Allgemeinen  auf  transcendente 
Weise  ab.  Es  ist  bemerkenswerth,  dass  für  einen  singulären  Punkt  a,  in 
dessen  Umgebung  die  Differentialgleichung  die  Form  der  Differentialgleichung 
(1.)  hat,  die  Fundamentalgleichung  durch  die  Gleichung  (2.)  ersetzt  werden 
kann,  deren  Coefficienten  auf  algebraische,  rationale  Weise  aus  den  Con- 
stanten der  Differentialgleichung  gebildet  sind.  Der  Zusammenhang  zwischen 
beiden  Gleichungen  ist  derart,  dass  die  mit  2T:i  multiplicirten  Wurzeln  der 
Gleichung  (2.)  als  die  Logarithmen  der  Wurzeln  der  Fundamentalgleichung 
angesehen  werden  können.  —  Da  die  Exponenten,  zu  welchen  die  Integi'ale 
(7.)  gehören,  aus  der  Fundamentalgleichung  (A.  §  3  Gl.  (6.))  nur  bis  auf  ad- 
ditive ganze  Zahlen  sich  ergeben,  und  erst  aus  der  Gleichung  (2.)  vollkommen 
bestimmt  werden,  so  scheint  es  zweckmässig,  die  Gleichung  (2.)  die  de- 
terminirende  Fundamentalgleichung  der  Differentialgleichung  (1.) 
zu  nennen. 

368]  5. 

Es  sei 

eine  nicht  homogene  lineare  Differentialgleichung  mit  veränderlichen  Coeffi- 
cienten, und  es  werde  zur  Abkürzung 

d^y  d"'~^y  d'"~''y  ^^ 

gesetzt.  Differentiirt  man  die  Gleichung  (I.),  multiplicirt  die  entstandene 
Gleichung  mit  q  und  subtrahirt  von  derselben  die  mit  ^  multiplicirte  Glei- 
chung (1.),  so  erhält  man 


oder 


,„.  d™"*"'«  d'"y  d""  'y 

eine    homogene    lineare    Differentialgleichung    der     m  +  l'""    Ordnung,     deren 
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Coefficienten  bestimmt  sind  durch  die  Gleichungen: 

Aus  der  Differentialgleichung  (2.)  folgt  durch  Integi-ation: 

(5.)  Y^Cq, 

WO  C  eine  willkürliche  Constante.  —  Ist  y  ein  Integral  der  Differential- 
gleichung (2.)  oder  (3.),  und  ist  der  ihm  entsprechende  Werth  der  Constanten 
C  in  der  Gleichung  (5.)  gleich  Null,  so  ist  y  auch  ein  Integral  der  Differential- 
gleichung : 

(6.)  ^  =  ^"rf^^+^''lE^  +  -+^'"^=«- 

Ist  die  dem  y  entsprechende  Constante  C  von  Null  verschieden,  so  ist  — -^ 
ein  Integral  der  Differentialgleichung  (1.).  Umgekehrt  sind  die  Integrale  der 
letzteren  Differentialgleichung  Integi-ale  der  Differentialgleichung  (3.),  welche 
dem  Werthe  der  Constanten  0=^—1  der  Gleichung  (5.)  entsprechen;  und 
die  Integi'ale  der  Differentialgleichung  (6.)  sind  Integrale  der  Differential- 
gleichung (3.),  welche  dem  Werthe  der  Constanten  C  =  0  der  Gleichung  (5.) 
entsprechen.     Demnach  hat  man  den  Satz: 

I.  Jedes  Integral  der  Differentialgleichungen  (1.)  und  (6.)  ist  [369 
ein  Integral  der  Differentialgleichung  (3.).  Umgekehrt  ist  jedes  In- 
tegral der  Differentialgleichung  (3.)  entweder  ein  Integral  der  Diffe- 
rentialgleichung (6.)  oder  bis  auf  einen  constanten  Factor  ein  Inte- 
gral der  Differentialgleichung  (1.). 

Die  Untersuchung  der  nicht  homogenen  Differentialgleichung  (1.)  ist 
hierdurch  auf  die  Untersuchung  der  beiden  homogenen  Differentialgleichungen 
(3.)  und  (6.)  zurückgeführt. 

Es  seien  nunmehr  die  Coefficienten  der  Differentialgleichung  (6.)  in  der 
Umgebung  eines  singulären  Punktes  a  eindeutig,  und  die  Integrale  derselben 
für  X  ^  a  nur  so  unstetig,  dass  sie  mit  bestimmten  Potenzen  von  x  —  a  multi- 
plicirt  nicht  unendlich  sind,  so  ist: 

(7.)  Po  =  (•3? -«)'",     Po  =  (^-0)"""^  (a  =  l,2,...,«0, 
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WO  P  in  der  Umgebung  von  a  eindeutig,  continuirlich  und  endlich  ist  (§  3). 
Ist  — °^  in  der  Umgebung  von  a  eindeutig,  so  sind  die  Coefticienten  der 
Differentialgleichung  (3.)  ebenfalls  eindeutig.  Sollen  die  Integrale  der  Diffe- 
rentialgleichung (1.)  dieselbe  Eigenschaft  wie  die  Integrale  der  Differential- 
gleichung (6.)  haben,  so  gehört  dieselbe  Eigenschaft  nach  Satz  I.  auch  den 
Integralen  der  Differentialgleichung  (3.)  an.     Es  ist  daher  (nach  §  3): 

(8.)  r„  =  (a; -«)"•+',     /■„^,  =  (x -«)'"-" i?„«  (a  =  o,  l,...,m), 

wo  -R  _^,^  in  der  Umgebung  von  a  eindeutig,  continuirlich  und  endlich  ist. 
Aus  den  Gleichungen  (4.),  (7.),  (8.)  folgt: 

...,m-i),      P»  =  1, 


Ha^r    =(^- 

m+i         V         ^l  dx          '"      dx 

Insbesondere 

ist  für  0  =  0 

ü^ 

_       (,.     a)^"°^^+«.  +  P.,     also    ''^?S«    : 
^         ^      (Ix                    '                     dx 

Daher  hat  q 

die   Gestalt: 

(9.) 

q  =  (x-ay.Q, 

m  +  P,-R, 


wo   Q  in  der  Umgebung  von  a  eindeutig,   endlich  und  continuirlich  und  in  a 
von  Null  verschieden  ist.     Setzt  man    '  °^  "  =  s,  so  hat  man 


(10.) 


li. 


+1   =  P<.+.  +  0«  -  a  -  ft)  Pa  +  (^  -  sPaJ  (^  -  «)      (a  =  0, 1, . . .,  m-1), 


370]    Man  hat  daher  den  Satz: 

II.  Sollen  die  Integrale  der  Differentialgleichungen  (1.)  und  (6.), 
in  welchen  j>„, />,,  •••,  p„,i  -^  ^^  in  der  Umgebung  von  a  eindeutig  sind, 
für  x  =  a  nur  so  unstetig  sein,  dass  sie  mit  bestimmten  Potenzen 
von  x  —  a  multiplicirt  nicht  mehr  unendlich  werden,  so  haben  die 
Integrale  der  Differentialgleichung  (3.)  dieselbe  Eigenschaft.  Die 
Coefficienten  der  Differentialgleichungen  (1.)  und  (0.)  sind  alsdann 
durch    die    Gleichungen    (7.)    und    (9.),    die    Coefficienten    der    Diffe- 
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lentialgleichung  (3.)  durch  die  Gleichungen  (8.)  und  (10.)  bestimmt. 
Sind  umgekehrt  die  Coefficienten  der  Differentialgleichung  (1.)  durch 
die  Gleichungen  (7.)  und  (9.)  bestimmt,  so  haben  die  Integrale  der- 
selben zugleich  mit  den  Integralen  der  Differentialgleichungen  (6.) 
und  (3.)  die  Eigenschaft  mit  bestimmten  Potenzen  von  x  —  a  multipli- 
cirt  für  x  ^  a  nicht  unendlich  zu  werden. 

Aus  dem  Vorhergehenden  ergeben  sich  noch  folgende  Sätze,  welche  Ver- 
allgemeinerungen von  No.  4  und  5   der  A.   sind: 

III.  Sind  die  Coefficienten  der  Differentialgleichung  (1.)  nur  für 
eine  endliche  Anzahl  von  Punkten  a^,a^,...,a^  unstetig,  überdies 
Pf,i  PiiPii  •••iPmi  ■  J^^  überall  eindeutig,  und  sollen  die  Integrale  der 
Differentialgleichungen  (1.)  und  (6.)  mit  bestimmten  Potenzen  von 
x  —  a^  und  rr  multiplicirt  resp.  für  x  =  a^  und  x  =^  oo  nicht  unendlich 
werden,  so  ist: 

j  Po  =  r.     Pa  =  T""--^««.-.)  (0  =  1,2,...,,»), 

I   q    =  C{x-af\x-aJ'\..{x-a/^, 
wo    c[<  =  («  — aj)(a;  — aj  . . .  (.«  — a  ),  C,  (i^,  (i^,  . . .,  y,^    constante    Grössen    und 
P   eine  ganze  Function  höchstens  von  dem  Grade  n  bezeichnet. 

Denn  da  die  Integrale  der  Differentialgleichung  (6.)  die  verlangte  Eigen- 
schaft haben  sollen,  so  müssen  zunächst  nach  §  4  der  A.  p  und  p  die  in 
den  Gleichungen  (11.)  angegebene  Form  haben.  Nach  Satz  IL  haben  aber 
auch  die  Integrale  der  DiflFerentialgleichung  (3.)  die  im  Satze  angegebene  Be- 
schaffenheit, daher  ist  wieder  nach  §  4  der  A. 

r    =  lii™  JF"         r    =  ih"''^^ 

'l     T      •  ■'-  ()-U        'o    T  t 

wo  F'_^  eine   ganze  Function   höchstens   von  dem  Grade  p  — 1   bezeichnet.     Es 
ist  aber 


(11.) 


Also  [371 

d  log  q 


oder 


^^-  =  ^^^  +  ^^--  +  -^.- 


(12.)  ii^i  =  ^^-7^^-  +  »Ät, 

dx  '{(  dx      ' 

woraus  die  im  Satze  für  q  angegebene  Form  hervorgeht. 
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Umgekehrt:  IV.  Jedes  Integral  der  Differentialgleichungen  (1.) 
und  (6.),  deren  Coefficienten  durch  die  Gleichungen  (11.)  bestimmt 
sind,  hat  die  Eigenschaft  mit  bestimmten  Potenzen  von  c  — «^  und  x 
multiplicirt  für  x  =  a^  und  x  =  oo  resp.  nicht  unendlich  zu  werden. 

Der  Nachweis  wird  geführt,  wenn  man  den  Satz  11.  für  jeden  der  singu- 
lären  Punkte  a  ,  a  ,  . . . ,  a„  anwendet ,  und  um  ihn  auch  füi-  x  ^  oo  anwenden 
zu  können,  in  der  Differentialgleichung  (t.)  mit  den  durch  Gl.  (H.)  be- 
stimmten Coefficienten  a;  =  —   substituirt   und    alsdann   den   sineulären   Punkt 

II  ° 

Null  betrachtet. 


Setzt  man  in  dem  Ausdrucke 

wo  die  Grössen  P  in  der  Umgebung  von  a  eindeutig,  continuirlich  und  end- 
lich sind,  y  —  {x  —  dff{;x).,  wo  £  eine  beliebige  Grösse  und  f{x)  eine  in  der 
Umgebung  von  a  eindeutige,  continuirliche  und  endliche  Function  von  der 
Beschaffenheit  ist,  dass  y]  =  (cc  —  «)V (-i)  kein  Integi-al  der  Differentialgleichung 
y^  0  ist,  so  lässt  sich  die  resultirende  Function  auf  die  Gestalt  (o;  — a)".Q 
bringen,  wo  jt  eine  bestimmte  Grösse  und  Q  in  der  Umgebung  von  a  ein- 
deutig, continuirlich  und  endlich  und  in  a  von  Null  verschieden  ist.  —  Die 
Differentialgleichung 

(1.)  Y-{x-aY.Q  =  0 

hat  alsdann  das  Integral  r^^^  {;x  —  dff(x). 

I.    Es    sei    2/,,  2/3)  •  •  •)  2/„    ei'i    Fundamentalsystem    der    Differential- 
gleichung 

(2.)  F  =  0, 

so  ist  das  System  der  Integrale  tj,  2/,»  2/.)  •  •  •>  2/„,  ^i^^  Fundaincntalsystem 
der  Differentialgleichung  /«  +  !''"  Ordnung 


(4.) 
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[372 

[  dP  (x)  1 

-ßa+.(^)  =  -Pa+i(^)  +  (»»-a-ft)-Pa(^)  +  [— ^--s^a(a^)J(^-a)     (a  =  0, 1, . . .,  m-1) 

:  -  ft  P„  (o:)  +  ^     jy     -  g  P„.  (a;)  j  (x-a),        s  =    -     ^^- 


-R„ 


rfa; 


Denn  nach  dem  Satze  I.  des  vorigen  §  ist  zunächst  jedes  der  Integrale 
"^i  Vo  Vit  ••■1  Vm  ^^^  Integral  der  Differentialgleichung  (3.).  Es  kann  aber 
eine  Gleichung  der  Form  C't)  +  c, «/,  +  c^  y^  +  •  •  •  +  c^,  y^  =  0  nicht  bestehen ,  ohne 
dass  die  constanten  Coefficienten  derselben  verschwinden,  da  vj  kein  Integral 
der  Differentialgleichung  (2.)  imd  y^,  y,,  •  •■■,  y„  ein  Fundamentalsystem  der- 
selben sind.   — 

Von  der  Differentialgleichung  (1.)  wollen  wir  sagen,  sie  sei  der  Diffe- 
rentialgleichung (2.)  durch  die  Substitution  y  =^  {x  —  ayf{x)  zuge- 
ordnet.    Die  Grösse  ft  heisse  der  Index  der  Substitution. 

Die  zum  singulären  Punkte  a  gehörige  determinirende  Fundamental- 
gleichung der  Differentialgleichung  (3.)  ist: 

(5.)  ±,rir-l)ir-2)...{r-m  +  a)RM)  +  B^^M)  =  0,  ^ 

wo  R„{a)  =  1   zu   setzen    ist.     Diese  Gleichung  ist  nach  den  Gleichungen  (4.) 
gleichbedeutend  mit: 

2„^(,_l)(^_2)...(r-m  +  a)[P,(a)  +  (m-a-ft  +  l)P<._.(a)]-^P„.(a)  =  0, 

0 

wo  wieder  Po(«)  =  1    zu  setzen  ist.     Diese  Gleichung  lässt  sich  umformen  in: 
(6.)  (r  -  ft)  ['1',  r{r-l){r-2)...{r-m  +  b  +  1)  P,  («)  +  P„.  (a)]  =  0. 

Nun  aber  ist 
(7.)  'S  r(r-l)(r-2)...(r-m  +  h  +  1)  P^  (a)  +  P,„  (a)  =  0 

0 

die  determinirende  Fundamentalgleichung  der  Differentialgleichung  (2.).  Also: 
n.  Eine  Wurzel  der  determinirenden  Fundamentalgleichung 
der  Differentialgleichung  (3.)  ist  gleich  ji,  die  übrigen  ni  Wurzeln 
genügen  der  determinirenden  Fundamentalgleichung  der  Diffe- 
rentialgleichung (2.). 

Fuchs,  mathsm.  Werke.    I.  29 
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Das  Resultat  der  Substitution  von  y  ^=  {x  —  aff(x)  in  Y  hat  die  Form 
(x  —  ay<^{a:),  wo  i^{x)  eine  nach  positiven  ganzzahligen  Potenzen  von  cc  —  a 
fortschreitende  Reihe  ist,  in  welcher  der  Coefficient  von  {x  —  df  mit  der  linken 
Seite  der  Gleichung  (7.)  übereinstimmt,  wenn  man  in  dieselbe  r  =^  e  setzt. 
Dieser  Coefficient  ist  Null  oder  von  Null  verschieden,  je  nachdem  e  eine 
Wurzel  der  Gleichung  (7.)  ist  oder  nicht.     Daher: 

373]  III.  Ist  e  nicht  einer  Wurzel  der  Gleichung  (7.)  gleich,  so  ist  der 
Index  der  Substitution  jt  gleich  e;  ist  dagegen  e  eine  Wurzel  der 
Gleichung  (7.),  so  ist  der  reelle  Theil  von  ft  grösser  als  der  reelle 
Theil  von  e,  so  dass  ja  — s  eine  positive  ganze  Zahl  wird. 

Aus  Satz  I.   folgt: 

IV.  Enthalten  die  Ausdrücke  irgend  welcher  Integrale  der  Diffe- 
rentialgleichung (2.)  in  der  Umgebung  von  a  Logarithmen,  so  giebt 
es  auch  Integrale  der  Differentialgleichving  (3.),  deren  Ausdrücke  in 
der  Umgebung  von  a  mit  Logarithmen  behaftet  sind.    Und  umgekehrt. 

Ist  e  eine  Wurzel  der  Gleichung  (7.),  und  vertheilt  man  nach  Vorschrift 
des  Satzes  IV.  in  No.  4  sowohl  die  Wurzeln  der  Gleichung  (5.)  als  die  der 
Gleichung  (7.)  in  Gruppen,  und  ist  (i?)  diejenige  Gruppe  der  Wurzeln  der 
letzteren  Gleichung,  zu  welcher  t  gehört,  so  entspricht  dieser  die  Gruppe  {S) 
der  Wurzeln  der  Gleichung  (5.),  welcher  ausser  den  in  {ß)  enthaltenen  Wurzeln 
die  Wurzel  (t  angehört.  Die  übrigen  Gruppen  der  Wurzeln  der  Gleichung  (7.) 
sind  mit  den  übrigen  Gruppen  der  Wurzeln  der  Gleichung  (5.)  identisch  (nach 
Satz  IL). 

Ist  der  Index  der  Substitution  ^l  einer  der  Wurzeln  in  (JR)  gleich,  so 
enthält  die  Gruppe  {8)  gleiche  Wurzeln,  daher  ist  die  dieser  Gruppe  ent- 
sprechende nach  dem  Satze  IV.  §  4  gebildete  Integralgruppe  mit  Logarithmen 
behaftet  (Satz  XL  §  4).  —  Diese  Integi-algruppe  in  dem  nach  Satz  IV.  §  4 
gebildeten  Fundamen talsysteme  der  Differentialgleichung  (3.)  lässt  sich  aber 
nach  Satz  III.  §  I  durch  das  System  •<],  u^^  u.,^, . . .,  n^  ersetzen,  wenn  r^  =  (.'—«)"/(•') 
und  ti,u,...,Uj^  die  der  Grap])e  (li)  entsprechenden  nach  Satz  IV.  §4  ge- 
bildeten Integi-ale  der  Differentialgleichung  (2.)  sind,  da  zwischen  y),  m^,  u^,  ...,  u,^ 
zu  Folge  des  Satzes  I.  dieses  §  keine  lineare  homogene  Relation  mit  constanten 
Coefticienten  stattfinden  kann.  Da  aber  yj  keinen  Logarithmus  enthält,  so 
sind   irgend  welche    der  Grössen  u^,  ti^,  . . .,  u^,    d.h.    die   der  Gruppe  (i?)  ent- 
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sprechende  lategralgruppe    der  Differentialgleichung  (2.)  mit  Logarithmen  be- 
haftet. 

Es  werde  jetzt  vimgekehrt  vorausgesetzt,  dass  die  einer  Gruppe  (R)  von 
Wurzeln  der  Gleichung  (7.)  entsprechende  nach  Satz  IV.  §  4  gebildete  Integral- 
gruppe der  Diiferentialgleichung  (2.)  mit  Logarithmen  behaftet  ist.  Die  "Wurzeln 
dieser  Gruppe  in  der  Reihenfolge  des  Satzes  IV.  §4  seien  »',)»',,•••,  ^;.  ^^^ 
die  ihnen  entsprechenden  Integrale  resp.  ti^,  u^,  . ..,  ti^.  Sind  nicht  zwei  der 
Wurzeln  in  (R)  einander  gleich,  und  ist  ii^  mit  Logarithmen  behaftet,  so  ist 
der  vom  Logarithmus  freie  Theil  desselben  (.t  —  a)  "  cp^^ ,  welcher  nach  §  4  [374 
Satz  V.  nicht  verschwindet,  kein  Integral  der  Differentialgleichung  (2.)  (§  4  Satz 
IX).  Ordnet  man  daher  der  Differentialgleichung  (2.)  die  DiflFerentialgleichung  (3.) 
durch  die  Substitution  1/  =^(x  —  a)  "cp^^  zu,  so  ist  nach  Satz  I.  v^  =  m^— (;c  — a)  "cp^_ 
ein  Integral  der  Differentialgleichung  (3.).  Da  in  diesem  mit  Logarithmen 
behafteten  Integral  das  vom  Logarithmus  freie  Glied  verschwindet,  so  sind 
nach  Satz  VII.  §  4  nothwendig  zwei  Wurzeln  der  Gruppe  (S)  einander  gleich, 
d.  h.  (i  mit  einer  der  Wurzeln  der  Gruppe  (R)  übereinstimmend. 

Wird  der  Differentialgleichung  (2.)  durch  die  Substitution  y  =  {x  —  ayf{x) 
die  Differentialgleichung  (;}.)  zugeordnet,  wo  /'(x)  eine  nach  ganzen  positiven 
Potenzen  von  x  —  a  fortschreitende  Reihe  und  r  ein  Glied  einer  nach  §  4, 
Satz  IV.  gebildeten  Gruppe  (R)  von  Wurzeln  der  Gleichung  (7.):  i\,r^,  ...,  i\ 
ist,  so  werde  die  Differenz  r^  —  r^  mit  s  und  die  Summe  der  Glieder  von  f{x), 
welche  niedrigere  Potenzen  von  x  —  a  als  (o;  — a)'^'  enthalten,  mit  g{x),  endlich 
die  Differenz  f(x)—g(x)  mit  ^{x)  bezeichnet.  Das  Resultat  der  Substitution 
von  (i;  —  a/ cp (:4  in  Y  liefert  nur  Potenzen  von  x  —  a^  deren  Exponenten  einen 
grösseren  reellen  Theil  haben  als  r  .  Ist  daher  der  Index  u  der  Substitution 
y  =  {x  —  ä)'f{x)  einer  Wurzel  der  Gruppe  {R)  gleich,  so  ist  der  Index  der 
Substitution  y  —  {x  —  ayg(.x^  derselben  Wurzel  gleich;  d.  h.  giebt  es  überhaupt 
eine  Substitution  y  —  (x  —  ay'f{x),  deren  Index  mit  r  Wurzel  derselben  Gruppe 
(R)  ist,  so  giebt  es  eine  ganze  Function  g(a^  von  der  Beschaffenheit,  dass 
der  Index  der  Substitution  y  =  (d;-a)';/(.r)  mit  r  Wurzel  derselben  Gruppe 
ist.   —  Man  hat  daher  den  Satz: 

V.  Es  werde  der  Differentialgleichung  (2.)  die  Differential- 
gleichung (3.)  durch  die  Substitution  y  =  {x  —  ayf{x),  in  der  f{t;) 
eine    ganze   Function    und    r    eine   Wurzel    der    zur   Differential- 

29* 
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gleichung  (2.)  gehörigen  determinirenden  Fvindamentalgleichung 
(7.)  ist,  zugeordnet;  es  werden  ferner  sowohl  die  Wurzeln  dieser 
Gleichung  als  auch  die  Wurzeln  der  zur  Differentialgleichung 
(3.)  gehörigen  determinirenden  Fundamentalgleichung  (5.)  nach 
Satz  IV.  §4  in  Gruppen  vertheilt.  Ist  alsdann  (JJ)  diejenige  Gruppe 
von  Wurzeln  der  Gleichung  (7.),  welche  r  enthält,  so  entspricht 
dieser  die  Gruppe  {S)  der  Wurzeln  der  Gleichung  (5.),  welcher 
ausser  den  in  (J?)  enthaltenen  Wurzeln  der  Index  der  Substitution 
fi  als  Glied  angehört.  Die  nach  Satz  IV.  §  4  gebildete  der  Gruppe 
(i?)  entsprechende  Integralgruppe  der  Differentialgleichung  (2.)  ist 
mit  Logarithmen  beliaftet  oder  nicht  behaftet,  je  nachdem  für  ir- 
375]  gend  eine  Wurzel  r  der  Gruppe  {R)  oder  für  keine  derselben  die 
ganze  Function  f\x)  so  bestimmt  werden  kann,  dass  die  Gruppe  {8) 
gleiche  Wurzeln  enthält. 

In  diesem  Satze  ist  die  nothwendige  und  hinreichende  Bedingung 
für  das  Auftreten  von  Logarithmen  in  den  Ausdrücken  der  Integrale  in  der 
Umgebung  des  singulären  Punktes  a  enthalten.  Er  bildet  demnach  eine 
wesentliche  Ergänzung  zu  den  Sätzen  XI.  §  4  und  A.  §  6,  welche  nur  eine 
hinreichende  aber  keine  nothwendige  Bedingung  enthalten. 


Es  sei  wieder 

wo  Pj (./;),  Pj (a:;) ,...,  P^^ (cj;)  in  der  Umgebung  von  a  eindeutige,  coutinuirliche 
und  endliche  Functionen  sind;  ferner  sei  (U):  r^,  j-^,  .. .,  r^  eine  nach  Satz  IV. 
§  4  gebildete  Gruppe  von  Wurzeln  der  zur  DiflFerentialgleichung 

(1.)  Y  =  0 

gehörigen  determinirenden  Fundamentalgleichung : 

(2.)  '2,r(r-l)...(r-m  +  b  +  l)P,(«)  +  P„(«)  =  0,     P„(«)  =  1. 

Wir  wollen  nunmehr  die  analytische  Bedingung  dafür  entwickeln,  dass  für 
irgend  eine  Wurzel  r  .  welche  der  Gruppe  {R)  angehört,  eine  ganze  Function 
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f{x)  bestimmt  werden  kann,  derart  dass  der  Index  der  Substitution  y  ^  {x  —  a)  ^f(x) 
mit  einer  Wurzel  der  Gruppe  (i?)  übereinstimmt.   — 

Zu  dem  Ende    sei   die  Reihenfolge    der  Grössen  >\,  »'j,  •.•,»'^  dieselbe  wie 
im  Satze  IV.  §  4  und  g{x)  eine  beliebige  rationale  ganze  Function 

g{x)  =  c„  +  c,(j;-a)  +  c,(a;-a)'  +  --- +  c„(a;-«)'*, 
und  man  substituire  y  =  [x  —  a)^g{oc)  in  Y^  so  erhält  man 

(3.)  Z  =  {x-af'±M^,^^){^-<^fh> 

0 

wo 

^(x,l)  ='"^^{r,  +  l){r,  +  l--l)...ir,  +  Jc-m  +  b  +  l)P,{x)+P^(x),     P,(x)  =  1 

gesetzt  ist.     Die  Wurzeln  »■;i_i,  »'j.,,  •  •  •>  ^i  haben  resp.  die  Werthe 
^\+^'\,  ^x  +  h,  ■•■,  ^'x  +  h-i, 

wo  k^^  k^,  .. .,  ]i\_^  eine  nicht  abnehmende  Reihe  positiver  ganzer  Zahlen  ist. 
Da  nun  die  Grössen  cp(a,Ä:)  mit  der  linken  Seite  der  Gleichung  (2.)  über- 
einstimmen, wenn  man  in  derselben  rj,  +  k  an  die  Stelle  von  r  setzt,  so  [376 
bat  man  die  Gleichungen: 

(4.)      'f{a,0)  =  0,     (p(a,Z-.)  =  0,     <fia,Jc,)  =  0,     .  .  .,     =p(fl,V,)  =  0, 

während  cp(a,/i)  für  jeden  positiven  Werth  von  k,  der  nicht  mit  k^,  k^,  ...,ä;^_j 
übereinstimmt,  von  Null  verschieden  ist.  Um  Z  nach  Potenzen  von  x  —  a  zu. 
entwickeln,  setzen  wir 

'^'1%'^^   =  ?*(^,/0,     T'"-*'(«,^-)  =  1.2.3...(a-/0.(a,Z;) 

und  A^  =:  SiC'^j^O^il  ßs  ist  alsdann,  weil  A^  =  cp(a,  0)f^  =  0, 

0 

(5.)  Z  ^  (x-af-ZaAi^-aT- 

Soll  es  unter  den  Indices  1,  2,...,A  — 1,  wenigstens  einen  a  geben,  für  den 
die  Bedingungen 

(6.)       A,  =  0,     A^  =  0,     .  .  ,,     Aj,  _^  =  0,     Aj,     nicht  gleich  NuH, 

erfüllt  werden,  so  ist  es  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichimgen  (4.),  wie  leicht 
zu  sehen,  nothwendig  und  hinreichend,   dass  wenigstens  für  einen  der  Indices 
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a  =  1 ,  2 ,  . . . ,  A  —  1   nicht  zugleich  die  Determinanten 

{h+hh)  (^-b+i-z-b  +  i)         0  0         ...         0  0 

(/.•,  +  2,/,-,)    (/.•,  +  2,/.-,+  l)   (A-,  +  2,A-,  +  2)  0  ...  0  0 

(/■b+ -1>  h)  (/■b. -1,  /■•b+1)  (/'bM-l,  /••b+2)  C'W -1.  /'-b+S)  . . .  (/.W -1,  ^W -2)  (/^b«-l,  /^6^ -1) 

(/••„, /.-b)       (/.;„/'b+i)      (/^«.^-b+s)      (/.„,/^b+3)    ...    {K,h.-2)      (''■„. /'W-1) 

für  B  =  0,  1,  2,  . ..,  a  — 1  verschwinden,  wo  \  =  0  zu  setzen  ist.  —  Ist  diese 
Bedingung  für  einen  bestimmten  Werth  von  «  zum  ersten  Male  erfüllt,  so 
sind  die  Grössen  c„  für  die  Werthe  des  Index  a  =  0,  /i^,  ^;,  ...,  k^_^  Avillkürlich 
und  von  einander  unabhängig  geblieben.  Es  wird  daher  a  ganze  Functionen 
Ö'o(*^))  ^'iC^)' ^a(-^)' •••' '^«-iC^)'  ^6^^^^  ^"^^  x  =  a  nicht  verschwinden,  geben  von 
der  BeschaflFenheit,  dass  die  Indices  der  Substitutionen 

y  =  ix-afcj,{x),    y  =  {x-af-'g,{x),    y  =  {x-a)''-'<j,{x),    .  .  .,   ''y  =  {x-af'-''^'g,_,{x) 

sämmtlich  den  Werth  /v_^,  haben.  —  Der  Satz  V.  im  vorigen  §  lässt  sich  daher 
auch  durch  den  folgenden  ersetzen: 

I.  Es  seien  die  Glieder  einer  nach  Satz  IV.  §  4  gebildeten  Gruppe 
von  Wurzeln  der  determinirenden  Fundamentalgleichung  (2.): 

wo  Ji  ,1- ,  .  ..,k,_  eine  nicht  abnehmende  Reihe  positiver  ganzer  Zahlen 
ist,  und  bildet  man  die  zu  dieser  Gruppe  gehörigen  Determinanten 
X)(t),«),  so  ist  die  nach  §4  Satz  IV.  der  Gruppe  (R)  zugeordnete  In- 
377]  tegralgruppe  mit  Logarithmen  behaftet  oder  nicht  behaftet,  je 
nachdem  für  wenigstens  einen  der  Indices  «  =  1,  2,  ...,  A  — 1  oder  kei- 
nen derselben  in  der  Reihe  der  Determinanten 

D(0,«),  D{l,tt) Z)(a-l,ß) 

sich  solche  befinden,  welche  von  Null  verschieden  sind. 

Dieser  Satz  kann  auch  folgendermassen  hergeleitet  werden.  Setzt  mau 
in  No.  5  der  A.  a .  =  a  und  i\  statt  r.,,  so  verschwindet  der  Coefficient  von 
c^^,  in  Gleichung  (5.)  daselbst,  wenn  A-  einen  der  Werthe  k^  —  \,  k^  —  1,  ...,  k^_^—l 
annimmt.     Damit  nun,    für   diese  Werthe  von  /t,  c^^^  endlich    bleibe,    müssea 


ZUR  THEORIE  DER  LINEAREN  DIFFERENTIALGLEICHUNGEN.  231 

die  zugehörigen  Ausdrücke   auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  (5.)  daselbst 
verschwinden.     Damit  ferner  Eeihenentwickelungen  der  Gestalt 

{x-ar±,K{^-af 

0 

möglich  sind,  wenn  r  eine  beliebige  der  Wurzeln  i',,  >'x  +  ^\,  r^  +  k^,  . . .,  r^  +  \_ 
und  der  jedesmalige  Werth  von  i^  von  Null  verschieden  sein  soll,  dürfen 
durch  die  Gleichungen,  welche  durch  das  Verschwinden  der  rechten  Seite  der 
Gleichung  (5.)  daselbst  für  die  angegebenen  Werthe  von  Je  erhalten  werden, 
keine  Relationen  zwischen  den  Grössen  c  mit  den  Indices  a  =  0,  l'  ,  k  ,  ..  .  k 
herbeigeführt  werden.  Es  lässt  sich  nun  zeigen,  dass  diesen  beiden  Bedingungen 
Genüge  geschieht,  wenn  für  jeden  Werth  von  «  =  1,  2,  . ..,  A  — 1,  die  Determi- 
nanten D(0, «),  D(],a),  ...,  X)(«  — 1,«)  verschwinden.  Tritt  dieses  ein,  so  kann 
man  durch  ähnliche  Schlüsse  wie  in  §  5  der  A.  zeigen,  dass  es  zu  jedem 
Werth  von  r  aus  der  Reihe  r^,  r^  +  k^,  r^  +  K^  •••,  '>\  +  \_^  ein  Integral  der  Form 
(a;  — a)'2„*ra(*~^)"  8'^^^*'  "^vorin  b^^  von  Null  verschieden  ist.  Diese  Gruppe 
von  Integralen  kann  man  in  dem  Fundamentalsysteme  des  Satzes  IV.  in  §  4 
(nach  Satz  X.  in  §  4  und  Satz  III.  in  §  1)  der  IntegralgTuppe,  welche  (R)  ent- 
spricht, substituiren,  so  dass  diese  Gruppe  nicht  mit  Logarithmen  behaftet 
ist.   — 

Die  Differenz  i\  —  r^  =  d  ist  eine  ganze  Zahl,  welche  die  Ordnung  der 
höchsten  in  den  Determinanten  i>(b,a)  auftretenden  Ableitung  von  <{>{x,k) 
(für  X  =  a)  nicht  überschreitet.  Jeder  Gruppe  (R)  entspricht  eine  solche 
Zahl  8.  Ist  unter  allen  diesen  den  verschiedenen  Gruppen  entsprechenden 
Zahlen  d  die  grösste,  und  entwickelt  man  die  Functionen  PJ.r)  in  Reihen 
nach  Potenzen  von  x  —  a,  so  treten  in  keiner  der  irgend  einer  Gruppe  {R) 
entsprechenden  Determinanten  D(b, «)  die  Coefficienten  derjenigen  Potenzen 
von  x  —  a  auf,  deren  Exponenten  grösser  sind  als  d.  Diese  Coefficienten  üben 
daher  auch  keinen  Einfluss  aus  auf  die  Beurtheilung  der  Frage,  ob  die  irgend 
einer  Gi-uppe  (jR)  zugehörige  IntegralgTuppe  mit  Logarithmen  behaftet  ist  [378 
oder  nicht.   —  Man  hat  daher  folgenden  Satz: 

IL  Sind  F^,  F.^,  ...,  F^^  ganze  Functionen,  welche  resp.  aus 
P^{x),  P^{x),  ...,  P^{x)  erhalten  werden,  wenn  man  in  der  Entwicke- 
lung  derselben  nach  Potenzen  von  x  —  a  nur  diejenigen  Glieder 
beibehält,    welche    mit   nicht   höheren  Potenzen    von  x  —  a  als    der 
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J'"  multiplicirt  sind,  so  sind  die  irgend  einer  Gruppe  (R)  ent- 
sprechenden Integrale  der  Differentialgleichung  (1.)  mit  Loga- 
rithmen behaftet  oder  nicht,  je  nachdem  die  derselben  Gruppe 
(J?)  entsprechenden  Integrale  der  Differentialgleichung: 

(7.)       (^_a)".0  +  (..-<-.F.^  +  (^-«r-F.£3  +  -  +  F„y  =  0 

mit  liOgarithmen  behaftet  sind  oder  nicht. 

Der  Differentialgleichung  (7.)  gehört  die  Gleichung  (2.)  als  determinirende 
Fundamentalgleichung  an.  Sind  die  Grössen  P^{j:)  gleich  constanten  Grössen 
a^,  so  dass  die  Differentialgleichung  (1.)  die  Gestalt: 

(8.)       {x  -  a)'"  ^  +  (^  -  «)"'"' «.  -^^  +  (^-  -  «)'""' ««  J^  +  •  •  •  +  a„  2/  =  0 
hat,  und  die  Wurzeln  der  Gleichung: 

(9-)  "Sa^'C'"-!)  •••('-»»  +  "+ l)«a  +  a„.  =  0,     ö,  =  1, 

0 

verschieden,  so  sind  für  jede  Gruppe  (-R)  die  sämmtlichen  Determinanten 
J)(b,a)  gleich  Null,  da  die  erste  Verticalreihe  derselben  nur  verschwindende 
Elemente  enthält,  folglich  sind  die  Integrale  nicht  mit  Logarithmen  behaftet 
(siehe  A.  §  6). 

8. 
Wenn  die  Coefficienten  einer  linearen  Differentialgleichung 

/.  s  d"^y  d'"~^y  d"^~'y 

für  einen  Werth  x  =  a  unendlich  werden,  übrigens  aber  in  dessen  Umgebung 
eindeutig  sind,  so  hören  im  Allgemeinen  die  Integrale  der  Differentialgleichung 
auf  in  der  Umgebung  dieses  Punktes  eindeutig,  stetig  und  endlich  zu.  sein. 
Wenn  dieses  eintritt,  so  wollen  wir  den  Punkt  a  einen  wesentlich  singu- 
lären  Punkt  der  Differentialgleichung  (1.)  nennen.  Wenn  aber  die  Integrale 
in  der  Umgebung  des  Punktes  a  eindeutig,  endlich  und  continuirlich  bleiben, 
so  soll  a  ein  ausser  wesentlich  singulärer  Punkt  heissen*). 


*)  Diese  lionennung  bat  Herr  Wkikustra.s.s  bereits  in  seiner  Vorlesung,  welche  ich  in  der  A.  (Ein- 
leitung) augefUlirt  habe,  gebraucht. 
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Ist  A^,  die  Determinante  eines  Fundamentalsystems  «/,,  2/j,  •••?^„  '^^^  [379 
A  diejenige  Determinante,  welche  aus  A^^  entsteht,  wenn  man  die  a*°  Vertikal- 
reihe durch     ,,^' ,   ^^^ ,  ...,  -^^  ersetzt,  so  ist  (§  4  Gl.  (7.)  der  A.) 

P.)  ..  =  -!;■ 

Da  nun  die  Integrale  der  Differentialgleichung  (1.)  in  der  Umgebung 
eines  ausserwesentlich  singulären  Punktes  a  eindeutig,  continuirlich  und  end- 
lich sind,  so  gilt  dasselbe  für  ihre  sämmtlichen  Ableitungen,  folglich  auch 
für  die  Determinanten  A^^  und  A^.  Nun  aber  sollen  für  gewisse  Werthe  von 
a  =  1,  2,  ...,  wj  Coefficienten  p^  für  x  =  a  unendlich  werden,  folglich  zeigt 
die  Gleichung  (2.),  dass  A^,  für  x  =  a  verschwindet.  Da  aber  (A.  §  4  Gl.  (8.)) 
A^  bis  auf  einen  nicht  verschwindenden  constanten  Factor  von  der  Wahl  des 
Fundamentalsystems  unabhängig  ist,  so  folgt: 

I.  Für  einen  ausserwesentlich  singulären  Punkt  muss  die  De- 
terminante jedes  Fundamentalsystems  verschwinden. 

Es  seien  b^,  b^,  . . . ,  b^_^  willkürliche  Grössen  und  x^  ein  nicht  singulärer 
Punkt,  so  kann  man  ein  Integral  y]  der  Differentialgleichung  (1.)  bestimmen, 
von  der  Beschaffenheit,  dass  6^,  b^,  6,,  ...,  ö^.,  resp.  die  Werthe  von 

dri  d^TTj  (?"*"' Yj 

^ '     dx  '     dx^  '     '  "  ' '     da;""' 
für  X  =  x^  sind.   —  Denn  man  hat  das  System  von  Gleichungen: 

Y)       =       c^y,       +       c^y,      +■■■+       c^y^, 

*1     =^      c^     +     c^     +...+     c^ 
dx  *  dx  ^  dx  '"  dx  ' 

^^'>  ^        dx^     -     ''  dx^      +    '^  dx'     +      -^    c^  ax'   , 


'w,  d"  '?/,  c?""  'w„ 


da;"  '  '  dx'^  '         ^  dx'^  '  "   da;*"  '   ' 

wo  c  ,  c^,  ...,  c^  Constanten  sind.  Setzt  man  rechterhand  x  ^=  x^  und  linker- 
hand  statt  tj,  -^,  ...,  ^„-1  resp.  b^,  b^,  ...,6^^_j,  so  hat  man  zur  Bestimmung 
der  Grössen  c  ein  System  linearer  Gleichungen,  dessen  Determinante  nicht 
verschwindet. 

Fachs,  mathöm.  Werke.    I.  30 
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Ist  dagegen  a„  ein  ausserAvesentlich  singulärer  Punkt,  so  würde 
diese  Determinante  verschwinden,  es  müssten  also  die  Grössen  b  eine  lineare 
homogene  Relation  erfüllen,  um  resp.  als  Werthe  eines  Integrals  und 
dessen  m  — 1  ersten  Ableitungen  für  x  =  a-^  angesehen  werden  zu  können. 
380]  Das  Verschwinden  der  Determinante  eines  Fundamentalsystems  in  den 
ausserwesentlich  singulären  Punkten  macht  also  den  characteristischen  Unter- 
schied zwischen  solchen  Punkten  und  den  nicht  singulären  aus. 

Da  in  der  Umgebung  des  ausserwesentlich  singulären  Punktes  a  die  Co- 
efficienten  der  Differentialgleichung  (1.)  eindeutig,  die  Integrale  derselben  aber 
eindeutig,  endlich  und  continuirlich  sind,  so  folgt  aus  dem  Satze  in  §  3,  dass 
in  der  Umgebung  von  a  die  Coefficienten  die  Gestalt: 

(4.)  P.  =  ^^,  ia  =  l,...,m) 

haben,  wo  P^(;Jc)  in  derselben  Umgebung  eindeutig,  endlich  und  continuirlich 
ist.      Aus  der  Gleichung: 

(5.)  A„  =  C.e--^^'*^,       (A.  §2G1.  (3.)), 

wo  C  eine  nicht  verschwindende  Constante  bedeutet,  und  aus  Gleichung  (4.) 
folgt: 

(6.)  \  =  ix-ar^^^''\G{x), 

wo  G{x)  in  der  Umgebung  von  a  eindeutig,  endlich  und  continuii-lich  und  in 
a  von  Null  verschieden  ist.  Da  nun  \  in  der  Umgebung  von  a  eindeutig, 
endlich  und  continuirlich  und  in  a  gleich  Null  ist,  so  ergiebt  sich,  dass  P,(«) 
eine  negative  ganze  Zahl  ist,  wenn  a  einen  ausserwesentlich  singulären  Punkt 
bedeutet.  —  Die  zum  Punkte  a  gehörige  determinirende  Fundamentalgleichung 
der  Differentialgleichung  (1.),  deren  Coefficienten  durch  die  Gleichungen  (4.) 
bestimmt  werden,  ist: 

(7-)  ''^,rir-l)...{r-m  +  a  +  l)P,{a)  +  P„{a)  =  0,      P,{a)  =  1. 

Jeder  Wurzel  r  dieser  Gleichung  entsj)richt  (nach  A.  §  G)  ein  wie  F  be- 
schaffenes Integral  y  derart,  dass  {x  —  ay'y  für  x  =  a  nicht  verschwindet,  da 
aber  in  der  Umgebung  eines  ausserwesentlich  singulären  Punktes  die  Integrale 
eindeutig,    endlich    und    continuirlich   sind,    so  müssen  die  Wurzeln  der  Glei- 


ZUR  THEORIE  DER  LINEAREN  DIFFERENTIALGLEICHUNGEN.  235 

chung  (7.)  positive  ganze  Zahlen  oder  Null  sein,  daher  auch  -P,(«),  P^i«),  •  •  •,  -?*„(«) 
ganze  Zahlen,  oder,  mit  Ausnahme  von  Pj(«),  Null.  Aus  Satz  XI.  §  4  folgt 
ferner,  dass  die  Wurzeln  derselben  Gleichung  von  einander  verschieden  sind, 
es  kann  daher  auch  nur  eine  derselben,  folglich  nicht  gleichzeitig  -P„(«)  und 

fM-l 

2a  1  •  2  .  3  ...  {m  —  a  —  i)P^{a)  verschwinden. 

0 

Die  Wurzeln  der  Gleichung  (7.)  bilden  in  diesem  Falle  eine  einzige 
Gruppe.  Sind  dieselben  i\,  r,^,  •••)''„  so  geordnet,  dass  jede  folgende  kleiner 
ist,  als  die  vorhergehende,  und  setzt  man  '>'^_^  ^  r^  +  k^,  und  bildet  mit  [381 
r^  statt  i\  die  Determinanten  D{b,a)  der  vorigen  No.,    so  hat  man  den  Satz: 

II.  Damit  a  ein  ausserwesentlich  singulärer  Punkt  der_^Diffe- 
rentialgleichung  (1.)  sei,  ist  erforderlich  und  hinreichend: 

1)  dass  die  Differentialgleichung  in  der  Umgebung  dieses 
Punktes  die  Gestalt: 

(8.)  .      (x-ar^  +  ix-ar'^P,ix)^^  +  ...  +  P^{x)y  =  0 

habe,  wo  die  Functionen  P^{a),  . . .,  P^{x)  in  der  Umgebung  von  a 
eindeutig,  continuirlich  und  endlich  sind; 

2)  dass  Pi(a)  eine  negative  ganze  Zahl  ist; 

3)  dass  die  Wurzeln  der  Gleichung  (7.)  von  einander  verschieden 
und,  bis  auf  eine  etwa  verschwindende,  positive  ganze  Zahlen  sind; 

4)  dass  für  keinen  Werth  von  a  —  1,  2,  . ..,  m  —  l  irgend  eine  der 
Determinanten  X)(0,  «),  D(l,  «),...,  Z)(a  —  1,  «)  von  Null  verschieden  ist. 

Ist  d  ^  r^  —  r^,  so  kann  man  nach  dem  Satze  II.  des  vor.  §  bei  der  Be- 
urtheilung  der  Art  der  Singularität  des  Punktes  a  in  den  nach  Potenzen  von 
x  —  a  fortschreitenden  Reihen  P^x)  die  Glieder  mit  höheren  Potenzen  als  die 
d^  unterdrücken,  so  dass  der  Punkt  a  ein  wesentlich  oder  ausserwesentlich 
singulärer  Punkt  der  Differentialgleichung  (8.)  ist,  je  nachdem  er  ein  wesent- 
lich oder  ausserwesentlich  singulärer  Punkt  der  Differentialgleichung 

(9-)  {x-ar^  +  {x-ar-^F,^^  +  ...  +  F^y  =  0 

ist,  wo  F^,  F^,  . . .,  F^  die  durch  die  Abkürzung  von  P^,  P^,  ...,  P^  erhalteneu 
ganzen  Functionen  sind. 

30* 
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9. 

Wenn  die  Coefficienten  der  Differentialgleichung: 

(1.)  (^^_ar^  +  ix-ar-'P,ix)^l^  +  ...  +  P„ix)y  =  0 

die  in  Satz  II.  unter  No.  1) — 3)  (vor.  §)  angegebenen  Bedingungen  erfüllen, 
so  können  die  Ausdrücke  der  Integi-ale  in  der  Umgebung  des  Punktes  a  (nach 
§  4)  noch  mit  Logarithmen  behaftet  sein.  Ob  dieses  stattfindet  oder  nicht, 
lässt  sich  nach  §  7  beurtheilen,  wie  dieses  in  der  That  im  Satze  II.  vor.  § 
unter  No.  4)  geschehen  ist.  Diese  Frage  lässt  sich  noch  auf  eine  andere  Weise 
entscheiden,  wie  wir  jetzt  zeigen  wollen. 

382]  Die  Integrale  der  Differentialgleichung  (1.)  sind  unter  den  gemachten 
Voraussetzungen  wie  F  beschaffene  Functionen,  welche  zu  ganzzahligen  posi- 
tiven Exponenten  gehören,  nämlich  den  Wurzeln  der  Gleichung: 

m-l 

(2.)  2a '■('•-!)  •••('■-'»  + a  +  1)  Pa (a)  +  P„ (a)  =  0,     P^ia)  =  1. 

Ist  r^  wieder  die  grösste  Wurzel  dieser  Gleichung,  so  sind  die  Ableitungen 
eines  mit  Logarithmen  behafteten  Integi'als  spätestens  der  r^+l'*"  Ordnung 
wie  F  beschaffene  Functionen,  welche  zu  negativen  Exponenten  gehören. 
Dieses  ergiebt  sich  aus  der  Form  des  Fundamentalsystems  §  4,  Satz  IV.  Da- 
gegen sind  die  Exponenten,  zu  welchen  die  Ableitungen  beliebiger  Ordnung 
eines  von  Logarithmen  freien  Integrals  gehören,  stets  positiv. 

Bildet  man  aber  eine  lineare  Differentialgleichung  für  die  abhängige 
Variable  2  von  der  Art,  dass  ihr  die  «'*°  Ableitungen  sämmtlicher  Integi-ale 
der  Differentialgleichung  (1.)  und  nur  diese  genügen,  so  hat  dieselbe  nach 
dem  Satze  in  §  3  die  Gestalt: 

(3.)  (a:-ar^^  +  ix-ar^Q,ix)^  +  ...  +  Q„ix)z  =  0, 

WO  Q^{x),  . . .,  Q^{x)  in  der  Umgebung  von  a  eindeutig,  continuirlich  und  end- 
lich sind. 

Wählt  man  s  =  r^+1,  und  ist  die  determinirende  Fundamentalgleichung 
der  Differentialgleichung  (3.) 

(*•)  2a»-('--l)...(r-w  +  a  +  l)(?„(«)  +  (2„(a)  =  0,     (?,(«)  =  1, 
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I.  SO  ist  a  ein  wesentlich  oder  ausserwesentlich  singulärer 
Punkt,  je  nachdem  diese  Gleichung  negative  Wurzeln  enthält 
oder  nicht. 

Es  ist  daher  noch  eine  Methode  anzugeben,  wonach  eine  lineare  homogene 
Differentialgleichung  für  die  abhängige  Variabln  z  hergestellt  wird,  der  die 
*'*"  Ableitungen    sämmtlicher  Integrale    einer   gegebenen  Differentialgleichung: 

(5.)  Po^+P.^  +  -+p.y  =  o 

und  nur  diese  genügen.     Eine  solche  wollen  wir  nunmehr  aufsuchen. 

Eliminirt  man  aus  dem  Systeme  von  Gleichungen,  welches  man  erhält, 
wenn  man  die  Differentialgleichung  (5.)  mit  den  durch  s  aufeinanderfolgende 
Differentiationen  derselben  entstandenen  verbindet,  die  Grössen 


y, 


dy^  d^ 

dx  '     '  '  ''     dx" 


so  ist  das  Resultat  der  Elimination  allerdings  eine  lineare  homogene  Diffe-  [383 
rentialgleichung  »j'"  Ordnung  für  ^j~  =  z,  und  es  genügen  derselben  die 
^ton  Ableitungen  sämmtlicher  Integrale  der  Differentialgleichimg  (5.).  Allein 
die  Ordnung  derjenigen  Differentialgleichung  für  z,  der  nur  die  s^""  Ableitungen 
der  Integrale  der  Differentialgleichung  (5.)  genügen,  kann  niedriger  als  die 
wj'°  sein.     In  der  That  hat  jedes  Integral  z  derselben  die  Gestalt: 

wo  Cj ,  c, ,  . . . ,  c^  Constanten ,  und  Vii  y^i  •■■i  y„  ein  Fundamentalsystem  der 
Differentialgleichung  (5.)  ist.  Genügt  nun  der  Differentialgleichung  (5.)  eine 
ganze  rationale  Function  f{x)^  von  niedrigerem  als  dem  s*""  Grade,  so  ist 

f{x)  =  Kyi  +  hy2  +  ---  +  Kym, 

wo  Ä;^,  Äj,  . . .,  Ä;^  bestimmte  Constanten  sind.     Aus  dieser  Gleichung  folgt: 
/r,  N  7    d'y.       ,    d'y,  ,     d'y_ 

Genügen  der  Differentialgleichung  (5.)  noch  mehrere  andere  ganze  ratio- 
nale Functionen  von  niedrigerem  Grade  als  dem  ä**",  so  bestehen  noch  mehrere 
der  Gleichung  (7.)  analoge  Gleichungen.     Es  lassen  sich  alsdann  nicht  m  In- 
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tegrale  z  der  Form  (6.)  angeben,  zwischen  denen  keine  lineare  homogene 
Relation  mit  constanten  Coefficienten  bestände. 

Man  muss  daher  einen  anderen  Weg  einschlagen,  um  diejenige  Diffe- 
rentialgleichung herzustellen,  welcher  die  ä*™  Ableitungen  sämmtlicher  Integrale 
der  Differentialgleichung  (5.)  und  nur  diese  genügen. 

Es  sei  f  _.^  in  der  Reihe  der  Coefficienten  der  Differentialgleichung  (5.) 
f  -iV  -1  •■■iPo  ^^^  erste,  welcher  nicht  verschwindet,  und  setzt  man  -3^  =  u 
und  m  — A  =  (3,  so  geht  (5.)  über  in 

(«•)  ^«^  +  ^^-^^+^^^^^  +  -+^^'^"  =  ^- 

Ist  y  1  y  1  ■•  -i  Vm  ßi^  Fundamentalsystem  der  Differentialgleichung  (5.), 
M,,  M-,,  .. .,  e<.  ein  Fundamentalsystem  der  Differentialgleichung  (8.),  und  be- 
zeichnet man  das  Resultat  einer  auf  eine  Function  f{x)  u  mal  wiederholt  ange- 
wandten Integi-ation  in  üblicher  Weise  mit  p"^f{x)dx,  so  sind 

I      u^dx,    I      u^dx,  ...,    j      u^dx 

Integrale  der  Differentialgleichung  (5.).  Es  lassen  sich  daher  diese  Grössen 
linear,  homogen  und  mit  constanten  Coefficienten  durch  y^,  y^,  . ..,  1/^^  dar- 
stellen. Differentiirt  man  die  ß  Gleichungen,  welche  diese  Darstellungen 
384]  liefern,  Amal,  so  folgt,  dass  u^,  u^,  . . .,  u^  sich  linear,  homogen  und  mit 
constanten  Coefficienten  durch  die  A'""  Ableitungen  von  y^,  y^,  •••)2/,„  dar- 
stellen lassen. 

IL  Der  Differentialgleichung  (8.)  genügen  daher  die  A*®"  Ab- 
leitungen sämmtlicher  Integrale  der  Differentialgleichung  (5.) 
und  nur  diese. 

Dividirt  man  Gleichung  (8.)  durch  p  und  differentiirt,  so  erhält  man  eine 
Gleichung  der  Form 

d^v  di'-^v 

('•)  ««^  +  «'-^^  +  -  +  ''^^'  =  '' 

wenn  man  -^  =  v  setzt.    Sie  wird  befriedigt  dm-ch  v  =  ~- ,  v  =  -~- .....  t-  =  ~^~- , 

da;  »  1         (te  '     a         (ic  '        '    /*         da;   ' 

wo  «<j,  Mj,  ...,  Ug  ein  Fundamentalsystem  der  Differentialgleichung  (8.)  ist.    Nun 
aber   ist    eine    Gleichung    der   Form    c^v^  +  c^v^-\ — -^c^v^  —  O,    wo    Cj,c^,...,c^ 
Constanten  sind,  unmöglich.     Denn  aus  dieser  würde  sich  ergeben 
C,M,  +  c,Mj  +  --- +  C^W|,  =  C, 


ZUR  THEORIE  DER  LINEAREN  DIFFERENTIALGLEICHUNGEN.  239 

■WO  C  eine  Constante ,  und  zwar  eine  von  Null  verschiedene ,  weil  u^ ,  n„,  . . .,  u^ 
ein  Fundamentalsystem  von  (8.)  ist.  Es  müsste  demnach  die  Differentialgleichung 
(8.)  eine  nicht  verschwindende  Constante  zum  Integral  haben,  was  unmöglich 
ist,  weil  p    von  Null  verschieden  ist.     Man  hat  daher  den  Satz: 

III.  Der  Differentialgleichung  (9.)  genügen  die  ersten  Ableitungen 
sämmtlicher  Integrale  der  Differentialgleichung  (8.),    und   nur  diese. 

Der  Differentialgleichung  (9.)  genügen  also  die  A  + l'^"  Ableitungen  sämmt- 
licher Integrale  der  Differentialgieichvmg  (5.)  und  nur  diese.  Daher  ergiebt 
sich  folgendes  Verfahren,  um  eine  lineare  homogene  Differentialgleichung  her- 
zustellen, welcher  die  s^"  Ableitungen  sämmtlicher  Integrale  der  Differential- 
gleichung (5.)  und  nur  diese  genügen: 

Man  dividire  die  Differentialgleichung  (5.)  dui'ch  den  Coefiicienten  der 
niedrigsten  der  wirklich  darin  enthaltenen  Ableitungen,  abgesehen  von  einem 
Constanten  Factor,  und  differentiire  die  so  erhaltene  Gleichung.  Auf  die  als- 
dann entstandene  Differentialgleichung  wende  man  dasselbe  Verfahren  an,  auf 
die  nunmehr  entstandene  wiederum  dasselbe  Verfahren,  und  fahre  nur  so  lange 
fort,  bis  man  zum  ersten  Male  eine  Differentialgleichung  erhält,  in  welcher  der 
niedrigste  der  wirklich  darin  enthaltenen  Differentialquotienten  gleicher  oder 
höherer  Ordnung  als  -r^  ist,  so  ist  diese  Differentialgleichung  die  gesuchte.  — 

Es  ist  noch  zu  bemerken,  dass  in  dem  Systeme  von  Differentialgleichungen, 
welches  man  erhält,  wenn  man  s  =  7\-\-l  annimmt  und  dieses  Verfahren  auf 
die  Differentialgleichung  (1.)  anwendet,  jede  Differentialgleichung  als  Diffe-  [385 
rentialgleichung  für  die  niedrigste  der  wirklich  darin  enthaltenen  Ableitungen 
aufgefasst,  die  Gestalt  der  Differentialgleichung  (3.)  hat,  wenn  man  in  dieser 
statt  2  diese  niedrigste  Ableitung  setzt.  Die  derselben  zugehörige  determi- 
nirende  Fundamentalgleichung  (4.)  darf  keine  negativen  Wurzeln  enthalten, 
wenn  a  ein  ausserwesentlich  singulärer  Punkt  der  Differentialgleichung  (l.)  ist. 
Zieht  man  es  daher  vor,  successive  die  einzelneu  den  verschiedenen  Differential- 
gleichungen des  Systems  angehörigen  Fundamentalgleichungen  zu  untersuchen, 

•     -r.-l-l 

SO  wird   man    häufig   nicht    erst    bis    zur  Differentialgleichung  für 


zuschreiten    brauchen,    um    zu    entscheiden,    ob  a  ein  wesentlich    oder  ausser- 
wesentlich   singulärer  Punkt    der  Differentialgleichung  (1.)   ist,    nämlich    dann, 
Avenn  eine  der  erwähnten  Fundamentalgleichungen  negative  Wurzeln  enthält.  — 
Berlin,  im  Januar   1868. 


ANMERKUNGEN. 


1)  Änderungen  gegen  das  Original. 

Es  wurde  gesetzt : 

S.  207,  Zeile  9  v.  u.  a;  —  a  statt  x  —  a, 

„211,      „      2  Productform  statt  Productenform, 

„    211,      „      5  V.  u.  im  Exponenten  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  a  statt  a, 

„    212,      „      12  A.  statt  Abb,, 

„216,      „      7  V.  u.  (Uj  statt  lo, 

„    217,      „      4  V.  u.  ist  ferner  statt  sind  ferner, 

„    219,      „      6  V.  u.  (A.  §  6  I.)  statt  (A.  §  6  No.  2), 

„    220,      „      8  die  mit  27t»  multiplicirten  statt  das  2Tti-fache  der, 

„221,      „      7  Constanten  statt  Constante, 

„    226,      „      20  (B)  statt  R, 

„    228,      „      8  V.  u.  eindeutige,  continuirliche  statt  eindeutig,  continuirlich, 

„    229,      „      7  V.  u.  cp(a,  0)Co  statt  <p(o,  0), 

„    237,      „      11  V.  u.  a  derselben  statt  derselben  z, 

„    238,      „      12,  18  wiederholt  angewandten  statt  wiederholte, 

„    239,      „      17  der  statt  die, 

„    239,      „      10  V.  u.  z  statt  y. 
Es  wurde  eingefügt: 

S.  210,  ZeUe  11  »sindc, 

„    216,      „      7  »Gl.c, 

„    239,      „      2  >eiu.. 

2)  Auf  S.  207,  Zeile  2  bis  Gl.  (4.)  einschliesslich  müssen  (vergl.  Heffter,  zur  Theorie  der  linearen  Diffe- 
rentialgleichungen, Habilitationsschrift  etc.,  Leipzig,  1888,  S.  14)  die  daselbst  auftretenden  Grössen  tf^^ 
durch  (x—a)  "tpai,  ersetzt  werden.    Ebenso  ist  die  S.  217,  Zeile  5  vorkommende  Gleichung  durch 

(x—a)  "cpnn  =  Const.  (x— a)'^'tp,, 
zu  ersetzen. 

Zur  No.  2  vergl.  die  Anmerkung  2)  zu  der  vorhergehenden  Abhandlung  VI,  S.  203. 

Am  Schlüsse  der  Abhandlung  S.  239,  Zeile  2  u.  6  v.  u.  muss  an  Stelle  von  P^undamentalgleichung       j 
gesetzt  werden  determinireude  Fundamentalgleichung.  1 

SCB. 


vm. 


DIE  PERTODICITATSMODULN  DER  HYPERELLIPTISCHEN  INTEGRALE 
ALS  FUNCTIONEN  EINES  PARAMETERS  AUFGEFASST. 

(Journal  für  die  reine  und  angewandte  Mathematik,  Bd.  71,  1870,  S.  91 — 127.) 


Man  wird  in  der  Analysis  häufig  zur  Darstellung  einer  Function  durch  [91 
ein  bestimmtes  Integral  geführt,  welches  das  Argiiment  derselben  als  Para- 
meter enthält.  Besonders  häufig  werden  Integi'ale  linearer  Differentialgleichungen 
unter  diese  Form  gebracht.  Diese  Darstellung  einer  Function  hat  vor  der 
durch  unendliche  Reihen  im  Allgemeinen  die  Gültigkeit  in  der  ganzen  Ebene 
voraus.  Aber  es  ist  bisher  nur  in  wenigen  Fällen  gelungen,  die  Eigenschaften 
der  Functionen  aus  der  Integralform  herzuleiten.  Ich  hoffe  daher,  es  werde 
nicht  überflüssig  erscheinen,  wenn  ich  im  Folgenden  die  bestimmten  Integrale, 
welche  in  der  Theorie  der  hyperelliptischen  Functionen  unter  dem  Namen 
der  Periodicitätsmoduln  auftreten,  als  Functionen  eines  Parameters  aufgefasst, 
untersuche.  Es  werden  die  Haupteigenschaften  dieser  Functionen  hergeleitet 
und  lineare  Differentialgleichungen,  denen  sie  genügen,  entwickelt.  —  Es  wird 
ersichtlich  sein,  dass  die  hier  befolgte  Methode  sich  auf  die  Periodicitäts- 
moduln der  allgemeinen  AsELschen  Integrale  anwenden  lässt,  imd  im  Wesent- 
lichen für  diese  zu  ganz  identischen  Ergebnissen  führt.  Ich  behalte  mir  vor, 
bei  anderer  Gelegenheit  dieses  weiter  nachzuweisen.  —  Die  hier  auftretenden 
Differentialgleichungen  gehören  zur  Klasse  derjenigen,  welche  ich  in  den  Ab- 
handlungen (dieses  Journal  Bd.  66,  No.  4  Gl.  (12.)^)  und  Bd.  68 ^j)  betrachtet; 

1)  S.  186  dieses  Bandes.     Seh. 

2)  Abb.  vn,  S.  205  ff.  dieses  Bandes.    Seh. 

Fuchs,  mathem.  Werke.    I.  31 
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und  in  so  fern  steht  die  gegenwärtige  Arbeit  mit  jenen  im  engsten  Zusammen- 
hange. In  der  That  ist  sie  in  ihren  Grundzügen  schon  vor  mehr  als  zwei 
Jahren  entworfen,  und  nur  ihre  Endredaction  durch  verschiedene  Hindernisse 
verschoben  worden.  —  Die  eben  angeführten  Abhandlungen  werde  ich  der 
Kürze  halber  im  Folgenden  unter  dem  Zeichen  A.  B.  66  und  A.  B.  68  citiren. 

1. 

Es  sei 
(1.)  s'  =  <f(x,ti), 

wo  cp(a;, «)  eine  ganze  rationale  Function  von  x  und  tt  ist,  und  zwar  in  Be- 
92]  zug  auf  X  vom  Grade  n,  von  der  Beschaffenheit,  dass  nicht  zwei  der 
Wurzeln  der  Gleichung  für  x 

(2.)  <fix,u)  =  0, 

die  wir  mit  a^,  o^,  ...,a^  bezeichnen  wollen,  für  jeden  Werth  von  ti  einander 
gleich  sind.  Stellen  wir  die  Function  s  nach  Riemann  durch  eine  zweiblättrige 
Fläche  T  dar,  so  sind  a^,  a^,  ...,«„  die  Verzweigungspunkte  derselben.  Ebenso 
stellen  wir  die  durch  die  Gleichung  (2.)  definirte  algebraische  Function  x  von 
u  durch  eine  n- blättrige  Fläche  ä  dar,  und  bezeichnen  deren  Verzweigungs- 
punkte (auch  solche  Punkte  eingerechnet,  in  welchen  Wurzeln  einander  gleich 
sind,  ohne  dass  Verzweigung  stattfindet)  mit  b^,  5^,  ...,  6,,.  Durch  die  n  Blätter 
dieser  Fläche  wird  also  der  Verlauf  der  Verzweigungspunkte  der  Fläche  T 
bestimmt. 

Es  sei  m""  ein  von  den  Verzweigungspunkten  der  Fläche  «S  verschiedener 
Punkt  und  a"',  0"',  ...,  «"*  die  ihm  entsprechenden  Wurzeln  der  Gleichung  (2.), 
so  werde  die  Form  T""  der  zugehörigen  Fläche  T  folgendermassen  bestimmt. 
Es  werde  ein  die  beiden  die  a- Ebene  bedeckenden  Blätter  durchdringender 
Schnitt,  Hauptschnitt,  längs  einer  durch  alle  Verzweigungspunkte  a'",  a'°\  . . .,  a'°' 
hindurchgehenden,  sich  selbst  nicht  durchschneidenden  Linie  geführt,  und  als- 
dann das  obere  und  untere  Blatt  eindeutig  mit  den  Werthen  von  .s  belegt. 
Nennt  man  einen  zwischen  zwei  auf  einander  folgenden  Verzweigungspuukten 
enthaltenen  Abschnitt  des  Hauptschnittes  einen  Theil  desselben,  so  werden 
beide  Blätter  in  diesen  Theilen  abwechselnd  in  einander  übergehen  oder  getrennt 
verlaufen.    Die  ersteren  mögen  Verzweigungstheile  des  Hauptschnittes  lieissen. 
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Geht  ?<  von  ?<""  continuirlich  zu  einem  anderen  Werthe  u  auf  einem  Wege 
über,  der  durch  keinen  der  Verzweigungspunkte  der  Fläche  /S  führt,  so  gehen 
die  Wurzeln  der  Gleichung  (2.)  in  der  .T-Ebene  continuirlich  von  den  Werthen 
rtj"',  rt™',  . . .,  fl^'  resp.  zu  den  Werthen  (z^,  a^,  . . .,  ß^  längs  bestimmter  Curven 
über,  die  resp.  mit  A^^A^,...,A^  bezeichnet  werden  mögen.  Zu  gleicher 
Zeit  gehen  in  jedem  Punkte  der  .i'-Ebene,  der  nicht  auf  einer  der  letzteren 
Curven  sich  befindet,  die  zugehörigen  Werthe  von  s  in  vollkommen  bestimmte 
andere  über. 

Nunmehr  denke  man  sich  eine  neue  zweiblättrige  Fläche  über  die  a?-Ebene 
ausgebreitet  und  verpflanze  in  jedem  Punkte  der  x-Ehene  die  durch  continuir- 
liche  Änderung  von  u  umgewandelten  Werthe  von  s  des  oberen  und  unteren 
Blattes  von  T""  resp.  in  die  über  demselben  Punkte  der  a;-Ebene  befind-  [93 
liehen  Punkte  des  oberen  und  unteren  Blattes  der  neuen  Fläche.  Diese 
letztere  Fläche  soll  die  dem  Werthe  u  entsprechende  Fläche  T  sein.  In  con- 
tinuirlich auf  einander  folgenden  Punkten  derselben  folgen  alsdann  in  dem- 
selben Blatte  die  Werthe  von  s  continuirlich  auf  einander,  wenn  nicht  der 
Übergang  durch  einen  Verzweigungstheil  der  Fläche  2'""  oder  durch  eine  der 
Curven  A  führt.  Bei  dem  Übergänge  durch  eine  dieser  Linien  gelangt  man 
zu  entgegengesetzten  Werthen  von  s.  In  der  That  sind  die  an  verschiedenen 
Seiten  der  Verzweigungstheile  in  demselben  Blatte  von  T""  befindlichen  Werthe 
von  s  entgegengesetzt  gleich,  folglich  auch  ihre  durch  continuirliche  Änderung 
von  u  umgewandelten  Werthe  in  dem  entsprechenden  Blatte  der  Fläche  T. 
Ferner  fühi-t  jeder  noch  so  kleine  Umlauf  um  einen  der  Punkte  a^,  a^,  ...,  a^ 
den  Werth  s  continuirlich  zum  entgegengesetzten  über,  was  nur  möglich  ist, 
wenn  resp.  an  den  Curven  A^,  A^^  ...,  A^  ein  plötzliches  Übergehen  zum  ent- 
gegengesetzten Werth  stattfindet.  —  Die  beiden  Blätter  der  Fläche  T,  deren 
Verzweigungspunkte  «^  «„,...,  a^,  werden  demnach  längs  einer  Linie  durch- 
schnitten, welche  aus  dem  Hauptschnitte  der  Fläche  T""  durch  Einschalten 
der  beiden  Seiten  der  Curven  A  oder  auch  derselben  Seite  in  zwei  entgegen- 
gesetzten Richtungen  genommen  entsteht,  und  es  werde  dieser  Schnitt  der 
Hauptschnitt  der  Fläche  T  genannt. 

Zwei  Verzweigungspunkte  der  Flächen  T  und  T"",  die  durch  continuir- 
liche Änderung  von  u  aus  einander  hervorgegangen  sind,  mögen  entsprechende 
Verzweigungspunkte,    und  solche  Theile  ihrer  bezüglichen  Hauptschnitte,    die 
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zwischen  entsprechenden  Verzweigungspunkten  enthalten  sind,  entsprechende 
Theile  genannt  werden.  Es  folgt  alsdann,  dass  die  den  Verzweigungstheilen 
der  Fläche  T""  entsprechenden  Theile  des  Hauptschnittes  der  Fläche  T  im 
Allgemeinen  in  ihrem  ganzen  Verlaufe  Verzweigungstheile  sind. 


Wenn  zwei  Curven  A,  und  A  sich  in  einem  Punkte  m  der  a;- Ebene 
schneiden,  so  muss  einer  der  Verzweigungspunkte  «^  und  a  ,  welche  resp. 
diese  Curven  beschreiben,  früher  in  m  angelangt  sein  als  der  andere,  da  ihre 
Wege  nicht  durch  einen  der  Verzweigungspunkte  der  Fläche  <S  führen.  Wenn 
«^  früher  anlangt  als  a  ,  so  wollen  wir  sagen,  die  Curve  A^  geht  der  Curve 
A  in  Bezug  auf  m  voran.  Ebenso  beiindet  sich  jeder  dem  Hauptschnitte 
der  Fläche  T""  angehörige  Punkt  an  seiner  Stelle,  ehe  eine  der  Curven  A 
sich  dorthin  erstreckt.  Wir  sagen  daher  analog,  wenn  ein  Theil  des  Haupt- 
94]  Schnitts  der  Fläche  T™  von  einer  der  Curven  A  geschnitten  wird,  der 
erstere  gehe  der  letzteren  in  Bezug  auf  den  Durchschnittsjiunkt  voran.  —  In 
beiden  Fällen  heisst  der  Theil  der  Curve  A,  welcher  nach  dem  Durchschneiden 
mit  der  vorangehenden  Curve  entstanden,  der  nachfolgende  Theil. 

Die  beiden  Verzweigungspunkte,  welche  einen  Theil  des  Hauptschnittes 
einer  Fläche  T  abgrenzen,  wollen  wir  in  willkürlicher  AVeise  als  Anfangs- 
und Endpunkt  desselben  von  einander  unterscheiden,  jedoch  so,  dass  in  allen 
Flächen  T  sowohl  die  Anfangspunkte  als  auch  die  Endpunkte  entsprechender 
Theile  entsprechende  Verzweigungspunkte  sind. 

Bewegt  man  sich  auf  der  a;-Ebene  längs  eines  Theiles  des  Hauptschnittes 
vom  Anfangspunkte  desselben  zum  Endpunkte  hin,  so  sollen  die  linke  und 
die  rechte  Seite  dieser  Bewegung  auch  die  linke  und  die  rechte  Seite  dieses 
Theiles  genannt  werden.   — 

Es  sei  nunmehr 

_   fK 
^  s    ' 

wo  /(.r)  eine  ganze  rationale  Function  von  x  und  k  bedeutet,  so  ist  das  Integral 

2  ^  fydx 
in  jeder  Fläche  T  bestimmt,  wenn  der  Integrationsweg  vorgezeichnet  wird.  — 
Längs    eines  jeden  im  Endlichen  verlaufenden  Theils  des  Hauptschnitts  einer 
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Fläche  T  wird  das  Integral  z  vom  Anfangspunkte  bis  zum  Endpunkte  dieses 
Theils  auf  der  linken  Seite  desselben  erstreckt,  und  zwar  wird  das  Blatt,  von 
welchem  die  Integration  ihren  Ausgang  nimmt,  so  gewählt,  dass  der  an  einem 
dem  Hauptschnitte  der  Fläche  T""  angehörigen  Abschnitte  des  Theiles  befind- 
liche Integrationsweg  im  oberen  Blatte  verläuft.  Überschreitet  der  Integrations- 
weg eine  C'urve  A  längs  einer  Linie,  welche  dieser  Curve  vorangeht,  so  ist 
ein  Integrationsweg  einzuschalten,  welcher  den  nachfolgenden  Theil  der  letz- 
teren umgiebt.  Die  so  gebildeten  n  —  1  Integrale  heissen  die  Periodicitäts- 
moduln  des  Integrals  s  in  der  Fläche  T.*) 

Für  die  Fläche  T""  sind  demnach  die  Periodicitätsmoduln  die  an  den 
Theilen  des  Hauptscbnitts  dieser  Fläche  auf  der  linken  Seite  derselben  vom 
Anfangspunkt  bis  zum  Endpunkt  im  oberen  Blatte  sich  erstreckenden  Integrale. 

Ein  Periodicitätsmodul  der  Fläche  T""  repräsentirt  in  Verbindung  mit 
der  Schaar  der  in  den  verschiedenen  Flächen  T  auf  den  entsprechenden  [95 
Theil  der  Haupschnitte  derselben  bezogenen  Periodicitätsmoduln  eine  bestimmte 
Function  von  u. 

3. 

Die  Periodicitätsmoduln  sind  in  der  Umgebung  eines  von  den  Ver- 
zweigungswerthen  der  Fläche  /S  verschiedenen  Werthes  von  u  continuirlich 
und  eindeutig.  In  der  That  sei  u  ein  von  den  Verzweigungspunkten  der 
Fläche  <S  verschiedener  Punkt  und  u'  =  u  +  d  ein  beliebig  wenig  davon  ver- 
schiedener, T  und  T'  resp.  die  zugehörigen  Formen  der  Fläche  T.  Femer 
mögen  ein  Paar  dem  Werthe  ti  entsprechende  Verzweigungspunkte  a■^  und  a^ 
während  des  Überganges  von  u  nach  u'  resp.  auf  den  Curven  A^  und  A^  in 
a^  und  a'^  übergehen.  Ist  l  der  Theil  des  Hauptschnittes  von  T  zwischen  a^ 
und  ö^^,  so  ist  die  Curve,  welche  der  Reihe  nach  aus  A^,  /,  A^^  zusammengesetzt 
ist,  der  entsprechende  Theil  des  Hauptschnitts  der  Fläche  T'.  Der  Theil  des 
Periodicitätsmoduls  längs  /  in  T'  ist  mit  abnehmendem  d  beliebig  wenig  von 
dem  Periodicitätsmodul  längs  l  in  T  verschieden,  während  die  Integrale  längs 
Aj^  und  A  ,  weil  diese  Curven  mit  S  beliebig  klein  werden,  und  weil  ti  kein 
Verzweigungspunkt  der  Fläche  /S  ist,  selber  mit  d  beliebig  klein  werden. 
Hieraus  folgt  aber  die  Stetigkeit    des  Periodicitätsmoduls    zwischen  «^  und  a^. 

*)  Diesen  Namen  führen  zwar  gewöhnlich  die  doppelten  Werthe  unserer  Integrale,  allein  dieser 
Unterschied  ist  für  das  Folgende  gleichgültig. 
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INIacht  u  um  einen  von  den  Verzweigungspunkten  der  Fläche  <S  ver- 
schiedenen Punkt  einen  in  der  Umgebung  desselben  befindlichen  Umlauf,  so 
kann  die  Fläche  dieses  Umlaufes  so  klein  gewählt  werden,  dass  die  Punkte 
a  ,  a, ,  ...,  a  beliebig  kleine,  ganz  aus  einander  liegende  vollständige  Umläufe 
vollziehen.  Ist  /  ein  Theil  des  Hauptschnittes  der  Fläche  T  zwischen  a^^  und 
a  ,  so  besteht  in  der  nach  dem  Umlauf  resultirenden  Fläche  T'  der  ent- 
sprechende Theil  des  Hauptschnitts  der  Reihe  nach  aus  der  kleinen  von  a^^ 
beschriebenen  Peripherie,  aus  /,  und  aus  der  kleinen  von  a^  beschriebenen 
Peripherie.  Da  aber  in  der  Fläche  T  ausserhalb  der  von  den  Punkten 
a  ,  a  ,  ...,  a  beschriebenen  Umläufe  s  im  oberen  und  unteren  Blatte  denselben 
Werth  hat  wie  resp.  in  den  über  demselben  Punkte  der  «-Ebene  befindlichen 
Punkten  des  oberen  und  unteren  Blattes  von  T,  so  folgt,  dass  der  Theil  des 
Periodicitätsmoduls  längs  /  in  beiden  Flächen  denselben  Werth  hat.  Die 
Theile  des  Periodicitätsmoduls  in  T  längs  den  beiden  Peripherieen  sind  aber, 
96]  weil  der  Umlauf  von  u  um  einen  von  den  Verzweigungspunkten  der  Fläche 
S  verschiedenen  Punkt  geschieht,  mit  diesen  Peripherieen  verschwindend  klein. 
Demnach  sind  die  Periodicitätsmoduln  an  den  entsprechenden  Theilen  der 
Hauptschnitte  in  T  und  T  einander  gleich.  Hieraus  ergiebt  sich,  dass  der 
Periodicitätsmodul  in  der  Umgebung  eines  von  den  Verzweigungspunkten  der 
Fläche  (S  verschiedenen  Punktes  tt  eindeutig  ist. 

4. 
Es  sei  ■/]  ein  Periodicitätsmodul  zwischen  <^^  und  «^  für  irgend  einen  von 
den  Verzweigungswerthen  von  /S  verschiedenen  Werth,  das  heisst  das  Integral 
z  =  fydx  erstreckt  über  eine  in  No.  2  angegebene  von  a,^  nach  a^  führende 
Linie  in  der  zu  diesem  Werthe  von  n  gehörigen  Fläche  T.  Man  erstrecke 
das  Integral  ^  in  T  über  eine  geschlossene  Curve  q,  welche  den  Integi-ations- 
weg  von  Y]  derart  umgiebt,  dass  sie  durch  keinen  der  Verzweigungspunkte 
hindurchführt  und  dass  innerhalb  derselben  keine  Verzweigungspunkte  sich 
befinden,  durch  welche  der  Integrationsweg  von  yj  nicht  hindurchführt,  und 
bezeichne  dieses  Integral  mit  f'ydx,  so  ist 

(1.)  r,  =  l  f'ydx. 

Da  u  von  den  Verzweigungspunkten  der  Fläche  -S  verschieden  ist,  so  können 
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die  Dimensionen  dieser  Curve  q  bei  hinlänglich  kleinem  d  so  gewählt  werden, 
dass  sie  mit  einer  geschlossenen  Curve,  welche  den  Integrationsweg  des  Peri- 
odicitätsmoduls  v]'  an  dem  entsprechenden  Theile  des  Hauptschnittes  einer 
zum  Werthe  u  +  d  gehörigen  Fläche  T'  in  ähnlicher  Weise  wie  q  den  Weg 
von  7]  umgiebt,  in  der  .-r- Ebene  sich  deckt.  Bezeichnet  man  alsdann  das  In- 
tegi-al,  welches  über  die  Curve  q  in  T'  erstreckt  ist,  mit  f"y'dx,  wo  y'  und 
y  demselben  x  zugehörige  Werthe  in  den  entsprechenden  Blättern  von  T  und 
T'  sind,  und  setzt  man  y'  =  y+  Ay,  so  ist 

(2.)  V  =  l/'V'^^, 

(3.)  I  "  y'dx  =  f'y  dx  +  f  ^y  dx. 

Aus  diesen  Gleichungen  ergiebt  sich,  da  y  in  keinem  Punkte  von  q  unend- 
lich wird. 


(4-) 


0         ^  du  2  J    da 


Da  ebenso  -^,  so  wie  alle  folgenden  Ableitungen  von  y  nach  u  in  keinem 
Punkte  von  q  unendlich  werden,  so  ergiebt  sich  auf  dieselbe  Weise  für  [97 
jede  Ordnung  A 


(5.)  iii  =  1  riv-dx 

^   '  du^  2  J    du'      ■ 


5. 

Es  sei  b  einer  der  Verzweigungspunkte  der  Fläche  S,  und  möge  u  in 
dessen  Umgebung  von  einer  Anfangslage  «*""  aus  einen  Umlauf  vollziehen,  so 
werden  die  Grössen  a^,  a^,  . . .,  «^  im  Allgemeinen  in  Gruppen  zerfallen,  derart, 
dass  die  Glieder  einer  Gruppe  nach  dem  Umlaufe  von  ti  cyclisch  in  einander 
übergehen.  Es  können  auch  alle  Grössen  a  eine  einzige  Gruppe  bilden,  und 
einzelne  Gruppen  nur  ein  einziges  Glied  enthalten.  Der  Anfangslage  ««""  ent- 
spreche die  Fläche  T"",  und  diese  wandle  sich  nach  dem  Umlauf  von  u  in 
T'  um.  Die  Curven,  welche  in  der  «-Ebene  von  einer  Gruppe  G  der  Ver- 
zweigungspunkte a^,a^,...,a^  beschrieben  werden,  bilden  die  Begrenzung 
eines  geschlossenen  Raumes,  welcher  denjenigen  Punkt  «  umschliesst,  mit 
welchem  die  Glieder  der  Gruppe  G  für  u  —  h  zusammenfallen.  Diese  ge- 
schlossenen  Eäume    können    theilweise    zusammenfallen.      In    den    über    dem- 
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selben  Punkte  der  a^-Ebene  befindlichen  Punkten  der  Flächen  T™  und  T'  sind 
die  Werthe  von  s  im  oberen  und  unteren  Blatte  der  einen  resp.  denen  im 
oberen  und  unteren  Blatte  der  anderen  entweder  gleich  oder  entgegengesetzt, 
da  <^{x,u)  eine  symmetrische  Function  der  Grössen  «^,0!^,...,«^  ist.  Ersteres 
findet  allemal  statt  für  einen  Punkt  x  ausserhalb  der  von  «^,0^,...,«^  ge- 
bildeten Räume,  dagegen  wird  letzteres  innerhalb  dieser  Räume  erfolgen,  wenn 
in  dem  Werthe  e^*''^*cp(.r,  ?<),  in  welchen  cp(.r,«*)  nach  einem  Umlaufe  von  u 
um  h  übergeht,  k  eine  ungerade  Zahl  ist.  —  Ein  Periodicitätsmodul  des  Inte- 
grals z  in  der  Fläche  T'  kann  demnach  als  ein  Integral  angesehen  werden, 
welches  in  der  Fläche  T""  zwischen  zwei  Verzweigungspunkten  sich  erstreckt, 
d.  h.  als  eine  Summe  von  positiven  oder  negativen  ganzen  Vielfachen  der 
Periodicitätsmoduln  in  der  Fläche  T™'. 

Die  Periodicitätsmoduln  als  Functionen  von  u  haben  daher  die  Eigen- 
schaft, nach  einem  Umlauf  von  u  um  einen  Verzweigungspunkt  der  Fläche  8 
in  lineare  homogene  Functionen  mit  ganzzahligen  Coefficienten  ihrer  ursprüng- 
lichen Werthe  überzugehen. 

Im  Allgemeinen  bleiben  die  Periodicitätsmoduln  auch  nicht  unverändert, 
wenn  u  einen  Umlauf  um  oo  macht,  selbst  wenn  letzterer  Punkt  nicht  zu  den 
Verzweigungspunkten  der  Fläche  <S  gehört.  Man  zeigt  ebenso  wie  für  diese 
Verzweigungspunkte,  dass  jeder  Periodicitätsmodul  in  eine  lineare  homogene 
Function  mit  ganzzahligen  Coefficienten  der  ursprünglichen  Periodicitätsmoduln 
übergeht. 

98]  6. 

Es  muss  nunmehr  die  Art  der  Unstetigkeit  der  Periodicitätsmoduln  in 
den  Verzweigungspunkten  der  Fläche  <S  und  für  »  =  oo  näher  untersucht 
werden.  —  Es  bedeute  11  das  Product  der  Differenzen  der  Wurzeln  der  Glei- 
chung cp(a^,w-)  =  0,*)  und  man  setze  an  die  Stelle  jeder  Differenz  a^  —  a^  den 
gleich werthigen    Ausdruck    a^  — .t— («^— .r),    so    lässt    sich    Fl    auf    die    Gestalt 


*)  Ist  <};(«)  der  Coeffieient  von  a;"   in   vf{x,u),   so   führt  die  Siilistitution  x=  das  Integral 

/f(x)dx  r  f  (x')dx'  ^ 

'_  ,        über  in  ein  anderes  der  Form  ijj(«^)''  /  — L  ,  wo  n  so  gewählt  werden  kann,  dass  fi{x') 

Vtf>(a-,M)  J   Vcp,(a;',M) 

und  (p,(a;',  m)  wieder  ganze  rationale  Functionen  von  x'  und  u  sind,  und  in  letzterer  der  Coeffieient  von 
a;'"  gleicli  Eins.  Da  die  Eigenschaften  des  Factors  4<(m)''  bekannt  sind,  so  kann  der  Einfachheit  wegen 
überall  vorausgesetzt  werden,  dass  der  Coeffieient  von  x"  in  <f{x,u)  gleich  Eins  ist. 
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bringen : 

(1.)  n  =  ^h{<^^-xf\a,-xf\..{a„-xf'', 

eine  Summe,  in  welcher  der  Coefficient  h^  jedes  Gliedes  eine  positive  oder 
negative  ganze  Zahl  und  die  Exponenten  A^,  A^,  ...,  A^  von  einander  ver- 
schiedene positive  Zahlen  aus  der  Reihe  0,  1,  2,  ...,  n  —  \  sind,  deren  Summe 
gleich  |n(M  — 1). 

Der  Quotient  irgend  eines  Gliedes  der  Summe  (1.)  duixh  sff{x~a)  hat 
die  Gestalt: 

(2.)  (-  i-f'^hia, - X)'--*  {a,-xf^-' . . .  («„- ^f"-'. 

Ist   keiner    der   Exponenten    A    gleich    Null,    so    wird    der    Ausdruck    (2.)    für 

keinen  der  Werthe  a^,«^,  ...,a^  unendlich.     Ist  einer  davon,    A,    gleich  Null, 

so  sind  die    übrigen    von  Null   verschieden,    der  Ausdruck  (2.)  ist  endlich  für 

— ■*- 
a^,  «g,  ...,  a^j    und    unendlich    wie    (x  —  a^)    '    für    a^.    —    Wenn    mehrere    der 

Grössen  a  gleich  a^   werden,    so    würde    der  Ausdruck  (2.)    auch   für  a    nicht 

unendlich  werden. 

Ist  TQ  ein  Periodicitätsmodul ,  so  hat  man 

(3.)        n.rj  =  (-lf'''Zhf{a,-xf'~Ha.-xf'-^...ia„-xf'^-'f(x)dx, 

die  Integrale  bezogen  auf  ein  und  dieselbe  in  No.  2  festgesetzte  Linie  zwischen 
zwei  Verzweigungspunkten.  Demnach  ist  0.7]  auch  in  den  Verzweigungspunkten 
der  Fläche  S  nicht  unendlich.  Ist  b  einer  dieser  Verzweigungspunkte,  so  ist 
n  in  der  Umgebung  desselben  von  der  Gestalt  {u  —  by.W,  wo  ß  eine  positive 
Zahl  und  W  eine  in  der  Umgebung  von  b  eindeutige,  endliche  und  con-  [99 
tinuirliche  Function  bedeutet,  die  für  ti  =  b  von  Null  verschieden  ist.  Daher 
werden  die  Periodicitätsmoduln  in  den  Verzweigungspunkten  b  der  Fläche  S 
so  unstetig,  dass  sie  mit  einer  bestimmten  Potenz  {ii  —  by  multiplicirt  für  u  =  b 
nicht  mehr  unendlich  sind. 

Ist  u""  die  höchste  Potenz  von  u  in  f{x),  so  wird  für  jeden  Periodicitäts- 
modul 7],  als  ein  im  Endlichen  verlaufendes  Integral,  jedenfalls  u~'".-fi  für 
u  =  00  nicht  mehr  unendlich. 


Fuchs,  mathem.  Werke.     I.  32 


250  DIE  PERIODICITÄTSMODULN  DER  HYPERELLIPTISCHEN  INTEGRALE. 

7. 

Theils  zur  Erläuterung  des  Vorhergehenden,  theils  für  den  späteren  Ge- 
brauch betrachten  wir  den  besonderen  Fall,  dass 

<f{x,u)  =  {x-l\){x-k,)...{x-k„_,){x-ii), 

wo  k^,  k^,  ...,k^^_^  von  u  unabhängige  und  von  einander  verschiedene  Grössen 
sind.  —  Die  Fläche  S  besteht  aus  n  über  einander  liegenden  Blättern,  in 
deren  m  — 1  resp.  die  Werthe  k^,  k^,  ...,k^_^,  in  einem  aber  der  Werth  ti  sich 
befindet.  In  den  Punkten  u  =  k^,  ii  ^=  k^,  .  .  .,  u  =^  k^_^  sind  also  zwei  der 
Wurzeln  der  Gleichung  cp(a;,  ?<)=^0  einander  gleich,  eine  Verzweigung  der 
Fläche  S  findet  jedoch  in  ihnen  nicht  statt. 

In  jeder  Fläche  T  werde  der  Hauptschnitt  der  Reihe  nach  durch  ?«, 
A'j,  Ä',,  ...,  k^_^  oder  m,  ä:^,  A'^,  ...,  A^_j,  oo  geführt,  je  nachdem  n  gerade  oder  un- 
gerade ist.  Als  Anfangspunkt  des  ersten  Theiles  werde  ferner  «,  und  als 
Anfangspunkt  irgend  eines  zwischen  \  und  k^^^^  enthaltenen  Theils  A"^  betrachtet. 
Die  Hauptschnitte  verschiedener  Flächen  T  unterscheiden  sich  daher  nur  in 
ihrem  ersten  Theile. 

Es  sei  «""  ein  Punkt  in  der  Umgebung  eines  Verzweigungspunktes  A^, 
und  es  mache  ?<  von  ?«""  ausgehend  um  diesen  Verzweigungspunkt  einen  in 
dessen  Umgebung  befindlichen  vollständigen  Umlauf  U,  wodurch  die  Fläche 
r"",  welche  der  Anfangslage  von  u  in  ^<""  entspricht,  in  die  Fläche  T'  ver- 
wandelt wird,  so  besteht  der  erste  Theil  des  Hauptschnitts  der  letzteren  Fläche 
aus  der  geschlossenen  Curve  ?7,  in  der  ihrer  Erzeugung  entgegengesetzten 
Richtung  genommen,  und  aus  dem  ersten  Theile  des  Hauptschnittes  der  Fläche 
r'°'.  —  Wir  können  der  Einfachheit  wegen  annehmen,  dass  der  Hauptschnitt 
der  Fläche  T""  sich  nicht  selbst  durchschneide. 

Für  einen  Werth  x  innerhalb  U  geht  x  —  u  in  e"'^'^{x  —  n)  über,  wenn  u 
seinen  Umlauf  macht,  während  die  übrigen  Factoren  von  cp(.'r;,  ?<)  unverändert 
bleiben,  demnach  geht  s  in  —  ä  über.  Für  einen  Werth  x  ausserlialb  U  bleibt 
loo]  s  unverändert.  Es  stimmen  daher  die  Werthe  von  s  der  oberen  und  un- 
teren Blätter  rcsp.  von  T'"'  und  T"  über  demselben  Punkte  der  a;- Ebene  mit 
einander  überein  oder  sind  entgegengesetzt,  je  nachdem  der  Punkt  x  ausser- 
halb oder  innerhalb  U  sich  befindet. 
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Ist  nunmehr 

^  s     ' 

wo  f'(x)  eine  ganze  rationale  Function  von  x  und  7i  bedeutet,  so  befinden  sich 
die  Curven,  über  welche  die  Periodicitätsmoduln  des  Integrals  0  =z  Jydx  in 
der  Fläche  T""  erstreckt  sind,  alle  im  oberen  Blatte.  Bezeichnen  wir  die 
Periodicitätsmoduln  in  T'"'  resp.  zwischen  m""  und  ä;^,  l\  und  k^,  ■  ■  ■■,k^_,  und 
/t^j  mit  (u"'\kj,  {K^K)>  •■•'  (^"«-j»  ^n-i)'  ebenso  ein  im  oberen  Blatte  von  einem 
Verzweigungspunkte  a  nach  einem  Verzweigungspunkte  &,  die  noch  nicht  durch 
den  Hauptschnitt  mit  einander  verbunden  sind,  erstrecktes  Integi'al  mit  (a,  6), 
und  die  Werthe,  in  welche  alle  diese  Grössen  nach  einem  Umlaufe  von  u  um 
l\  übergehen,  d.  h.  die  entsprechenden  Periodicitätsmoduln  und  Integrale  in 
T\  indem  wir  diese  Zeichen  mit  Accenten  versehen,  so  ist  für  A  =  2,  3, . . .,  «— 2 

.,  A-2,  A  +  1,  ...,  H-2, 

(«»,  Äg  =  K,  Ä-.)  +  (Ä-„  Äg  +  (/,•„  Ä-.)  + ...  +  (/;,_„  /.,) 

.,w  — 1,  daher  erhält  man  aus  (1.)  bis  (Ic.) 

(3.)  K,  Jcj--  («°,  K)  -  2 1  (/.-. ,  /.-.)  +  (Ic,,  /.-.)  +  •  •  •  +  (h.„  h)\ , 

(3a.)  (A;„Ä-,^,)'=  (A;,,Ä-.^,) 

für  fi  ==  1,  2,  ...,  A-2,  A  +  1,  ...,  w-2, 

(3b.)      (A-,_„  i-J'  =  2{(w»,  Je,)  +  (/c„  Zg  +  (/,-,,  /,-,)  +  ...  +  {]c,_„  k,_,)\  +  3{h-,,  h), 
(3c.)      ih,  ku^)'  -  2|(«»,  A:.)  +  (A-.,  /.•.)  +  (A-„  /,-,)  +  ...  +  ih_„  k,)\  +  (/•■„  /,,,,). 

Für  A  =  1  ist 

(4.)  (H",/J.)'=  (u',A;J, 

32* 


(1.) 

(la.) 

für 

^  =  1, 

2, 

(Ib.) 

(ic.) 

Nun  ist 

(2.) 

für 

ft  =  1, 

2, 
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für  ft  =  2,  3,  ...,  w-2, 

(4b.)  ß\,Ky=H»'',K)  +  {K,h)- 

loi]  Für  A  =  w  — 1  gelten  die  Formeln  (3.)  bis  (3b.),  während  die  Formel  (3c.) 
nicht  in  Betracht  kommt. 

Macht  u  einen  Umlauf  V  um  oo,  so  bildet  die  Aussenseite  desselben 
einen  Umlauf  um  die  Punkte  J^^,  \,  ■  ■  ■,  f^„_y  Die  über  demselben  Punkte 
der  ic- Ebene  beündlichen  Werthe  von  *  in  den  oberen  und  unteren  Blättern 
resp.  der  ursprünglichen  Fläche  T""  und  der  nach  dem  Umlaufe  von  u  ent- 
standenen Fläche  T'  sind  übereinstimmend  oder  entgegengesetzt,  je  nachdem 
X  innerhalb  oder  ausserhalb  V  sich  befindet.  Wir  können  wieder  der  Ein- 
fachheit wegen  annehmen,  der  Hauptschnitt  der  Fläche  T""  durchschneide  sich 
selbst  nicht.   Wendet  man  hier  dieselben  Bezeichnungen  an,  wie  oben,  so  ist, 

wenn  «  gerade 

(5.)  (.»,  l-J  =  (u",  Z-.)  +  2\ik„  Ä-J  +  {Jc„  /rj  +  •••  +  (K_„  Ä-„_.)i, 

wenn  n  ungerade 

(5a.)  {^i\kJ  =  2{{]c^,k,)  +  (k^lc,)  +  ...  +  {k„_„k^_,)\-{u\K) 

und  in  beiden  Fällen 

(6.)  (^,,,  *,,+.)'=  -(/'^^,^/.+,) 

für  ft  =  1,  2,  . ..,  n  —  2. 

8. 
Es  seien  in  irgend  einer  Fläche  T  der  Reihe  nach  «^ ,  a^,  . . . ,  a^_^  die  An- 
fangspunkte und  a^,a^,...,a^  die  Endpunkte  resp.  des  1*°°,  2**°,  . . .,  («— 1)*'° 
Theils  des  Hauptschnitts,  "li,  1,»  •  •  •,  ■']„_i  resp.  die  auf  diese  Theile  bezogenen 
Periodicitätsmoduln.  Wir  umgeben  den  Integrationsweg  eines  jeden  derselben 
in  der  in  No.  4  angegebenen  Weise  mit  geschlossenen  Curven  ?,,  ^,,  •  •  •,  ^„_,. 
Je  nachdem  n  gerade  oder  ungerade,  wird  durch  ?i)  (7,)  •  • -i  «/„.j  oder  durch 
^,1  5'ai  •  •  ■) '/„-,  die  Fläche  T  in  eine  einfach  zusammenhangende  T'  zerlegt. 
Es  ist  ferner,  wenn  man  das  nach  No.  4  über  (j^  erstreckte  Integral  mit  / 
bezeichnet, 
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=  ^  I  y^^' 
1  r  df'i 


(>•)  :  ,.,    '.  '* „.., 

—  ^  „  dx. 

du>'  2  J      du 


Es  sei  nunmehr  von  den  Periodicitätsmoduln  Tji,  t'j,)  •  •  •,  ■']„_i  eine  Anzahl  jö 
nämlich  yj^,  r^^,  ...,  yj^  linearunabhängig,  d.  h.  so  beschaffen,  dass  eine  [102 
Gleichung 

(2.)  C,r,,  +  e,Tr),  +  ---  +  CpTrip  =   0 

mit  von  n  unabhängigen  Coefficienten  c,,  c,,  ...,  c  füi-  einen  endlichen  Theil 
der  2<- Ebene  nicht  identisch  stattfinden  kann,  während  die  übrigen  tj  sich  als 
lineare  homogene  Functionen  von  f]^^ 'fj^i  ■  ■  •,  fjp  mit  von  ti  unabhängigen  Co- 
efficienten ausdrücken  lassen.  Man  bilde  eine  lineare  homogene  Differential- 
gleichung 

welcher  die  p  Functionen  7]^,  yj^,  . ..,  v]^,  folglich  sämmtliche  Periodicitätsmoduln 
genügen,  und  setze 

so  repräsentirt  die  Gleichung  (3.)  nach  No.  4  und  den  Gleichungen  (1.)  dieser 
Nummer  folgendes  System  von  w  — 1  Gleichungen: 


(4.)  f 


Ydx  =  0 

für  A  =  1,  2,  ...,  /*-l. 

Für-  ein  gerades  n  ergeben  die  n  —  2  ersten  derselben,  dass  fYdx  in  der 
Fläche  T'  beim  Überschreiten  eines  der  Querschnitte,  welche  die  Fläche  T  in 
die  einfach  zusammenhangende  Fläche  T'  verwandeln,  ungeändert  bleibt;  die 
letzte  Gleichung  (4.)  enthält  die  Bedingung  dafür,  dass  das  Integral  fYdx 
für  a;  :=  oo  nicht  logarithmisch  unendlich  werde. 

Für  ein  ungerades  n  enthalten  die  n  —  l  Gleichungen  (4.)  die  Bedingung, 
dass  fYdx  beim  Überschreiten  der  Querschnitte  ungeändert  bleibt.  Das  In- 
tegral fYdx  kann  überhaupt  für  x  =  oo  nicht  logarithmisch  unendlich  werden. 
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In  beiden  Fällen  also  drückt  das  System  der  Gleichungen  (4.)  aus,  dass 
jYdx  eine  in  der  Fläche  T  überall  eindeutige  Function  ist,  die  nur  eine 
endliche  Anzahl  mal  unendlich  von  der  ersten  Ordnung  wird,  d.  h.  es  ist 
fYdx  eine  rationale  Function  von  a;  und  s,  also 

(5.)  j'Ydx  =  P+  Rs, 

wo  P  und  jR  rationale  Functionen  von  x  sind.  Da  aber  Y  selbst,  wie  leicht 
zu  sehen,  von  der  Form  Zs  ist,  wo  Z  eine  rationale  Function  von  x  ist, 
103]  so  ergiebt  die  Differentiation  der  Gleichung  (5.) 

dx 
Die  Differentialgleichung  (3.)  ist  daher  gleichbedeutend  mit  dieser  Gleichung: 

WO  R  eine  rationale  Function  von  x  bedeutet.  Sind  die  Grössen  ß  so  be- 
stimmt, dass  die  Differentialgleichung  (3.)  durch  sämmtliche  Periodicitätsmoduln 
befriedigt  wird,  so  bewirken  dieselben  auch,  dass  die  linke  Seite  der  Gleichung 
(6.)  der  Differentialquotient  einer  mit  s  multiplicirten  rationalen  Function  von 
X  werde,  und  umgekehrt. 

Um  daher  die  Anzahl  p  der  linear  unabhängigen  Periodicitätsmoduln 
und  damit  die  Ordnung  der  Differentialgleichung  (1.)  zu  bestimmen,  wird  die 
niedrigste  Ordnungszahl  p  aufgesucht,  für  welche  die  Gleichung  (6.)  bestehen 
kann.  Zu  diesem  Ende  ist  eine  Reduction  der  Integrale  f-!^^dx  auf  eine 
gewisse  endliche  Anzahl  einfacher  Integrale  erforderlich. 

9. 
Zur  Reduction  der  Integrale  algebraischer  Functionen  der  Form  f^-^dx, 
worin  f{x)  eine  beliebige  rationale  Function  von  x  bedeutet,  bedienen  wir 
uns  eines  Verfahrens,  welches  mit  demjenigen  übereinstimmt,  welches  Herr 
Weierstrass  in  seinen  Vorlesungen  zur  Reduction  der  elliptischen  Integrale 
anwendet.  —  Dasselbe  beruht  auf  der  Formel,  aus  welcher  Jacobi  den  Satz 
von  der  Vertauschung  von  Parameter  und  Argument  bei  den  Integralen  dritter 
Gattung  hergeleitet  hat  (Bd.  32,  pag.  185  dieses  Journals')). 


•)  J»cobi8  Werke,  Bd.  11  (1882),  S.  121  ff.    Seh. 
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Es  werde  der  Kürze  wegen  (f(x)  statt  (f{x,ti)  geschrieben,  und  man  setze: 
so  ist 


(1.) 


wo 


S 
indem 


=  (^3^  [?  (0  -  ?  (^)  -  ?'  (^)  (<  -  ^)  -  Y  (^  -  ^)  (?'(0  -  ?'W)] , 


öcp(a;) 


ist,  eine  ganze  rationale  Function  von  x  und  t  und  zwar  in  Bezug  auf  [104 
beide  vom  Grade  n  —  2  wird.     Man  setze  daher 

wo  die  Coefficienten  A  rational  aus  den  Coefficienten  von  cp(a;)  gebildet  werden. 
Integrirt  man  die  Gleichung  (1.)  nach  t,  so  dass  die  Integrale  für  einen  Werth 
x^  verschwinden,  so  erhält  man 

(2)   _i_VT(Ö 1       \/gg  ^    d    ft      V^^  ^^         1     «-»  ^„  rt  A^Jl 

^-t  sf^)      x-x,    sj^(^^)         dxj^^it-^)^^it,)  V^V"     J^^sl^' 

Ist  \{x)  irgend  eine  Function  von  x.,  so  bedeuten 

resp.  die  Coefficienten  von  (.t  — «)"  und  x~"  in  den  Entwicklungen  von  ^{x) 
nach  steigenden  Potenzen  von  x  —  a  und  nach  fallenden  Potenzen  von  x. 

Dividirt   man    die  Gleichung  (2.)  durch  V?(0)   multiplicirt   sie    mit    einer 
rationalen  Function  g{t),  die  für  t  =  x^  unendlich  wird,  so  erhält  man: 

1    r  9{t) 


+  _J_y  a;a[JL(^  r*A£.l 
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Entwickelt  man  beide  Seiten  der  Gleichung  (1.)  nach  fallenden  Potenzen  von 
t  und  integrirt  derart,  dass  man  den  Integralen  keine  Constante  hinzufügt, 
so  erhält  man 


Multiplicirt   man   diese  Gleichung  mit  f/(t)  und  dividirt  durch  Vt(Oi    so  folgt 


''■^       ' 


1      [  9(f)  ] 
J 


dx 

t  t 

los]  Sind  überhaupt  ^,,  -*''s)  •  •  •>  ^„  die  Werthe,  für  welche  g{t)  unendlich  wird, 
so  ist 

t 

Bildet  man  daher  die  der  Gleichung  (3.)  ähnlichen  Gleichungen  für  x^,x^,  •••)^m» 
und  addirt  die  m  Gleichungen  zur  Gleichung  (5.),  so  folgt 

(7.)  ^  =  |;.C.^S5LVs.Afl+^(XWV?W), 

y^{x)  0         (x-xjy<f{x)       0     S/fia:)      öa; 

WO 

.9(0 


Cu     = 


'^^^^\t-x,r' 


(8-)       \  -    -vrvv  -x^   yrvj-^t-x^y 


"       •  Lv?(o4  V?(Ö"V,^)-.    U?(0^  V^CO^i' 

t 

te)  =.  y  [  f'(0  C      ^^ 1        -f-^(^  r__j^L_i . 

■  Lv/^4  (<-^)V=p(ol  ,  w    LV^TÖ-^  (<-^)V?(OJi 


Ist  a;^  eine  der  Wurzeln  der  Gleichung  cp(<)  =  0,  so  ist  C^  —  0.  Betrachten 
wir  daher  nur  solche  rationale  Functionen  g{x)^  die  nur  für  die  Wurzeln 
ttjja^,  ...,a^  dieser  Gleichung  unendlich  werden,  so  verwandelt  sich  die  Glei- 
chung (7.)  in: 
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wo  in  (8.)  statt  a\,  a\,  ...,  x^^^  Wurzeln  der  Gleichung  cp(i)  =  o  zu  setzen  sind. 
Es  ist  zu  ersehen,  dass  die  Grössen  C^,  Ä^  und  die  Coefficienten  von  X(x) 
in  Gleichung  (8.)  sich  rational  aus  den  Coefficienten  von  cp(a;)  und  den  Con- 
stanten in  g(x)  zusammensetzen. 

10. 
Zu  dieser  Reduction  ist  für  unseren  Gebrauch  noch  der  Nachweis  hinzu- 
zufügen, dass  in  der  Gleichung  (7.)  voriger  Nummer  die  Coefficienten  C^  und 
^     einzeln    verschwinden    müssen,    wenn     f  ^      der   Differentialquotient    einer 

_      V'?{.r)  ^ 

rationalen  Function  von  x  und  V'fW  sein  soll. 

Sind   x^,  x^,  . . .,  x^    die    von   a^,«^,  ...,a^    verschiedenen    Werthe,    für  [io6 
welche  g{x)  unendlich  wird,  und  setzt  man 

{x  —  z^){x  —  x^)...{x  —  x^)  =  X[{x) 
und 


^  MSI  =  |M,      2>„.»  =  Gix), 

•T     (x  — iCd)  n(a;)  o 

so  müsste,  wenn  ,  der  Differentialquotient  einer  rationalen  Function  von 
X  und  Vt(^)  sein  soll, 

sein,  was  sich  ähnlich  wie  in  No.  8  ergiebt;  hieraus  aber  folgt: 

wenn  die  Ableitungen  durch  Accente  bezeichnet  werden.  —  Da  nun  Z{x) 
und  G{x)  ganze  rationale  Functionen  sind,  so  kann  die  linke  Seite,  folglich 
auch  die  rechte  Seite  der  Gleichung  (I.)  für  keinen  endlichen  Werth  von  x 
mehr  als  von  der  ersten  Ordnung  unendlich  werden.  Hieraus  ergiebt  sich 
aber,  dass  Q{x)  nur  für  die  Wurzeln  der  Gleichung  cp(a:)  =  0  unendlich 
werden  kann,  dass  demnach  Z{x)-{-U.{x)G(x)^    folglich  Z{x)  durch  W{x)  theil- 

Fnohs,  mathem.  Werke.    I«  33 


258  DIE  PERIODICITÄTSMODULN  DER  HYPERELLIPTISCHEN  INTEGRALE. 

bar  ist;  dieses  erfordert  aber,  dass  Z{it)  identisch  verschwindet,  d.  h. 

c,  =  c,  =  ...  =  C,  =  0. 

Die   Gleichung  (1.)  geht  daher  über  in: 
(2.)  G  (x)  =  Q'{x)  9  (x)  +  I  Ö (x)  ^'{x). 

Es  ergiebt  sich  leicht,  dass  Q{x)  für  keinen  endlichen  Werth  unendlich  werden 
kann,  ohne  dass  auch  für  denselben  Werth  die  rechte  Seite  der  Gleichung  (2.) 
unendlich  wird,  dass  also  Q(jc)  eine  ganze  rationale  Function  ist.  Bezeichnet 
man  den  Grad  derselben  mit  ji,  so  ist  der  Grad  der  rechten  Seite  der  Glei- 
chung (2.)  gleich  fi  +  n—l,  da  die  Summe  der  Coefficienten  der  höchsten  Po- 
tenzen in  den  beiden  Summanden  derselben  nicht  Null  sein  kann.  Nun  ist 
aber  der  Grad  von  G{x}  der  Voraussetzung  nach  der  {n  —  2)^,  daher  erfordert 
die  Gleichung  (2.),  dass  Q{x),  also  auch  G(pr)  identisch  verschwinde,  d.  h. 

3\q   —   stj   —   3tj   —   '  •  •    —    "n— 2   —   ^' 

107]  11. 

Es  sei  wieder,  wie  in  No.  2  —  8, 

\J'-o{x,  u) 

wo  f{x)  eine  beliebige  ganze  rationale  Function  von  x  und  u  bedeutet,  so  ist 
auf  y  und  jede  partielle  Ableitung  von  y  nach  u  die  Gleichung  (9.)  in  No.  9 
anwendbar.     Man  hat  demnach  für  jeden  Werth  von  q 

wo 

_  "  rö>  r*    A,dt  1  \d^  r   A,dt  i 

t 

t 
unter   «   die    Function   — ---^ —   verstanden.     Die    Grössen  ^„.    und    die   Coefti- 
cienten    von   X^(a:)    sind    rational    aus    den  Coefficienten    von   /"(.r)  und  cp(;r,  ?/) 
zusammengesetzt,  also  rationale  Functionen  von  u. 
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Es   seien   ß^-ii  ^n-^i  •  • -i  ^ii  ^o   unbestimmte    Grössen,    und    bilden    wir   die 
Function 

so  ergiebt  die  Gleichung  (1.) 


(3.)  Y=  2.77-4=^+ ö^[^'"'WV?(^.")], 


wo 

K   =    ßn-^  S»-.,6  +  ßn-2  K-..b  +  ' ' '  +  ßo  Ki, 


(4.) 


Soll  Y  der  Differentialquotient  einer  rationalen  Function  von  x  und  s  sein, 
so  hat  man  nach  voriger  Nummer  n  —  1  Gleichungen  zu  erfüllen,  nämlich 

(5.)  &["'  =  0,     Sf  =  0,     .  .  .,     &'^l,  =  0. 

Im  Allgemeinen,  wenn  nicht  die  Coefficienten  von  f{x)  und  '■^{x,u)  besonderen 
Bedingungen  unterworfen  sind,  werden  sich  aus  diesem  Systeme  von  Glei- 
chungen bestimmte  Werthe  der  Verhältnisse  der  Grössen  ß^_^,  ß^_^,  ...,  ß^,  ß^  [loS 
ergeben.  Hieraus  ergiebt  sich  nicht  nur,  dass  die  Ordnung  p  der  Differential- 
gleichung (3.)  in  No.  8,  welcher  sämmtliche  Periodicitätsmoduln  genügen,  im 
Allgemeinen  gleich  n  —  1  ist,  diese  Differentialgleichung  also  im  Allgemeinen 
die  Form: 

(6.)  fc-,i=J  +  A-.^  +  -  +  Ai  =  o 

hat,  sondern  die  Gleichungen  (5.)  können  auch  zur  Bestimmung  der  Coeffi- 
cienten derselben  dienen.  Im  Allgemeinen  sind  also  alle  n  —  l  Periodicitäts- 
moduln linear  unabhängig,  d.  h.  im  Allgemeinen  findet  keine  Gleichung  der 
Gestalt : 

mit  von  u  unabhängigen  Coefficienten  c  in  einem  endlichen  Theile  der  u- 
Ebene  statt. 

Für  einen  geradzahligen  Werth  von  n  ist  bekanntlich 

(7.)  -ru--ri,  +  ri,-r,,  +  ---  +  r,„_^   =:   Suis, 

WO   s    den  Coefficienten    von    —   in    der   Entwickelung    von    1/   nach    fallenden 

33* 
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Potenzen  von  x  bedeutet  (siehe  Puiseux  in  Liouville's  Journal  de  Mathe- 
matiques  t.  XV  und  XVI,  §  47  und  51).  Die  Differentialgleichung  (6.)  hat 
also  in  diesem  Falle  ein  Integral  s,  welches  eine  algebraische  Function  von 
u  ist.  —  Ist  e  von  u  unabhängig,  so  muss  ß„  =  Q  sich  ergeben.  —  Ist  e  =  0, 
so  muss  sich  die  Ordnung  der  Differentialgleichung  (6.)  um  eine  Einheit  er- 
niedrigen; setzt  man  in  diesem  Falle  in  den  Gleichungen  (5.)  ß^_^  =  0,  so 
müssen  die  n  —  l  Gleichungen  zwischen  den  n  —  1  Unbekannten  ß^_^,  ß„_3^  ■•■■,  ß„ 
mit  einander  verträglich  bleiben. 

Wenn  überhaupt  zwischen  den  Coefficienten  von  f{x)  und  ^(x^u)  der- 
artige besondere  Relationen  stattfinden ,  dass  man  ß^_^  =  ß^_^  =  ...  =  ß^_^  =  o 
in  den  Gleichungen  (5.)  annehmen  darf,  ohne  dass  die  n  —  l  Gleichungen  mit 
einander  unverträglich  werden,  sondern  vielmehr  alsdann  p  von  ihnen  die 
Verhältnisse  der  Grössen  ß  ,  ß^_^,  ■■■ißo  bestimmen,  so  dass  ß^  von  Null  ver- 
schieden, und  die  übrigen  n—p  —  \  Gleichungen  eine  Folge  dieser  p  werden, 
so  wird  die  Differentialgleichung,  welcher  sämmtliche  Periodicitätsmoduln  ge- 
nügen, genau  der  p^""  Ordnung,  nämlich: 

(8-)  ^^^  +  '^.-'^-  +  -  +  ^o^'  =  0- 

109]  Es  sind  alsdann  p  der  Periodicitätsmoduln  linear  unabhängig,  während 
die   übrigen   sich    als   lineare    homogene  Functionen    derselben   mit  von  u  nu- 


ll. 

Es  sei  die  Differentialgleichung  niedrigster  Ordnung,  welcher  sämmtliche 
Periodicitätsmoduln  genügen, 

(1.)  ^pS-  +  ^.-^4^  +  -  +  ^o.  =  0, 

so  sind  die  Grössen  -^|^,  -0—,  •••,  -ff  rationale  Functionen  von  ?<,  da  die  Co- 

Pp        pp  Pp 

efficieuten  der  Gleichungen  (5.)  in  No.  11  sich  rational   aus   den  Coefficienten 

von  f(x)  und  cp(a;,2<)  zusammensetzen. 

Die  singulären  Punkte  der  Differentialgleichung  ( 1 .)  oder  diejenigen  Punkte, 

für  welche  eine  oder  mehrere  der  Grössen  -^^,  —^1  •••)  -^  unendlich  werden, 

Pp        Pp  Pp 

zerfallen  in  wesentliche  und  ausserwesentliche  (A.  B.  68,  No.  8).    Die  ersteren 
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sind  die  Verzweigungspunkte  der  Fläche  S,  die  letzteren  hangen  von  der  Be- 
schaffenheit der  Function  f\a')  ab.  Dieses  ergiebt  sich  daraus,  dass  die  In- 
tegrale der  Differentialgleichung  (1.)  überall  ausser  in  den  Verzweigungspunkten 
der  Fläche  -S  eindeutig,  endlich  und  continuirlich  sind  (nach  No.  3). 

Da  aber  nach  No.  6  die  Integrale  in  einem  Verzweigungspunkte  b  der 
Fläche  (S  und  im  Unendlichen  nur  so  unstetig  werden,  dass  sie  resp.  mit  be- 
stimmten Potenzen  von  zi  —  b  und  von  u  multiplicirt  nicht  mehr  unendlich 
sind,  so  ergiebt  sich  (A.  B.  66,  No.  4  und  B.  68,  No.  3),  wenn  man  die  sämmt- 
lichen  singulären  Punkte  mit  a^,  a,,  ...,  cc    bezeichnet  und 

tj;  =  (M_aJ(?<_«J...(,(_a^) 
setzt : 


(2.) 


<!'■■ 


wo  mit  F^{u)   eine    ganze   rationale  Function  von  u,   höchstens   vom  Grade  o 
bezeichnet  wird. 

13. 
Nach  der  vorigen  Nummer  hat  die  Differentialgleichung,  welcher  sämmt- 
liche  Periodicitätsmoduln  genügen,   wenn  sie  von  der  Ordnung  p  ist,  die  Ge- 
stalt : 

Die    determinirende  Fundamentalgleichung    derselben  (A.  B.  68,  No.  4)  in  [no 
Bezug  auf  einen  der  wesentlich  singulären  Punkte  «  ist,  wenn  man 


setzt; 

(2.) 


^a„-.,(«)-^^^   =    PM 


>-(r-l)(r-2). ..(>•-_?)  +  !) 
+  P^{a)r{y-l)...{r-p  +  2)  +  P^(cc)r{r-l)...{r-2}  +  S)  +  ---  +  Ppia)  =  0. 


Theilt  man  die  Wurzeln  dieser  Gleichung  in  Gruppen,  derart  dass  in  jeder 
Gruppe  [R)  nur  solche  sich  befinden,  deren  Differenz  eine  ganze  Zahl  oder 
Null  ist,  und  ist  r  diejenige  Wurzel  einer  solchen  Gruppe,  deren  reeller 
Theil  nicht  von   dem  reellen  Theile    einer   anderen  Wurzel  derselben  Gruppe 
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übertrofFen  wird,  so  giebt  es  ein  Integral  der  Differentialgleichung  (1.)  der 
Form 

(3.)  •  V  =  {u-ayy{u), 

wo  /(«)  in  der  Umgebung  von  k  eindeutig,  endlich  und  continuirlich  und  in 
«  von  Null  verschieden  ist  (A.  B.  66,  No.  4  und  5,  B.  68,  No.  4  Satz  IV.). 

Es    seien    t]  ,  yj^,  .. .,  tj     die   linear    unabhängigen   Periodicitätsmoduln,    so 
bilden    sie    ein   Fundamentalsystem    der   Differentialgleichung    (1.);    man    kann 
also  p  Constanten  f,,  c^,  . . .,  c^  so  bestimmen,  dass 
(4.)  «^  =  c.rj, +  CjYi2+---  +  Cp7)j,. 

Nach  einer  gewissen  Anzahl  s  von  Umläufen  von  u  um  «  kehren  die  sämmt- 
lichen  Werthe  «,,  «j,  •  ••,  «„  in  sich  selbst  zurück.  Bezeichnen  wir  die  zur 
Darstellung  von  Sj(f{x,n)  dienende  Fläche  für  einen  bestimmten  Werth  von  u 
in  der  Umgebung  von  a  mit  T"",  so  wird  jedenfalls  die  Form  der  nach  t  =  2s 
Umdrehungen  entstandenen  Fläche  (nach  No.  1  und  5)  mit  T""  identisch  sein. 
Der  Definition  der  Periodicitätsmoduln  als  Functionen  von  zt  (in  No.  2)  ge- 
mäss werden  alsdann  \,\,---,~flp  nach  2t  Umdrehungen  von  u  um  a  um  das 
Doppelte  des  Zuwachses  derselben  nach  t  Umdrehungen  vermehrt.  Es  möge 
Y)j  nach  t  Umdrehungen  in  vj'^  übergehen,  so  geht  7j„  nach  2t  Umdi-ehungen 
in   ■']^  +  2(y]'„— 7]J  =  2yj^— Y]^    über.     Bezeichnet    man   e^'"'^*   mit   |,    so    ist   nach 

(3.)  und  (4.) 

!p        ^  p 

P  P  ,    P 

11  1 

Aus  diesen  Gleichungen  folgt 

|''-2|'+  1   =  0, 

d.  h.  l'  =  ],  oder  rt  eine  reale  ganze  Zahl. 

iii]    Hieraus    ergiebt   sich,    dass    die  sämmtlichen  Wurzeln  der  Gleichung  (2.) 

rationale  Zahlen  sind. 

Die  determinirende  Fundamentalgleichung  in  Bezug  auf  den  singulären 
Punkt  a  ist  der  in  (A.  B.  66,  No.  3  Gl.  (6.))  detinirten  Fundamentalgleichung 
vom  y*"  Grade    zugeordnet,    derart,    dass    die   mit  2Tzi  multiplicirten  Wurzeln 
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der  ersteren  die  Logarithmen  der  Wurzeln  der  letzteren  bilden  (A.  B.  68, 
No.  4).  Hieraus  ergiebt  sich,  dass  die  Wurzeln  der  zum  singulären  Punkt  a 
gehörigen  Fundamentalgleichung  (A.  B.  66,  No.  3  Gl.  (6.))  sämmtlich  Wurzeln 
der    Einheit  sind. 

14. 

Die  Form  der  Integrale  der  Differentialgleichung  (1.)  in  voriger  Nummer, 
in  der  Umgebung  eines  wesentlich  singulären  Punktes  «  haben  wir  (vergl.  A. 
B.  66,  No.  3,  B.  68,  No.  4  Satz  IV.)  folgendermassen  festgestellt.  Ist  r  die- 
jenige Wurzel  der  Gleichung  (2.)  der  vorigen  Nummer,  deren  reeller  Theil 
nicht  von  dem  reellen  Theile  einer  anderen  Wurzel,  die  sich  mit  ihr  in  ein 
und  derselben  Gruppe  {R)  befindet,  übertroffen  wii-d,  und  nimmt  man  an, 
dass  diese  Gruppe  überhaupt  k  Wurzeln  enthält,  so  giebt  es  eine  zugeordnete 
Gruppe  von  A  Integralen,  von  der  Beschaffenheit: 

(1-)  v^  =  («-«/Sb?»»  [log  ("-«)]    ', 

a  =  1,  2,  ...,  A,  wo  cp^j,  cp  2,  . . .,  'f^  in  der  Umgebung  von  «  eindeutige,  end- 
liche und  continuirliche  Functionen  von  u  sind,  die  nicht  sämmtlich  für  m  =  « 
verschwinden. 

Zwischen  diesen  Integralen  findet  die  Beziehung  statt: 

wo  w^j ,  w^^ ,  . . . ,  w^  ^_j  Constanten ,  und  f{ii)'  den  Werth  der  Function  f{ii)  nach 
einem  Umlaufe  von  u  um  «  darstellt. 

Die  Gesammtheit  der  den  verschiedenen  Wui-zelgruppen  {R)  zugehörigen 
Integralgruppen  v  bildet  ein  Fundamentalsystem. 

Bezeichnet  man  dieses  Fundamentalsystem  mit  v^,v^^  ...,v^,  so  lässt  sich 
jeder  Periodicitätsmodul  yj^  auf  die  Gestalt  bringen: 

(3.)  r,„  =  c,  v^  +  c,„v,  +  ---  +  c„p  Vp , 

WO  die  Grössen  c  von  u  unabhängig  sind. 

Nach  einem  Umlaufe  von  tc  um  «  verwandelt  sich   die  Gleichung  (3.)  in 

(4.)  ri',  =  c,.  v[+c„v'^+---  +  c,p  v'p. 
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112]  An  die  Stelle  von  r'^^  lässt  sich  (vergl.  No.  5  und  11)  eine  lineare  homo- 
gene Function  mit  constanten  Coefticienten  der  Grössen  yj^,  tj^,  ...,  -/j^  und  folg- 
lich auch  der  Grössen  i',,  iJ,,  •  ■  •,  v^  setzen.  Andererseits  lassen  sich  v[,v[^  •  •  •,  ^p 
mit  Hülfe  der  Gleichung  (2.)  ebenfalls  als  lineare  homogene  Functionen  mit 
constanten  Coefficienten  der  Grössen  v^^v^,  ■■■i'^p  darstellen.  Die  Vergleichung 
der  Coefficienten  resp.  von  v^,  u^,  . . .,  v  auf  beiden  Seiten  der  so  umgewandelten 
Gleichungen  (4.)  liefert  j)^  lineare  homogene  Gleichungen  für  die  p^  unbe- 
kannten Grössen  c„^,  c^^,  ...,  c^^. 

Sind  daher  die  Integrale  v  bestimmt,  wodurch  die  Grössen  w^^  ebenfalls 
bestimmt  sind,  so  ist  im  Allgemeinen  die  Darstellung  jedes  Periodicitätsmoduls 
durch  Vj,-«^,  ...,«  durch  die  Gleichung  (3.)  bis  auf  eine  Constante  gegeben. 
Die  letztere  wird  mit  Hülfe  des  Werthes,  den  tj^  oder  -/)^  mit  einer  bestimmten 
Potenz  von  u  —  a  multiplicirt  für  u  ^=  a  annimmt,  bestimmt. 

Ein  ähnliches  Verfahren  gilt  für  die  Bestimmung  der  Form  der  Perio- 
dicitätsmoduln  in  der  Umgebung  von  u  =  00.  Man  hat  zu  dem  Ende  (vergl. 
A.  B.  66,  No.  3)  in  der  Differentialgleichung  (1.)  der  vorigen  Nummer  «^  =  y 
zu  setzen  und  die  Integrale  in  der  Umgebung  von  t  =  i)  in  Betracht  zu  ziehen. 

15. 

Die  wirkliche  Bestimmung  der  Coefficienten  der  Differentialgleichung, 
welcher  die  Periodicitätsmoduln  genügen,  mit  Hülfe  der  Gleichungen  (5.)  in 
No.  1 1  wird  jedoch  meistentheils  umständlicher  sein  als  ein  directes  Verfahren, 
welches  sich  unmittelbar  an  die  Gleichung  (6.)  in  No.  8  anschliesst. 

Es  werden  nämlich  n  Grössen  ^„_,, /3^_,,  ■■•■,ß„  bestimmt,  derart  dass  die 
Gleichung 

WO  F{oc)  eine  ebenfalls  noch  unbekannte  rationale  Function  von  x  bedeutet, 
befriedigt  wird.  Es  sei  ß^  die  erste  der  Grössen  ß„_^,  ß„_^,  ■  ■  ■,  ß^,,  von  ß^_^ 
an  gerechnet,  welche  dieser  Bestimmung  gemäss  nicht  Null  sein  darf,  so  ist 
die  Ordnung  der  Differentialgleichung,  welcher  die  Periodicitätsmoduln  genügen, 
genau  gleich  p,  und  diese  Differentialgleichung  lautet: 
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Zur  wirklichen  Bestimmung  der  Grössen  ß  werden  die  Differentiationen  von 
y  nach  u  in  Gleichung  (1.)  ausgeführt,  dadurch  nimmt  die  linke  Seite  [113 
derselben  die  Gestalt 

an,  wo  G(x)  eine  ganze  rationale  Function  von  x  im  Allgemeinen  vom  Grade 
m  +  {n  —  l)n  bedeutet,  in  welcher  die  Grössen  ß  ^,  ß  ^^,  •■-,  ß„  linear  enthalten 
sind  und  m  der  Grad  von  f{x)  ist.  —  Die  rationale  Function  F{x)  kann  nur 
für  die  Wurzeln  der  Gleichung  cp(a;,2<)=  0  unendlich  werden.      Es  sei  daher 

9(a;,M)'' 
so  ergiebt  sich: 

(3.)  G{x)  =  -±^'?{x,u) 2 ^fc-^'-(^)- 

Es  ist  r{x)  eine  ganze  rationale  Function,  im  Allgemeinen  vom  Grade 
m  +  {n  —  \y;  dieses  ergiebt  sich  ähnlich  wie  in  No.  10.  —  Die  Vergleichung 
gleich  hoher  Potenzen  von  x  auf  beiden  Seiten  der  Gleichung  (3.)  liefert 
m  +  n{n  —  i)  +  i  lineare  homogene  Gleichungen  ersten  Grades  zur  Bestimmung 
der  Verhältnisse  der  n  Grössen  ß  und  der  m  +  (w  —  1 )"  + 1  Coefiicienten  von  r  (x). 

16. 
Es    werde   jetzt    der    besondere    Fall   betrachtet,    dass   f(x)   von   u   unab- 
hängig und 

f(x,u)  =  Ä„{x-Jc,){x-]c,)...{x-h„_,){x-u)  =  <\i(x){x-u), 

wo  A^  und  Ä-j ,  itj ,  . . . ,  \_^  von  u  unabhängig  sind. 
Es  ist  alsdann 

(1.)  ^   =    'a(^-w)         ^     ^{^)     V(^), 


WO 


Setzt  man  daher 


1.3. 5. ..(20-1) 


Fücbs,  mathem.  Werke.    I.  34 
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SO   ist 

(3.)     G(x)  =  ß^-,o,.,  +  ß„.,o„_,{x-ti)  +  ß„_,o„_,{x-ii)''  +  ■■■  +  ß^{x-uy-\ 
Nun  soll  (siehe  Gl.  (1.)  vor.  No.) 

(4.)  G{x)ix-u)-'^^{xr'f{x)  =  -^[Fix)\f^(^)] 

114J  sein.     Setzt  man 

F{x)  =  r(a;)  («-«)-"—', 

so  geht  die  rechte  Seite  über  in: 

2W-1 

(x-u)       '    ^(xy  '\r'(x)<f{x,u)  +  \r{x)[(x-u)'^'{x)-{2n-3)':^ix)]\, 
WO 

daher  ist 

(5.)  G (x)  fix)  =  r'{x)  (p {x ,  u)  +  \r{x) [{x - u) '^'{x)  -  (2 w -  3)  'J- {x)]. 

Der  Grad  ft    der   ganzen   rationalen    Function   r{x)    wird   folgendermassen    er- 
mittelt.    Wir  setzen: 

rix)  =  i?„x''+i?,a;''-'  +  ---  +  7?„, 

ix-u)'>^'ix)-i2n-3)'!^ix)  =  B,x''-'  +  B,x''-'  +  ---  +  B„_„ 

so  erhält  man 

Gix)fix)  ="ji,C,x"^^-% 
1 

wo  für  a  <  ft  und  a  <:  n 

(6.)  C,    =    Sb!(l^-6)i?,A-,-:  +  l^a-b_.-Rt}- 

0 

Da 

B,  =  -(n-2)A„ 
so  ist 

n  —  2 


(7.)  C,  =  B.AJfi 


2 


und  der  Coefficient  von  R^_^  in  C^  gleich 

(8.)  [^_^_a  +  l]A. 
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Ist  n  ungerade,  so  ist  C^  stets  von  Null  verschieden;  man  darf  also  (t 
nicht  giösser  als  m  wählen.  Da  aber  zur  Bestimmung  der  Grössen  ß  und 
der  Coefficienten  von  r{x)  die  durch  Vergleichung  gleich  hoher  Potenzen  von 
X  auf  beiden  Seiten  der  Gleichung  (5.)  herzustellenden  m  +  n  Gleichungen  zu 
erfüllen  sind,  so  darf  auch  im  Allgemeinen  n  nicht  kleiner  als  m  gewählt 
werden. 

Ist  n  gerade,  so  sind  folgende  Fälle  zu  unterscheiden: 

1)  m>  "7^7  ^^  muss  im  Allgemeinen  fi  =  m  angenommen  werden. 

2)  m  =  ^ —  Es  ist  wieder  ju.  ^  m  zu  nehmen.  Allein  aus  Glei-  [115 
chung  (7.)  folgt  alsdann,  dass  die  rechte  Seite  der  Gleichung  (5.)  vom  Grade 
wi  +  w— 2,  dass  also  nach  Gleichung  (3.)  ß^  =  0.  Es  bleiben  alsdann  noch 
m  +  n  —  l  Gleichungen  für  die  «  —  1  Grössen  ß^_^,  ß^_^,  ...,  ß^  und  die  m  +  1 
Coefficienten  JS„ ,  -R^ ,  . . . ,  R^. 

3)  ?re  <  "7"  ■  Man  nehme  fi  =  ^ —  Es  ist  alsdann  C,  =  0  (Gl.  (7.)). 
Bezeichnet  man  (i  —  m  mit  d,  so  sind  in  den  Gleichungen 

(9.)  C,  =  0,     C3  =  0,     ...,     Q  =  0 

nach  (8.)  die  Coefficienten  von  R^,  R^,  ...,  Rg_^  resp.  —A^,  —2A^,  ...,  —{ö  —  l)A^ 
von  Null  verschieden,  daher  geben  die  Gleichungen  (9.)  die  Grössen 
R^,  R^,  . . . ,  R^_^  durch  -R^,  ausgedrückt.  Es  bleibt  auf  der  rechten  Seite  der 
Gleichung  (5.)  noch  ein  Ausdruck  des  (w  +  m  — 1)*°°  Grades,  und  es  sind 
noch  m  +  n  Gleichungen  zwischen  den  «  Grössen  ß  und  den  m  +  2  Grössen 
R^,  R^,  J?j^,,  . . .,  jR  zu  erfüllen.  Man  kann  daher  noch  eine  Gleichung  hinzu- 
fügen, welche  ausdrückt,  dass  der  Ausdruck  auf  der  rechten  Seite  der  Glei- 
chung (5.)  durch  x  —  u  theilbar  ist,  nämlich 

(10.)  riu)  =  0, 

woraus  sich  ergiebt: 

/S^_j  =  0,  d.  h.  in  diesem  Falle  ist  die  Diiferentialgieichung ,  welcher  die 
Periodicitätsmoduln  genügen,  nicht  höherer  als  (w  — 2)*"  Ordnung. 

Die  wirkliche  Bestimmung  der  Grössen  ß  aus  der  Gleichung  (5.)  wird 
am  zweckmässigsten  folgendermassen  ausgeführt.  Die  Coefficienten  von  r{x) 
werden  so  bestimmt,  dass  die  rechte  Seite  der  Gleichung  (5.)  durch  f{x),  und 
im  Falle  eines  geradzahligen  n ,  und  zugleich  m  <  -^^ ,  ausserdem  durch  x  —  u 

34* 
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theilbar  sei.   —  Setzt  man  alsdann  die  ganze  rationale  Function  von  x 

r\x}  y  (X ,  n)  +  |  r  (x)  [{x  -  u)  ^Xx)  -  (2  w  -  3)  4^  (x)]   _ 
(11.;  f^^  -  i'W, 

so  ergiebt  sich  aus  den  Gleiclmngen  (3.)  und  (5.) 

(12.)  1 . 2 . 3  . . .  (i  - 1) .  a„_,  /3„_..  =  U''-"{u) 

für  i  =  l,  2,  . . .,  ?i,  wo  U"~"{x)  die  (i  — 1)'"  Ableitung  von  Vi{x)  nach  x  und 
n""(a;)  die  Function  n(a:-)  selber  bezeichnet. 

116]  17. 

Es    sei  k   eine    der  Grössen  ^',,  ^'j,  •  •  •,  ^„_,    der   vorigen  Nummer  und  f{x) 
durch  (x  —  kf  theilbar,  so  folgt  aus  Gleichung  (5.)  voriger  Nummer,  dass 

\    R{x)  =  r'(x)  c?  (X ,  m)  +  }  r  (x)  [{x  -  u)  'J^\x)  -  (2 ,1  -  3)  ^  (x)] 
l  =  r'{x)<f{x,u)  +  r{x)[^<f'{x,u)-{7i-l)'^{x)] 

den  Factor  (x  —  k)^  enthält,  dass  also  die  Gleichungen 

(2.)  R{h)  =  0,     R'{]c)  =  0,     .  .  .,     R'-"{1-)  =  0, 

wo  die  Ableitungen  nach  x  durch  obere  Accente  bezeichnet  sind,  erfüllt  werden 
müssen.     Aus  den  Gleichungen  (1.)  und  (2.)  folgt  aber  successive: 

(3.)  r{k)  =  0,     r'{k)  =  0,     ...,     r'>-"{k)  =  0. 

Es  ist  also  r{x)  gleichzeitig  mit  f{x)  durch  (x  —  k)    theilbar. 
Es  sei  nunmehr 

(4.)  fix)  =  f^(x)xix), 

wo  i{x)  nur  aus  Potenzen  von  Factoren  von  (|;(a')  zusammengesetzt  ist,  f^{x) 
aber  keinen  solchen  Factor  enthält,  so  ist  r{x)  durch  ^(a;)  theilbar.  Setzt 
man  aber 

(5.)  r(x)  =  q{x)x{x), 

so  verwandelt  sich  die  Function  W{x)  der  vorigen  Nummer  in 

q\x)  cp  {x,  u)  +  Q [x)  r^  ogX(^)  <p  (^^  „)  +  1  ^'(a;^ ,,)  _  („  _  1)  ^ (a;)l 

(6.)  nw  = -^^—m — -■ 


DIE  PERIODICITÄTSMODULN  DER  HYPERELLIPTISCHEN  INTEGRALE.  269 

wobei  zu  bemerken,    dass  — ^|^^— icp(a;,  m)    eine    ganze   rationale    Function    von 
X  ist. 


Ist  insbesondere  f^(x)  =  1,  so  erhält  man  aus  Gleichung  (6.)  voriger 
Nummer 

(1.)      W{x)  =  p'(^)cp(^,M)  +  p(^)[AMi^cp(a;,M)  +  i-(p'(a;,M)-(n-l)^(a;)]. 

(A.)  Ist  11  eine  ungerade  Zahl,  so  folgt  aus  No.  16,  dass  q{x)  von  x  un- 
abhängig ist.  Ist  n  gerade  und  m  (der  Grad  von  j^ (a;))  >  ^~  ,  so  ist  p {x) 
wiederum  von  x  unabhängig.  In  beiden  Fällen  also  verwandelt  sich  die 
Gleichung  (1.)  in 

wo  p^  von  X  unabhängig. 

(B.)   Ist  n  gerade   und  m< — ^^  so  setze  man  nach  No.  16  [117 

()(a;)  =^  (x  —  tt)  Q^{x)    und 


(2-) 

'   U(x)  =  (x-ti)U^{x), 


wo 


(3.)      n.(x)  =  g[(x)'f{x,H)  +  Q,(x)^^^<pix,u)  +  ^^'{x,u)-{n~2)^x)^. 
Es  sei 


so  ist  für  a  <  n  und  a  <  v 

(5-)  Ca  =  Sb[}'a +(''-"  + 6 +  l)^]sa-6-.. 

0 

Insbesondere  ist  y^  =  m—  ^  ._,    M.,,,  also 

[jj 4  "I 
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In  unserem  Falle  geht  die  Gleichung  (5.)  in  No.  16,  wenn  man 

(7.)  G{x)  =  (x-u)G,{x) 

setzt,  in 

(8.)  G,ix)  =  n,{x) 

über.  Da  aber  G^{x)  vom  Grade  «  —  2,  so  darf  der  Grad  von  11^(3:)  nicht 
höher  als  n  —  2  sein,  demnach  muss  sein 

n  —  i         ^ 
V  +  m —  =  0 , 

oder  wenn  man  -^ m  gleich  d  setzt, 

(9.)  V  =  d-1. 

Nun  bestimme  man  die  Coefficienten  e  durch  folgende  Gleichungen 

(10.)  C,  =  0,     C^  =  0,     .  ..,     Cs  =  0. 

Da  in  diesen  Gleichungen  die  Coefficienten  von  s^,  e^,  . ..,  Sj_|  resp. 
-Ä„  -2Ä„  ...,  -{Ö-1)Ä, 

sind,  so  werden  durch  dieselben  £, ,  £j,  •••,Ej_,  homogen  durch  e^,  ausgedrückt, 
iis]  Es  wird  hierdurch  U^{x)  vom  Grade  n  —  2,  wie  es  sein  muss.  Die  Gleichung 
(8.)  ergiebt  alsdann 

(11.)  1 .  2  . 3  . . .  (i  -  2) .  a„_,.  ^„_,.  =  n'/-"  (m) 

für  i  =  2,  3,  ...,  n,  (siehe  Gl.  (12.)  No.  16),  da  /3„_,  verschwindet. 

19. 
Ist  z.  B.  n  ungerade    und    x(*)  ^  ^'    ^°   S^^*    ^^^  Gleichung  (la.)    voriger 
Nummer  über  in: 

(1.)  n  (X)    :-    p„  [|  f\x,  «)  -  (n  -  1)  ^  (X)]. 

Nun  ist 

r»w       N  d''f(x,u)  ,         .  nf"ij;(a;)  d''~'(I<(a;)  ,         ^  ,,,„,  ,  ,      ,(a-i)/  \ 

^    i^'"")  =        ex"        =  (^-M)-^|^  +  a-^^a-.      =  (a;-H)r'(^)  +  "r  "(^)> 

demnach 

(2.)  n'-"(«)  =  '-^" +  %<-'(»)  Po, 
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also,  wenn  man  setzt: 

i-2n  +  2  _ 

^    -'  2a„_,..1.2...(i-l)    ~  ^»-■' 

nach  Gleichung  (12.)  No.  16 

(4.)  ßn-i    =    ^n-i'/-"i^)9o- 

Für  das  elliptische  Integral  ist  n  gleich  3  zu  setzen  und 

(5.)  '!^{x)  =  x{x-l). 

Aus  Gleichung  (4.)  folgt 

(6.)  ß,^  -2u(u-1)q„     j3.  =  -2(2m-1)p„,     ß^  =  -±^^. 

Daher  ist  die  Differentialgleichung,   welcher  die  Periodicitätsmoduln  genügen: 

(7.)  2u{u-l)^+2i2u-l)^  +  jr,  =  0. 

Setzt  man  ti  =  — ^  und  t)  =  zC,  so  verwandelt  sich  die  Gleichimg  (7.)  in  die 
von  Legendre  gefundene  Differentialgleichung: 

(7a.)  v.(l-x')|^^  +  (l-3x^)|^-y.C  =  0. 

Für  die  hyperelliptischen  IntegTale  erster  Gattung  ist  n  =  5,  und 

(8.)  H«)  =  x{l-x){l-Xlx){l-(i''x). 

Aus  Gleichung  (4.)  ergiebt  sich 

Daher  ist  die  Differentialgleichung  der  Periodicitätsmoduln:  [119 

(10.)  ««)|i+3f(,.)0+f  r(..)|^+lr(--)£H-Är(»),  = ». 

Transformirt  man  diese  Differentialgleichung  durch  die  Substitution  u  ^  -^, 
Y]  =  xC,  so  erhält  man  eine  Differentialgleichung  für  C,  die  mit  derjenigen 
übereinstimmt,  die  sich  als  Resultat  der  Elimination  ergeben  würde  eines 
Systems  von  vier  gleichzeitigen  Differentialgleichungen,  welches  mein  Freund 
Koenigsberger  in  den  Mathematischen  Annalen  von  Clebsch  ixnd  Neu- 
männ  Bd.  1,  Heft  2  veröffentlicht  hat. 
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20. 

Es  werden  jetzt  die  allgemeineren  Voraussetzungen  der  No.  16  wieder 
aufgenommen.  Die  Ordnung  der  DiflFerentialgleichung  der  Periodicitätsmoduln 
wird  niedriger  als  die  (w  — 1)'%  wenn  U{x)  durch  eine  Potenz  von  x  —  u  theil- 
bar  ist.   —  Es  sei  daher 

(1.)  U{x)  ^  {x-ufU,{x), 

wo  n  (x)  für  X  =^  u  nicht  mehr  verschwindet,  so  ist  auch 

(2.)  r{x)  =  {x-ufQ,(x), 

wo  Q  {x)  für  X  =^  u  nicht  mehr  verschwindet.  Dieses  ergiebt  sich  ähnlich  wie 
in  No.  17  für  eine  Potenz  von  x  —  k.  Es  ist  alsdann  nach  No.  16  Gl.  (11.) 
und  No.  17   Gl.  (1.) 

,o\  n  t^^  —   p;(^)y('^.  »)  +  PaWli  y'(^.  ii)-(n-?.-l)'\,ix)] 

Nach  Gl.  (12.)  in  No.  16  ist  daher 

(4.)  ßr.-^    =    ßn-.    =    ■■■    =    ßn-X    =    0, 

während  ß    ^      von  Null  verschieden  ist.     Setzen  wir  zur  Abkürzung 

»j  —  A  —  1  =  1), 
so  ist  die  Differentialgleichung  der  Periodicitätsmoduln: 

(5.)  ^^^  +  ^^_,_^  +  ...  +  ^„,  =.0, 

wo  nach  Gleichung  (12.)  in  No.  16 

1.2.3...(i  +  A).a,_./3,_,  =  n-»  =    (^^'^\+J-]]-^'^'^Uf(u)A.2.S... 

i2o]  also 

(6.)  1.2.3...i.Op_,^,_,  =  n<"(M)  (i  =  i,2,...,ß) 

und 

(6a.)  ß,o,  =  n,(«). 

Die    Grössen  ß    sind,  abgesehen    von   einem   gemeinsamen   Factor,   ganze 

rationale  Functionen   von  u,    demnach    sind    die  Quotienten   -|^,    g~' ,  ••  -,  g^ 
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nur  für  diejenigen  Werthe  von  u  unendlich,  für  welche  ß^  verschwindet,  d.  h. 
die  singulären  Punkte  der  Differentialgleichung  (5.)  sind  s am mtlich  Wurzeln 
der  Gleichvmg  i\{u)  =  0.  Die  unter  ihnen  befindlichen  wesentlich  singulären 
Punkte  sind  k^,  k^,  ...,  /v„_^.     Aus  Gleichung  (6a.)  und  (3.)  folgt: 


(7.) 


°Jp- 


2n-2l-3   4<(m)p,(m) 
2  f{u) 


Ist  k  eine  der  Grössen  \i\y  •■■■,K-i  ^^'l  A^)  geii^u  durch  {x-k)"  theilbar, 
so  ist  (nach  No.  17)  r{x),  folglich  auch  q^{x)  genau  durch  {x-k^  theilbar. 
Im  Allgemeinen  wird  alsdann  ^^~-  für  u  =  k  nicht  mehr  verschwinden,  und, 
so  lange  dieses  stattfindet,  jeder  der  Ausdrücke  -^{u  —  k)  für  u  =  k 
nicht  unendlich  sein. 
Nun  ist: 


(8.) 

Es  ist 


(9.) 


o,,     n;(M)    _  _^p_  r2w-2A-5    p:(»)       2m-2A-4    Y{u)       fju)] 
«3.-,   n,(M)   ~    a"[2«-2A-3   p,(m)  ^  2W-2/1-3    <\,iii)       f{u) \ 


limÄ(„_i.) 


für   M  =  fc, 
und,  so  lange  yj^  für  u  =  k  nicht  verschwindet, 


PäC«) 


lim-^|-(M-^)  =  T    für   M 

P2(«) 

endlich 

lim4v^(«-^-)  =  1    für   u 


folglich  nach  Gleichung  (8.) 

2p  — 2-  — 2 


(10.)      lim-^— (M-/0  = 


2p  — 2t— 2 


2p -1 


=   p  —  T—  1. 


Da  ferner 


lim- 


—  {u  —  Jcf  =  0     für    M  =  Je, 


{i  =  l,2,...,p) 


so  ist  die  zum  singulären  Punkte  k  zugehörige  determinirende  Fundamental-  [121 
gleichung  (siehe  No.  13  Gl.  (2.)) 

r{r-l){r-2)...{r-p  +  l)  +  (p--c-1.)r{r-l)...{r-p  +  2)  =  0 

Fnohs,  mathem.  Werke.    I.  35 
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oder 

(11.)  r  {r  _  1)  (,•  -  2) . . .  {r-p  +  2)  (r  - 1)  =  0. 

Die  Wurzeln  derselben  sind  0,  1,  2,  ...,;j  — 2,  t,  und  bilden  demnach  eine 
einzige  Gruppe. 

Die  zu  derselben  (A.  B.  68,  No.  4  und  No.  7)  gehörige  Integralgruppe, 
welche  mit  v^,  v^,  . . .,  t',  bezeichnet  werden  möge,  bildet  ein  Fundamental- 
system der  Differentialgleichung  (5.).  In  No.  14  ist  gezeigt  worden,  wie  man 
die  Periodicitätsmoduln  durch  dasselbe  in  der  Umgebung  von  u  =  k  darstellen 
kann.  Ebenso  haben  wir  dort  angeführt,  wie  die  Darstellung  der  Periodicitäts- 
moduln in  der  Umgebung  von  ?r  =  oo  vorzunehmen  ist. 

21. 
Zum  Schluss  M'ollen  Avir  für  den  Fall  des  ellij^tischen  Integrals 

dx 


J  \lxi 


\/x(x—  l)(x  —  u) 

die  IntegTalgruppen,  welche  den  zu  den  verschiedenen  singulären  Punkten  ge- 
hörigen determinirenden  Fundamentalgleichvmgen  entsprechen,  und  die  Dar- 
stellung der  Periodicitätsmoduln  durch  dieselben  geben. 

Die  Differentialgleichung  der  Periodicitätsmoduln  ist  (Gl.  (7.)  No.  19) 

(1.)  2«(.-l)|^U2(2.-l)-£  +  l,  =  0. 

Die  beiden  singulären  Punkte  derselben,  die  zugleich  wesentlich  sind, 
sind  M  =  0  und  u  =  l. 

Für  beide  ist  die  determinirende  Fundamentalgleichung  (Gl.  (J  I.)  No.  20, 
wo  ^j  =:  w  — 1  =  2  und  T  ^  0  zu  setzen  ist) 

(2.)  r^  =  0. 

1)  Die  Darstellung  für  den  singulären  Punkt  u  ^=  0. 
Setzt  man  in  die  Differentialgleichung  (1.) 

so  ergiebt  sich  die  Relation: 

(3.)  (n  +  l)V,,.  =  (a+l)V„ 
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und  hieraus  (nach  A.  B.  66,  No.  5  oder  ß.  68,  No.  4  und  7)  das  Integral  [122 

Substituirt  man  in  die  Differentialgleichung  (1.) 

(5.)  7j  =  v,,fi:^du, 

so  ergiebt  sich 

(6.)  C„  =      ,    ^,,  ,    =  -  —  +  CG.iu), 

WO 

1 +<(«-!) 


GM 


in  der  Umgebung  von  «<  =  0  eindeutig,  endlich  und  continuirlich ,  also  in 
eine  Reihe  mit  ganzen  positiven  Potenzen  von  n  entwickelbar  ist. 

Aus    Gleichung   (5.)    und   (6.)    ergiebt    sich    das    particuläre    Integral    der 
Differentialgleichung  ( 1 .) 

(7.)  tv.  =  ^;0«)"o.-«'o.iog2<, 

wo 

E,{u)  =  4log2+  r  G,{ti)du 

gesetzt  ist,  also  eine  in  der  Umgebung  von  u  =  0  eindeutige,  endliche  und 
continuirliche  Function  darstellt.  Nach  A.  B.  66,  No.  2  bilden  v^^  und  v^^ 
ein  Fundamentalsystem  der  Differentialgleichung  (1.).   — 

Sind   unter   Beibehaltung    der  Bezeichnungen   der  No.  7    die    beiden    Pe- 
riodicitätsmoduln 

(8.)  r,^  =  (M,0),     Yi3  =  (0,1), 

so  setze  man  also  (vergl.  No.  14) 

^1   =   C.i^oi  +  C.^'^o,, 


\    ''(2   —   '^ii  ^01  +  ^22  ''oa  • 

Es  ist  alsdann  nach  Gleichung  (4.)  und  (7.) 

fh  =  (m,0)'  =  (c„-2-JC.,)w„,  +  c,,t;,,, 


(lOv 

'  yj;  =  (0 , 1)'  =  (c,,  -  2 r ;  .„)  V,,  +  C„  v,^ 


35* 
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Es  ist  aber  nach  Gleichung  (4.)  und  (4b.)  in  No.  7 


^^^•^  >   (0,1)'=  2(.(,0)  +  (0,l)  =  (2c,.  +  c„)tv  +  (2f,,  +  cji;„,. 

123]  Aus    den    Gleichungen   (10.)    und    (II.)    ergiebt    sich    durch   Vergleichung 
der  Coefficienten  von  v^^  und  v^^ 

c.  =  0,     c,,  =  -Xc,,. 
Demnach  ist 


"11  ■'Ol! 


(12.)  1 


Um  Cjj  und  c^^  zu  bestimmen,  erwäge  man,  dass 

dx 


(13.) 


Ac    Sjxix-l){x-u) 
_    /"» dx 

^     \jx{x  —  l){x  —  u) 


Durch  die  Substitution  x  =  um  erhält  man 

dm 


-/ 


/       \Jm{w-l){u<a-l)' 

also  für  M  =  0, 

—  r"     <^">      _  _ 

"^^   ~  jj      \/m{l-m)    ~" 

Da  nun  v^^  für  «*  =  0  gleich  Eins  wird,    so    ergiebt    die  erste  Gleichung  (12.) 

(14.)  c,,  =  -u. 

Ferner  ist 

^   /•'  dx ^  A  +  B 

X     Sjxix  —  l)(x  —  u) 


X     \Jx{x-l){x-u 
wo 

A=  r-^-^^^^^dx,   B,=.  r—^ 

J^     \/x{x  —  l){x  —  u)  Jq     \/x{u  —  x) 

Es  ist  aber 


2  

J5„  =  -^  log  [V«  -l  +  i]  +  i  log  M 
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und  für  m  =  0 

Äl  =  |log2. 

Es  ist  demnach  7]^^— ilog«<  für  2^  =  0  endlich  und  gleich  —  log2  +  Tr.  Setzt 
man  für  y]^  den  Werth  aus  der  ersten  Gleichung  (12.)  mit  Rücksicht  auf 
Gleichung  (7.)  und  (14.),  so  folgt 

Letzterer  Ausdruck  wird  für  w  =  0  gleich  c,^^  —  iH^[0)  —  c,^  — 4 «log 2.  Hier-  [124 
aus  folgt,  dass  c^^  =  t:,  so  dass  die  Gleichungen  (12.)  übergehen  in: 


(15.) 


r„   =  --n:w„„ 
r,,  —  T:v„,  —  iv^. 


2)  Die  Darstellung  für  den  singulären  Punkte  u  ==  l. 

Man  findet  auf  ähnliche  Weise  wie   im  vorigen  Falle  ein  Fundamental- 
system V.,,  V,,: 

|..  =  .4.(-.)f1::;e-.!n;>-)'. 

(   i',,  =  If,  (m)  «;„  +  ?;„  log  (m-1), 


(16.) 


H,{u)  -  -4log2+y  "    !     Y',  du 


1      —      Wj;    il 

(W-I)*'u' 


eine    in    der    Umgebung    von   «<  =  1    eindeutige,    endliche    und    continuirliche 
Function  ist.     Setzt  man 

(17-) 


SO  folgt  aus  den  Gleichungen  (16.),  dass  nach  einem  Umlaufe  um  u  =  l 

(18.) 
Andererseits  ist  nach  No.  7  Gleichung  (3.)  und  (3b.) 

(19.) 


^»  =  (0-1)'  =  {di^  +  2-!:id,Jv,,  +  d„v,^. 


{u,Oy  =  _(M,0)-2(0,  1)  =  -(  d,,+  2dJv,,-{  d,,+  2d„)v,„ 
(0,1)'=    2(«,0)  +  3(0,l)  =       {2d,,+  3d,,)v,,  +  (2d^,+  3djv,,. 
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Aus  den  Gleichungen  (18.)  und  (19.)  folgt: 


(20.) 
Es  ist  ferner 


\/x{x  —  l)  {x  —  u) 
wo 

A  =  r  ,  '"^"    ^->   ^.  =  r\   '"     . 

J^    S/x{x-l)ix-u)  J^    \/(x-l){x-u) 

Man  findet  aber 

B,  =3  tA-2  log  (V«  +  l)  +  log  (u  - 1) 

125]  und  für  21  =  1 

^^  =  -  2  log  2. 

Demnach  ist  vj^  —  log  (?« —  I )  für  ti  =  l  gleich  tcj  — 4log2.     Andererseits  ist 

r^.  -  log  {u  - 1)  =  <Z„  i',,  +  '/,.  i?.  (m)  ru  +  d,,  i\,  log  (m  - 1)  -  log  (u  - 1) ; 
es  folgt  mithin,  da  v^^  für  71  =  1  gleich  Eins  wird, 

(21.)  d,,  =  1, 

d^^  +  H^{l)  =  d^^-4log2  =  TC«-4log2,  also 

(22.)  (?„  =  T.i. 

Es  ist  also  nach  den  Gleichungen  (17.),  (20.),  (21.),  (22.) 


(23.) 

(    T,,  =  -2r.it\,-l\,. 

3)  Die  Darstellung  in  der  Umgebung  von  «<  =  00. 
Man  substituire  in  die  Differentialgleichung  (l.) 


1 

U    =    j, 

so  erhält  man 

(24.)  2e{l-ty^-2t^^  +  ^ri  =  0. 

Die  zu.  t  —  0  gehörige  determinirende  Fundamentalgleichung   ist: 

»■(/•- 1)+  ;  =  0 
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oder 

(25.)  {r--\y  =  0. 

Setzt  man  in  die  Differentialgleichung 

SO  ergiebt  sich 

Hieraus  ergiebt  sich  (A.  B.  66,  No.  5)  das  Integral  v^^  der  Differentialgleichung  (1 .) 

Substituirt  man  in  die  Differentialgleichung  (24.) 

wo  in  i"^j  in  Gleichung  (27.)  —  durch  t  ersetzt  ist,  so  findet  sich 

wo  C  von  t  unabhängig  ist.   —  Setzt  man  [126 

i7.(»)  =  -4.„g2+|'l±iil^«, 

SO  ist  H^{u)  eine  in  der  Umgebung  von  t  =^  0,  d.  h.  von  u  =  od  eindeutige, 
continuii-liche  und  endliche  Function,  und  es  ergiebt  sich  als  ein  zweites  par- 
ticuläres  Integral  der  Differentialgleichung  (I.) 

(29.)  y.,  =  v^,  H^  (m)  -  v^,  log  M. 

Da  v^j  und  v^^  ein  Fundamentalsystem  bilden,  so  setze  man 


Aus  den  Gleichungen  (2  7.)  und  (29.)  folgt,    dass   nach   einem  Umlaufe  von  u 
um  00 


(30.; 


(31.) 
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Andererseits  folgt  aus  No.  7   Gl.   (5a.)  und  (6.) 

.„„,  (   >i;  =  27],- r„  =  {-e,,+  2eJv^,  +  {-e^,+  2e,,)v^,, 

Aus  den  Gleichungen  (3J.)  und  (32.)  ergiebt  sich 


e..  =  0, 

e„,  =  —  irie,, 


dui 


(33.) 
Nun  ist 

=  c       ^^^ =  <'  C-  _      _ 

J„    \jx{x-l){x-u)  \     V'"('»-l)(<"-0' 

wie  sich  aus  den  Substitutionen  x=^(aic  und  ti  =  —  ergiebt. 
Setzt  man 

j,    Vf"('"-i)('"-0 

wo 

80  ergiebt  sich 

J5„  =  2 ilog  [ V^^n! +«■]-■»  log <, 
und  für  ^  =  0 

A^  =  2ilog2. 

Es  ist  demnach  r^J    '  +  ilogt  für  t  =  0  gleich  — ■3i  +  4Jlog2. 
127]    Andererseits  ist  nach  den  Gleichungen  (29.)  und  (30.) 

y^,  r  '=  +  ilogt  =  [e„  +  e„  H^  (u)]  v^,  t~'-  c„  r  '  «;„,  log  u  +  i  log  f, 
also  ist 

(34.)  e.,  =  -i, 
und  für  ^  =  0 

r,J~ '  +  ilogt  =  e^^—iH^{oo)  =  e„+4nog2, 
also 

(35.)  e,.  =  -71. 

Aus  den  Gleichungen  (30.),  (33.),  (34.),  (35.)  folgt: 


(36.) 


^1     ==     -■^^.t-«^.2. 

r,„  =   —  TT?»  . . 
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Wir  bemerken  noch,  da  die  Substitutionen 


1            . 

das  Integral 

/ 

\jx{x 

<?*                ia    "7-  f               ^^ 

überführen,  so 

ist,  wenn 

K  -- 

d,                   ^,.       rj           dz 

V(i- 

Z')(\-¥Z^)'                             X        ^(l_;s»)(l_A;^^^) 

gesetzt  wird, 

(37.) 

1                           TT 

also 

(38.) 

^'  =  -Ä"- 

Die  beiden  Formeln  (37.),  (38.)  enthalten  die  bekannten  Reihenentwickelungen 
für  K  und  K. 

Greifswald,  den   10.  Juli  1869. 


Fuchs,  mathem«  Werke.    I.  36 


ANMERKUNGEN. 


1)  Änderungen  gegen  das  Original. 
Es  wurde  gesetzt: 

S.  244,  Zeile  4  Verzweigungstheile  statt  Verzweigungsstellen, 

„    245,      „      5  V.  u.  abnehmendem  statt  abnehmenden, 

„    250,      „      7  einem  statt  einer, 

„    253,      „      2  -^  statt  ^, 

„    258,      „      2  V.  u.  Xa(x)  statt  X{x\ 

„    260,      „      1  bedeutet  statt  ist, 

„    262,  letzte  Zeile  die  mit  27ii  multipUcirten  statt  das  2Tti-fache  der, 

„    266,  Zeile  12  v.  u.  tp(a;,  jt)  statt  tf>(a;), 

„    268,      „      11  V.  u.  den  Gleichungen  statt  den  beiden  Gleichungen, 

„    272,  Gl.  (3.)  im  Zähler  der  rechten  Seite  cp'(cr,  ?«)  statt  iji'{u,  sc), 

„    276,  Zeile  1  (4b.)  statt  (4a.), 

„    277,  die  Gleichungsnummer  (16.)  für  beide  Gleichungen  «u  :=•••,  «,2  =  ---  statt  nur  für 

die  Gleichung  i;,,  =  •  •  •, 
„    278,  Zeile  12  v.  u.  H^(\)  statt  fl'i(O), 
„    281,      „        5  überführen  statt  überführt, 

„    281,      „        3  V.  u.  Formeln  (37.),  (38.)  statt  letzteren  Formeln. 
Es  wurde  eingefügt: 


s. 

246, 

ZeUe 

4  V.  u.  »der  Integrationsweg  vonc, 

„ 

264, 

„ 

13  »,  bestimmt«, 

„ 

267, 

„ 

11  V.  u.  »zu  erfüllen<, 

„ 

275, 

„ 

12  V.  u.  »von«. 

„ 

276, 

„ 

8  V.  u.  »erste«. 

" 

277, 

" 

4  »der  ersten«. 

SCH. 

il 

;n8,  9 

muss 

es  statt  »da  ihre  Wege  nicht  .  .  .  führen« 

correcter  heissen  »da  der  Weg  von 

u  nicht  .  .  .  führt«. 

Den  Formeln  (Ib.),  (Ic.)  S.  251  liegt  die  Vorstellung  zu  Grunde,  dass,  wenn  z.  B.  der  Theil 
kl,  fci+i  des  Hauptschnittes  ein  Verzweigungstheil  ist,  der  Umlauf  von  u  um  den  Punkt  fc;.  so  voll- 
zogen wird,  dass  u  zuerst  den  Theil  lcx_^,kl  und  dann  den  Theil  fc^,  fc;i+i  überschreitet  (vergl.  etwa 
H.  Broecker,  die  Periodicitätsmoduln  der  AsELschen  Integrale  erster  Gattung  als  Functionen  eines 
Parameters  aufgefasst  für  den  Fall  einer  RiEiiANNschen  Fläche,  deren  Gleichung  in  Bezug  auf  die  eine 
Variable  binomisch  ist,  Inaugural-Dissertation,  Berlin,  1893,  S.  15  ff.  und  Fig.  5  — 8). 

Heffter.    Sch. 


IX. 


ÜBER  EINE  RATIONALE  VERBINDUNG  DER  PERIODICITÄTSMODULN 
DER  HYPERELLIPTISCHEN  INTEGRALE. 

(Journal  für  die  reine  und  angewandte  Mathematik,  Bd.  71,  1870,  S.  128—136.) 


Die  von  Legendre  entdeckte  Relation  zwischen  den  Periodicitäts-  [izs 
moduln  der  elliptischen  Integrale  erster  und  zweiter  Gattung  (Traite  des  fonct. 
eil.  t.  I,  eh.  XH)  besagt,  dass  eine  gewisse  rationale  Verbindung  derselben 
den  Werth  ^  hat.  Von  diesem  Werthe  abgesehen,  lehrt  die  LEGENDRESche 
Relation,  dass  diese  Verbindung  von  dem  Modul  unabhängig  ist.  —  Stellt 
man  sich  nun  allgemein  die  Aufgabe,  solche  rationale  Verbindungen  der  Peri- 
odicitätsmoduln  der  zur  Gleichung  s^  ;=  ^{x)  gehörigen  hyperelliptischen  In- 
tegrale erster  und  zweiter  Gattung  zu  bestimmen,  die  von  den  Wurzeln  der 
Gleichung  cp(a;)  =  0  unabhängig  sind,  so  lässt  die  LEGENOREsche  Relation  Ver- 
allgemeinerungen verschiedener  Art  zu.  Es  giebt  aber  unter  diesen  nur  eine, 
welche  den  besonderen  Zweck  erfüllt,  für  die  Darstellung  der  hyperelliptischen 
Functionen  genau  dieselbe  Anwendung  zu  erlauben,  wie  die  LEOENOREsche 
bei  den  elliptischen  Functionen,  nämlich  das  von  Herrn  Weierstrass  für  die 
IntegTale  »«'"  Ordnung  aufgestellte  System  von  2n'—n  Relationen  (Programm 
des  Braunsberger  Gymnasiums,  Jahr  1848 — 49  \i,  und  Bd.  47,  pag.  302  dieses 
Journals^)).  Sieht  man  aber  von  diesem  Zwecke  ab,  so  ist  auch  die  von 
Haedenkamp  (Bd.  22,  p.  184  ff.  dieses  Journals)  nach  Andeutungen  Jacobis 
entwickelte    Relation    bemerkenswerth,    besonders    wenn    man    die    dabei    auf- 


1)  Weierstrass'  Werke,  Bd.  I  (1894,1,  8.  Ul  ff.    Seh. 
8)  Ebenda,  S.  133  ff.    Seh. 
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tretende  Verbindung  der  Periodicitätsmoduln  in  Form  einer  Determinante  dar- 
stellt. Allein  die  Entwickelung  von  Haedenkamp  leidet,  abgesehen  von  einigen 
darin  enthaltenen  Irrthümern,  an  dem  Mangel,  dass  sie  nicht  für  complexe 
Wurzeln  der  Gleichung  cp(ir)  =  0  und  für  complexe  Integrationswege  gültig 
•bleibt.  —  Bei  meinen  Untersuchungen  über  die  Differentialgleichungen,  welchen 
die  Periodicitätsmoduln  der  AsELSchen  Integrale  genügen,  bin  ich  naturgemäss 
zur  Aufsuchung  solcher  Verbindungen  der  Periodicitätsmoduln  geführt  worden, 
deren  Werth  von  den  Wurzeln  der  Gleichung  <:f{x)  =  0  unabhängig  ist,  und 
habe  dabei  unter  anderem  einen  Determinantenausdruck  erhalten,  welchen 
ich  im  Wesentlichen  mit  dem  in  der  ÜAEDENKAMPSchen  Abhandlung  pag.  187 
129]  Gleichung  (10.)  befindlichen  vielfachen  Integral  übereinstimmend  fand. 
Ich  glaube,  dass  die  betreffenden  Entwickelungen  nicht  bloss  deshalb  von 
Interesse  sind,  weil  sie  zu  der  angegebenen  Kelation  ohne  jede  Beschränkung 
führen  und  eine  bemerkenswerthe  Anwendung  dieser  Differentialgleichungen 
enthalten,  sondern  auch  weil  dadurch  diese  sonst  vereinzelt  dastehende  Re- 
lation mit  der  Theorie  der  Periodicitätsmoduln  in  Verbindung  gebracht  und 
der  obige  Gesichtspunkt  für  die  Verallgemeinerung  der  LEGENDRESchen  Relation 
erläutert  wird. 

1. 
Es  sei 

(f{x)  =  (x  —  u){x  —  l\){x  —  7c,)...(x  —  lc„_J, 

wo  k,\,  •••5^'„-i  ^'on  u  unabhängige  und  von  einander  verschiedene  Grössen 
sind,  und  es  werde 

^^  '         x  —  u 
und 


gesetzt.  Die  Periodicitätsmoduln  des  Integrals  fydx  seien  wie  in  No.  2  der 
vorangehenden  Abhandlung  definirt,  und  zwar  werden  die  zwischen  den  Grenzen 
u  und  /c,,  Ä:,  und  k^,  \  und  \,  ...,  \_^  und  k^_^  genommenen  Integi-ale  resp. 
mit  7]|,  Yjj,  ...,  7j^_,  bezeichnet. 

Die    Differentialgleichung,    welcher   dieselben    als    Functionen    von    u   ge- 
nügen, sei 


(1-) 
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^.-.4^H-A-.^  +  -  +  /',,  =  0, 


SO  ist,  wenn  man  setzt: 

(2.)  n  (x)  =  I  p  [3  (X  -  u)  ^'(^)  -  (2  M  -  3)  ^  (x)] , 

wo  mit  Q    eine    von   x  unabhängige  Grösse    und    mit   '^'(-c)   die  Ableitung   von 
<!f)(x)  nach  x  bezeichnet  ist,  und 


(3.) 


1.3.5...(2A-1) 

°i  =  2^ 


(4.) 


nach  No.  18   Gl.  (la.)    und    No.  16  Gl.  (12.)    der   vorangehenden    Abhandlung 

1.2.3...  (i-l)a„_,./3„_,  =  n"'-"(M)     für     i  =^  2,  3,  . . .,  w, 

WO   n"""(,r)    die    (*  — 1)'^  Ableitung   von    n{x)    nach   x   ist.     Diese  Gleichungen 
geben : 

2w-3    ,  ,  ,  [130 


(5.) 


1.2.a„_3^„.3  =  -^V^r(«)-9, 


1.2...(n-l)a„^,  ^  ..^^LZ^^-».^, 


WO  die  Ableitungen  von  >\){x)  durch  obere  Indices  angedeutet  sind. 
Setzt  man 


_5a_    U) 


und  die  Determinante: 


du'- 

—    '(a 

^1 

_(n-a) 

•      ^. 

„(n-s) 
'12 

.,<n-3) 

•        ^/2 

_.(Il*-2) 

c-r  •• 

•        ^n-l 

=  A, 


so   ist,    da    die  Differentialgleichung   für   die  Perioden  in  unserem  Falle  nicht 
niedrigerer  Ordnung  als  der  (w— l)'™  sein  kann  (s.  d.  vor.  Abh.  No.  15  u.  18), 
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A  von  Null  verschieden,  daher  führt  die  Gleichung 

du  ^„_j 

nach  den  Gleichungen  (5.)  zu  der  folgenden: 

wo  C  eine  von  Null  verschiedene  von  u  unabhängige  Grösse  ist.   — 

2. 

Es  ist 

(1.)  .  1^  =  -;*(^-«)      '    +(#• 

Setzt  man  andererseits 

(2.)  0  =  f,{x)'f{x)-'^+-^[r,{x)ix-ur^'!^ix)'], 

so  lässt  sich  (s.  d.  vorangehende  Abh.  No.  11)  7-j^{x)  als  ganze  rationale 
Function  von  x  derart  bestimmen,  dass  fj^{x)  eine  ganze  rationale  Function 
höchstens  vom  Grade  n  —  2  wird.     Aus  Gleichung  (1.)  und  (2.)  folgt: 

(3.)      a,^(x)  =  ax){x-uf^ti{x)^{x)  +  {r,{x)[-i2l-l)'!^{x)  +  {x-u)^'{x)], 
131]    WO 

Aus  dieser  Gleichung  ergiebt  sich  leicht,  dass  }\{.r)  höchstens  vom  Grade  k  —  \ 
ist.     Es  sei  daher 

(4.)  r,{x)  =  '■Ean.ix-uy, 

0 

so  lassen  sich  die  Coefficienten  y^„  ohne  Kenntniss  der  Function  f].{x)  be- 
stimmen, wenn  man  in  die  Gleichung  (3.)  und  ihre  A  — 1  ersten  Ableitungen 
X  ^  u  substituirt.     Insbesondere  ist 

(a.)  ...  =  -^- 

Ferner  ergiebt  die  Verglpichung  der  Coefficienten  der  höchsten  Potenz  von  x 
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in  der  aus 

(la.)  ij  =  u  (^)  'f  i^r ' + -^  ['-0  (^)  ?  {^f  ] 

folgenden  Gleichung 

(3a.)  i-  {x)  =  f,  (x)  +  »■;  (x)  cp  (x)  +  I  r,  {x)  'f\x) : 

(5a.)  r^{x)  =  -■ 

Ist  rj(if)   bestimmt,    alsdann    ergiebt   sich   aus    den    Gleichungen  (3.)  und  (3a. 
ff,.  fxJK)   _       1       r,{A-,) 

für  0  =  1,  2,  ...,«  —  1,  wodurch  fj^{jc)  ebenfalls  bekannt  ist.    Für  unseren  Zweck 
ist  jedoch  die  vollständige  Bestimmung  nicht  nöthig. 


Bezeichnet    man    die    zu    den    IntegTationsgrenzen    u  und  k^,    \  und   k^, 

k  undÄ',...,A;      und /^       s-ehörigen  Periodicitätsmoduln   des  Integi'als  /  4==- 

2                  3'          '      n-2                  „-1     o               o                                                                                              n  J     ^jp^^^ 

resp.  mit  -/]„^,  -a)„^,  t^^,,  ...,  "/j^^.,  und  setzt 


(1-) 


f>X^)   —    2jbfxb^   1 


SO    folgt   aus    den  Gleichungen  (l.)  und  ()a.)    voriger  Nummer   nach   der  vor- 
angehenden Abh.  No.  4  und  8,  dass  für  jedes  A: 


(2.) 
für  b  =  l,2,...,w— I. 


du 


7I~"    —   Sa^o''io 


Setzt  man  daher  die  Determinante 

In— 1,0      /n-2,1       •  •   •       ln-i,n—2 
Tn-3,0      /ji-3,1       •  •   ■       ln-3,n-2 


/oo  /Ol  •   •  •      io,n- 


und  die  Determinante 


'loi  ■'(02 

'In  ^/i2 


TOn-5,1       ^n-a 


llo,»-i 


=  H, 


[«32 
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SO  folgt  aus  Gleichung  (2.): 

(3.)  A  =  FH. 

Setzt  man 

(4.)  -—1    =    -^aW    =    SUaS^" 


x  —  h„ 


so  folgt  aus  der  Gleichung: 

f     "v    ^^v    °)  ,1. 

oder  nach  Gleichung  (6.)  in  voriger  Nummer 


(5.) 
Bezeichnet  man 

und  die  Determinante 


{K-^r' 


mit    r. 


mit    R, 

»•o.         »-0.         •  •  •     '■o.n-. 
die  Determinante 

i-io  1-11  •  •  •       '^^.n-1 

133]  SO  ergiebt  die  Gleichung  (5.): 

(6.)  F  =  (- •)— EVF. 

Setzt  man 

y<o       ,,(0) 

80  liefert  eine  einfache  Transformation  die  Gleichung 
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R  = 


rn-2 
in-3 


77 


7V 


Es  ist  nun  sofort  zu  sehen,  dass  jR '];(?/)"""  gleich  y  _,  y  _  ...y  mal  dem 
Producte  der  Differenzen  der  Grössen  A,  — ^<,  l\—i(,  ...,  k^_^  —  u,  oder  der  Grössen 
k^,\,  ...,k^_^.     Das  Quadrat  des  letzteren  Productes  ist  aber 


(-i)*^''-""-'f(A-jf(^g...f(z„_.). 


Es  ist  demnach 


(7.)   <>(Mr-'ü  =  7„->,o7n-s.o---7o.\k-it''~"^"~'\'ih)nj',)---¥iK-.), 

folglich  nach  den  Gleichungen  (5.)  und  (5a.)  voriger  Nummer  <\i(uy~^R  von 
u  unabhängig.     Aus  der  Gleichung  (6.)  in  No.  1  folgt,  dass  auch 

^,  und  weil  W  von  ?<  unabhängig  ist,  ebenfalls 

-=,  d.  h.  H  von  n  unabhängig. 

Da  aber  H^  in  Bezug  auf  die  Wurzeln  der  Gleichung  cp(a:')  =  o  symmetrisch 
ist,  so  ergiebt  sich,  dass  H  überhaupt  von  den  Wurzeln  dieser  Glei- 
chung unabhängig  ist. 

Die  Determinante  H  ist  diejenige,   in   welche  sich  das  vielfache  Integral 
in   der  Abhandlung   von  Haedenkamp  Gleichung  (10.)  S.  187  umformen   lässt. 


Da  die  Determinante  H  die  Eigenschaft  besitzt,  von  den  Wurzeln  der 
Gleichung  cp(::f;)  =^  0  unabhängig  zu  sein,  so  können  wir  zur  Bestimmung 
derselben  für  (f{x)  eine  beliebige  ganze  rationale  Function  w'"" 
Grades  mit  ungleichen  Linearfactoren  wählen. 

Am  zweckmässsigsten  scheint  es  zu  sein, 


(1.)  »(x)  =  x"—  1 

zu  nehmen.     Ist  «  eine  primitive  Wurzel  der  Gleichung 


[«34 


(2.) 

Fachs,  mathem.  Werke. 


1, 
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SO  kann  man  setzen 

(3.) 


Jt,b-i  Vx    —  1 


für  b  =  1,  2,  .. .,  n  —  \. 

Nun  ist 

(4.) 


.,6-1  V/^"— 1  J,      v/a;"— 1 


/„s-i  SJx^—  1  J,      \/a 

wie  sich  durch  die  Substitution  von  u^'^x  für  x  ergiebt.     Ferner  ist 
/"    x^dx      _    r"    x^dx         /•'    x^dx      _      a+,_iN  f^_x^dx_ 

wie  aus  der  Substitution  von  ux  für  x  folgt. 
Demnach  ist 


'.) 


1 

a 

a' 

.       «'"-" 

1 

a' 

a' 

.       «'"-"■ 

1 

a' 

a" 

.       «"'-^'■ 

1 

a"- 

«^' 

n-i) 

.       «'"-=' 

d  =- 


und  das  Product  H  sich    auf  alle  Werthe   von  a  von  0  bis  n  —  2  bezieht.   — 
Es  ergiebt  sich  leicht  daraus,    dass  ö  gleich  dem  Product  der  Differenzen  der 
Wurzeln  der  Gleichung  — ~r-  =  0  ist,  dass 
für  ein  ungerades  n 

(7.)  d  =  \/(-l)'^n"-% 

für  ein  gerades  n 
(7a.) 
Ferner  ist  bekanntlich 
(8.) 


d  =  V'(-i)  '  «''-^ 


nc«"""-!)  =  (-1)""'«, 

a 

135]  endlich  (siehe  Legendre,  Traite  des  fonct.   eil.  T.  II,  Ch.  II,  ^q.  {s)) 

6- 
(9.) 


4    W^'Jo    'W^^  ~ 


n     n  —  2b 
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und  wenn  n  gerade  und  b  ^  y,  so  ist 

'*    x^  dx 


/«     N  r^     X^  dX  TT      . r 

(9a.)  /      ,  = V^- 


Demnach  ist 

für  ein  ungerades  n 


vi    S/x"-!        ^     ^      U/ 


__,       ,1^        ,      Sit            ,     n  —  1   TZ 
^  cotff  —  •  cotff  —  •  •  •  cote  — 

J^     V^^3T   -  ^     '^       \n  J  (w-2)(n-4)...3.1 

für  ein  gerades  n 

_  V  cotg  -  •  cotg  — -  •  •  ■  cotg  ■ 


VjJ     VP^^T   ~  ^      ''   \nj  („_2)(«-4)...2 

oder 

für  ein  ungerades  n 

^      '  V4     V^"^^  (n-2) («-4)...  3.1' 

für  ein  gerades  n 

/.na^  „  /-^     x^dx      _  \n  )       n 

^       ^^  »4     V^'^^   ~    (n-2)(n-4)...2- 

Aus  den  Gleichungen  (6.),  (7.),  (8.),  (10.),  (lOa.)  folgt 
für  ein  ungerades  n 

nn  (-i)'^(2^)'^ 

^     ^^  ~    (n-2)(K-4)...3.1' 

für  ein  gerades  n 

^  ^'^  ~    (»-2)(M-4)...2     ^ 


2  M      TT 


*)  In  der  mehrfach  angeführten  Gleichung  (10.)  Seite  187  der  H.4EDENKAMPschen  Arbeit  ist  in  dem 
vielfachen  Integrale  der  durch  die  Transformation  eingeführte  Factor  _^  weggelassen,  und  auf  die  ima- 
ginären Werthe,  welche  die  Einzelintegrale  innerhalb  der  angegebenen  Grenzen,  selbst  wenn  diese  reell 
sind,   annehmen   können,   nicht  Rücksicht  genommen  worden.    Daher  ist  auch  der  daraus  gefolgerte  auf 
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136]  Für  w  =  3   ergiebt  sich 

(l.)  H  =  27r\/^. 

Diese  Gleichung  stimmt    mit   der  LEGENDRESchen   überein.     Denn  nimmt  man 

(p(a;)  ^  x{x  —  l)(x  —  u), 
so  ist  die  Gleichung  (/.)  gleichbedeutend  mit: 

r*     dx        /""     dx 

1     \M^   1 


(}'') 


Setzt  man 


/^   xdx       /■'*    xdx 


=  27ti. 


X  ^  y  ,     n  = 


1  ^y  1    ^y 


IW-^'  f- 


Ay 


=  J'i, 


80  geht  die  Gleichung  (l'.)  über  in 

{l".)  KJ'-K'J 

welches  die  LEGENDRESche  Relation  ist. 


2' 


derselben  Seite  befindliche  Werth  des  Doppelintegrals,  für  m  =  3,  nicht  richtig,  derselbe  ist  vielmehr,  wie 
im  Texte  oben  angegeben,  gleich  27iV'— 1. 

Greifs wald,  den  12.  August  1869. 


ANMERKUNGEN. 


1)  Änderungen  gegen  das  Original. 

Es  wurde  gesetzt: 

S.  283,  Zeile  2  v.  n.  p.  184  statt  p.  148, 

„    287,  Gl.  (2.)  ^''-  statt  -^^• 
du'-  du'- 

2)  Das  am  Schlüsse  der  No.  3,  S.  289  erwähnte  HAEDENKAMPSche  Integral  (Journal  f.  d.  r.  u.  a.  Mathematik, 
Bd.  22,  1841,  S.  187,  Gleichung  (10.))  lautet: 

n  (yx-yy.)^yi  t^a  •  •  •  ^Vn-i 


f- 


wo  das  Product  0  auf  die  Werthe 

Z,x  =  1,  2,  ...,M-1,    ^<:x 
auszudehnen, 

Xy,  =  (a,-y.J(Oj-yy.)...(a„-2/^.)  (x  =  1,2, . . .,  w-1) 

zu  setzen  und  in  Beziehung  auf  jedes  y^  zwischen  den  Grenzen  a^  und  a^+i  zu  integriren  ist. 

SCH. 


X. 


SUR  LE  Dl^VELOPPEMENT  EN  SERIES  DES  INTEGRALES 
DES  EQUATIONS  DIFFERENTIELLES  LINl&AIRES. 

(Annali  di  Matematica  pura  ed  applicata,  Serie  11,  Tomo  IV,  1870—1871,  p.  36—49.) 


Le  developpement  des  fonctions  en  series  ordonnees  suivant  les  puis-  [36 
sances  de  la  variable  ind^pendante  est  incontestablement  en  general  la  maniere 
la  plus  simple,  soit  de  les  evaluer  poiu*  une  valeur  donnee  de  la  variable, 
soit  de  les  examiner  par  rapport  ä  leur  caractere  dans  le  voisinage  d'un  point 
de  discontinuite.  Mais  de  pliisieurs  raisons  ce  developpement  est  assujetti  ä 
des  inconvenients  considerables.  L'un  de  ces  inconvenients  consiste  en  ce  que, 
sous  cette  forme  de  representation ,  certaines  proprietes  des  fonctions  restent 
cachees.  C'est  poui-quoi  en  diverses  recherches  l'on  s'est  procura  differentes 
autres  especes  de  representation  qui  fönt  ressortir  les  proprietes  que  l'on  a 
en  vue;  par  exemple  la  representation  par  la  serie  de  Fourier  pour  faire 
voir  la  periodicite  immediatement  par  la  forme.  Un  autre  plus  grave  incon- 
v^nient  des  series  ä  puissances,  qui  est  aussi  la  cause  essentielle  du  premier, 
consiste  en  ce  que  l'on  ne  peut  pas  leur  conserver  la  meme  forme  dans  tout 
le  plan  infini  qui  sert  ä  la  representation  de  la  variable  independante ;  mais 
il  faut  au  contraire  la  changer  tant  dans  le  voisinage  des  divers  points  de 
discontinuite  que  dans  l'infini.  Une  representation  qui  evite  cet  inconvenient, 
soit  entierement,  soit  en  partie,  est  donc  digne  de  quelque  attention,  lors 
meme  qu'elle  est  moins  propre  au  calcul  numerique.  Pour  cette  raison  il  ne 
sera  pas  tout-ä-fait  superflu  de  donner  dans  ce  memoire  une  classe  de  deve- 
loppements  des  integrales  des  equations  differentielles  lineaires  qui  conservent 
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leur  forme,  du  moins  pour  toute  valeur  finie  de  la  variable  qui  ne  coincide 
pas  avec  un  des  points  de  discontinuite.  Les  termes  de  ces  series  sont  formes 
37]  par  des  quadratures  reiterees,  ils  sont  donc  naturellement  compliques  quant 
au  calcul,  mais  ils  jouissent  d'une  loi  de  formation  tres  claire.  Dans  le  Journal 
de  LiouviLLE  (annee  1864'))  Mr.  Caque,  en  se  pla^ant  ä  un  point  de  vue  tout 
different  du  notre,  a  donne  un  developpement  en  serie  des  integrales  des 
equations  differentielles  lineaires  qu'il  trouve  par  le  passage  d'une  equation  ä 
differences  finies.  En  essayant  de  remplacer  cette  voie  naturellement  epineuse 
par  une  autre  plus  commode  et  jjIus  coiute,  nous  reconnumes  bientot  que  la 
Serie  de  Mr.  Caque  jieut  etre  con^ue  comme  cas  special  de  la  classe  indiquee 
de  representations ;  et  par  lä  eile  nous  servira  dans  ce  qui  va  suivre  comme 
un  simple  exemple. 

1. 

Avant    d'entrer  dans    la   matiere  particuliere    de   ce  memoire,  nous  allons 
preciser  la  forme  d'une  integrale  de  1' equation  difFerentielle : 

(1.)  r"  =  Pm-,  y'""" + p,.-.  f'""  +  ---+Poy+p 

de  Sorte  que  y,  y\  y",  ...,  ?/""""  prennent  pour  x  =  x^  resiiectivement  les  valeurs 
t\^i  \i  fl^i  ■  •  •  1  fl,n_i-i  en  signifiant  les  derivees  prises  par  rapport  ä  x  par  des 
accents  superieurs,  et  supposant  que  les  fonctions  de  x  arbitrairement  donnees 
Prn-ii  Pm-2i  ■  •  -1  Pol  P  ^^  devienueut  pas  infinies  pour  .t  =  a;^,,  ou,  ce  qui  veut 
dire  le  meme,  que  x^  n'est  pas  un  point  singulier  de  l'equation  differentielle 
(voir  ä  l'egard  de  cette  denomination  le  no.  1  de  mon  memoire  dans  le  Jour- 
nal de  Crelle-Borchardt,  t.  66^)). 

Soit   y  ,  y  1  ■■•■,  y^   un   Systeme   fondamental   d'integrales   (dans  le  sens  de 
mon  memoire  dejä  cite,  no.  2)  de  l'equation  differentielle 
(2.)  2/'""  =  i^„_,  y""-'  +  P„._3  y»'-»'  +  •  •  •  +  A  y , 

on  sait  que  l'on  trouve  d' apres  Lagrange  les  integrales  de  l'equation  (1.)  en 
considörant  dans  l'expression: 

y  =  c,y.  +  c,2/j  +  ---  +  c,„)/,„ 
les    coeflicients    c  ,  c^,  . ..,  c,,,    comme    depcndants    de   x  et    en    les    determinant 


1)  Journal  de  Mathematiques  p.  et  a.    2.  Serie,  t.  9,  p.  Ibö — 222.    Seh. 
S)  Mora.  VI,  p.  159—202  do  co  volume.    Soli. 
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de  fa^on  que 

(3.)  y"'>  =  c,yf  +  c,yf  +  ---  +  c„y'^    pour   i  =  0,  1,  2,...,m-l. 

A  cet  effet  les  fonctions  c  doivent  satisfaire  aux  equations:  [38 

(4.)  c[yf  +  clyf  +  ---  +  c'„yf^  =  0    pour   i  =  0,1,  2,  ...,m-2. 

A   ces   equations   on   doit   adjoindre   encore   une  equation  qui  exprime  que  y 
est  une  integrale  de  Fequation  (1.). 
En  posant  le  determinant 

„(m-u      ,,(in-2) 


vT 


(ra-i)      ,,fm-i) 


=  A 


y:::     y\ 

et  en  signifiant  le  coefficient  de  ^|."'~"  dans  A  par  A_.,  on  a  (comme  il  suit 
des  memoires  de  Malmsten  et  de  Joachimsthal  dans  le  Journal  de  Crelle- 
BoRCHARDT  t.  39   et  40) 

(5.)  Ci  =  1  ^-jT-äx    pour   i  =  1,2,  ...,m. 

L'on  peut  poser 

^-^dx  +  Yi    poiar   i=  1,2, ...,m, 

oü  y,,  ^j,  ...,  }',,_  sont  des  constantes  arbitraires.    D'apres  les  equations  (3.)  on  a 
(7.)        /'  =  2.-2/f  /     •^f'^  +  S.y.'/f     Poor    /t  =  0,  1,  2 m-1. 

Pour  que  y,  y',  y",  ■  ■  ■,  y'"''"  aient  pour  x  =  x^  respectivement  les  valeurs 
^0' ""li' ^3' •  •  •) ''Jm-i)  ^^^  constantes  y  se  determinent  par  le  Systeme  suivant 
d' equations: 


(8.) 


y.Tli.  +  J',^Q.  +  ---  +  n,ri„ 


rj,-    pour    i  ^  0,  1 ,  2 ,  . . . ,  «j  —  1 , 


en  signifiant  par  y]j.  la  valeur  de  y"  pour  x  —  x^. 

Ces  equations   sont   toujours   resolubles,   parce    que   leur   determinant   est 
egal  ä  la  valeur  de  A  pour  x  =  x^,   qui  ne  s'evanouit  pas  (v.  mon  mem.  cite 

Pnch6,  mathom.  Worke.    I.  38 
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no.  2).     L'integrale  cherchee  a  donc  la  forme: 

39]  (9.)  y  = 'EiVi]   ^f^^  +  Siy.2/.- 

oü  les  y  sont  determinees  par  les  eqiiations  (8.). 

Si  en  particulier  \,\,\,  ...,ir]„j_j  sont  toutes  nulles,  le  determinant  des 
^quations  (8.)  ne  s'evanouissant  pas,  il  suit  que  y,,  y^j  •  •  •>  y^  sont  toutes  nulles, 
donc  r  integrale  (9.)  de\^ent: 

(9a.)  y  =  S,y,j    ^* 


dx. 


Dans  ce  memoire  nous  appellerons  l'integrale  (9a.)  l'integrale  princi- 
pale  appartenant  ä  x^.  De  l'equation  (9a.)  il  suit  que,  si  l'equation  diffe- 
rentielle  est  homogene,  l'integrale  principale  est  identiquement  nulle,  puisque 
p  ^  0. 

II  est  essentiel  de  remarquer  que  la  premiere  somme  dans  l'equation 
(9.)    ne    varie    pas    quand    on    y    remplace    le    Systeme    fondamental 

2^1»  ^2>  •••)2/m  V^^  ^'^^  autre. 

En  effet,    en  rempla^ant  y.  par  <^,,^, +  ^2^/34 (■c,m?/„,,    oü  les  quantites  c^ 

sont  des  constantes  arbitraires  ainsi  choisies  que  le  determinant: 


^21         ('22 


ne  devienne  pas  nul,  A  se  change  en  CA  et  A.  en 

»    dC      da      _  -    dC_ 

Par  la  la  premiere    somme    de    l'equation  (9.)   se    change   par    la    Substitution 
indiquee  en 


S.(<^.i2/i  +  ''.2y2  +  ---  +  c™2/: 


öc  r^p^, 


AC 


dx. 


8C 


40]  Puisque  '^iC^-g —  =  C  ou  =  0  selon   que  l  =  k  ou./^/c,   cette   expression 
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se  transforme  en 

%CyJ''^dx  =  ±,y,f^dx;  c.  q.  f.  d. 

Xq  Xq 

2. 
Reprenons  l'equation  difförentielle : 

(1.)  D{y)-p  =  «/'""-P,„-, «/'"-" -i^.-««/""-'' PoV-P  =  0 

et  transformons  d'une  maniere  arbitraire  D(y)  en  une  diflference 

(2.)  Diy)  =  B^{y)-B,{y) 

de  maniere  que  -D,(«/)  et  D^{y)  soient  des  fonctions  lineaires  et  homogenes 
de  y  et  de  ses  dMvees,  et  que  D  (y)  contienne  le  terme  «/*'"*  et  dans  les 
autres  termes  des  derivees  d' ordre  inferieur,  de  sorte  que  D^V)  contiendra 
seulement  les  derivees  jusqu'ä  1' ordre  m  — 1,  l'equation  (1.)  est  alors 

(3.)  A(//)  =  A(2/)  +  P- 

Soit  maintenant  u^  une  integrale  de  Tequation  diflferentielle 

(3a.)  B,{y)  =  0 

teile  que  «*^,  m^,  m^',  . ..,  ?<^'"""  prennent  pour  x  =  x^  respectivement  les  valeurs 
arbitrairement  donnees  t)„)  >],>  1^2)  ■  •  •>  ^1  -^  et  posons  dans  l'equation  (3.) 

y   =    Mo  +  M, 

il  s'ensuit  que  u  est  1' integrale  principale  appartenant  ä  x^  de  l'equation  diffe- 
rentielle 

(4.)  AW  =  A(«)  +  ^o(^), 

oü 

F,{x)  -  AK)+p- 

Soit  ?*    l'integrale  principale  appartenant  ä  x^  de  l'equation 

(4a.)  BM  =  F,{x), 

et  posons  dans  l'equation  (4.)  [41 

U   =   Mj  +  V, 

38* 
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il  s'ensuit  que  v  est  Fintegrale  principale  de  Fequation: 

(5.)  D,{v)  =  D,{v)  +  F,{x), 

oü 

F,{x)  =  D.O'J. 

Soit  Wj  l'integrale  principale  de  requation 

(5a.)  AW  =  F.i^), 

et  posons  dans  l'equation  (5.) 

il  s'ensuit  que  v,  est  l'integrale  principale  de  l'equation 
(6.)  D.(.J  =  D,{v,)  +  F,ix), 

oü 

F,{x)  =  DJn,). 

Soit  de  nouveau  u^  l'integrale  principale  de  l'equation: 

(6a.)  I),{v,)  =  F,{x) 

et  posons  dans  l'equation  (6.) 

il  s'ensuit  que  v^  est  l'integrale  principale  de  l'equation: 

(7.)  J)M.)  =  J>A^\)^F,{x), 

oü 

F^{x)  =  B^iu^,    etc. 

En  continuant  ces  Operations  on  trouve  que 

(8-)  y  ^  M„  +  «,  +  ?/,  +  •••  +  M,  +  iv_, 

est  une  integrale  de  l'equation  (1.)  teile  que  pour  x  =  x^  les  fonctions 
y,  2/',  «/",...,  ?/""""  prennent  respectivement  les  valeurs  t]o »  ""Ji > ''la >  •  •  •  i  ""Im-i >  ^°- 
supposant  que  u  est  l'integrale  principale  appartenant  ä  x^  de  röquation 
differentielle 

(9.)  D,{y)  =  F^_^{x)    pour    p  >  0 

42]  et  u^  l'integrale  de  l'öquation: 

(9a.)  D,{y)  =  0 
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teile  que  poiu:  x  =  x^  les  fonctions  tt^,  u'^,  t('^,  ...,  «7"  prennent  respectivement 
les  valeurs  i^o»  ""li' ""la»  •  •  •' ''Im-i'  ^^  1^^^  ^^^  fonctions  F  soient  donnees  par  les 
relations : 

1   F,{x)  =  D,{u,)+p 


(10.) 


et  enfin  que  v^._^  est  l'integrale  principale  appartenant  ä  x^  de  l'equation 

(11.)  A(2/)  =  A(2/)  +  ^.(^)- 

Par  les  equations  (9.) — (11.)  on  obtient  successivement  u^,  F^{x)]  u^,  F^{x)] 
u  ,  F^{x),  etc.  Mais  il  faut  qu'ä  ces  relations  on  en  substitue  d'autres,  au 
moyen  desquelles  on  puisse  calculer  directement  ces  fonctions  sans  recourir 
chaque  fois  aux  equations  difFerentielles ;  voilä  le  but  du  numero  suivant. 

3. 

Soit  ViiV^i  •■  -iV^  un  Systeme  fondamental  d'integrales  de  l'equation: 

(1.)  A(2/)  =  0, 

on  a,  en  conservant  les  notations  A  et  A,.  du  no.  1, 


(2.)  M^  =  %c^yi    pour   Q 


oü 

rx  TP    (T^^. 

dx. 


A 
Puisque,  d' apres  l'equation  (3.)  du  no.  1, 


=  lliC^iVT    pour    Ä  =  0,  1,  2,  ...,  »M-1, 


11  suit  [43 

(3.)  A(V  ^  S.VA(2'<)     pour   ()>0, 

la  derivee  la  plus  elevee  contenue  dans  D^{y)  etant  la  (m  — 1)'™°. 

En  rempla^ant  dans  c  .  sous  le  signe  d' Integration  la  variable  x  par  ^,  et 
en  designant  par  u,,  Uj,...,u^  respectivement  les  memes  fonctions  de  t  que 
y^Vii-'-iVm   ^6   ^>    ^"^    designant    enfin    par    A(i,a;)   le    determinant    que   l'on 
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obtient  en  rempla9ant  dans  A(<)  les  derivees 
(?"'"' u,     d"''^»,  d" 


dr"  '  dr-'  '  ■■■'    dt 


jzi^   resp.  par   D,(y,),  ^(2/2))  •••.  ^tiVm) 


quantites   dans   lesquelles   la   variable    est  a;,   il   s'ensuit   de  l'öquation  (3.)  de 
ce  no.  et  de  requation  (10.)  du  no.  precedent 

(A.)  F^{^)  =  f  ^^-^f^y^'^^  dt    pour   p  >  0. 

En  rempla9ant  dans  le  determinant  A(i)  les  derivees 
cZ"'~S,     (?'""' o,  d™' 


dt"'-'  '    dt'"-'  '  ■■■'     dt" 


resp.  par   y„  y^, 


fonctions    de   x    et    designant   le    determinant   resultant  par  ^^(t,x),    il  suit  de 
Tequation  (2.) 

^F(t)Mt,x) 


/•«  J^-_Jt)X(f,x) 
(B.)  M,  =jf        ^'Y(^^'^        ^^^    Po^    P>0, 


Par  l'equation  (A.)  on  peut  trouver  successivement  -F,(«),  -F'jC-c),  etc.,  et  alors 
l'equation  (B.)  donne  u^,  u^,  etc.  Entin  il  suit  egalement  de  l'equation  (11.) 
du  no.  precedent  et  de  l'equation  (9a.)  du  no.  1: 


(C.)  v,_,  =  / 


F,it)A,it,x) 


Que  l'on  remarque  que  la  i'*"""  derivee  de  A^(t,x)  prise  par  rapport  ä  a;  se 
forme  si  l'on  remplace  dans  ^^(t,x)  les  fonctions  y  ■,  y^i  •  •■■,y^  respectivement 
par   y;',y;,  ...,£,    et    les    derivees    -^7^^, -^^w^,  •  •  •,  ^^^3^    respectivement 

P*^^     dt»-'    '    «!«'"-'    '  •  •  •'  "dl^^f^'i"' 
44]     En  posant  donc 

A(2/)  =  ff™-.  2/""""  + ^«-2'/""'  +---  +  !?o2/, 

l'on  derive  de  la  premiere  remarque 

/T^s      .,,     s  A  /.     ^  öA,(^a;)  öM,(i!,a;)  ,  ö'"-'A,(«, a;) 
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Les  integrales  du  no.  precedent  sont  prises  toutes  le  long  d'une  meme 
ligne  d' Integration  qui  ne  traverse  aucun  point  singulier  de  l'equation  diflfe- 
rentielle  (1.)  du  no.  2.  Par  lä  —U^  et  F^(t)  sont  toujours  finies  le  long  de 
cette  ligne,  A(i)  ne  s'evanouissant  et  ^{t,x)  et  F^{t)  ne  devenant  infinies  que 
pour  les  points  singuliers  (v.  mon  mem.  cite  no.  2).  C'est  pourquoi  l'on  peut 
assigner  deux  quantites  positives  M  et  N  telles  que  le  module  de  ^  '  ^  ne 
surpasse  pas  M  et  le  module  de  F^{t)  ne  surpasse  jjas  N  le  long  de  la  ligne 
indiquee.  Soit  de  plus  s  l'arc  de  cette  ligne  pris  de  x^  jusqu'ä  a?,  ds  etant 
le  module  de  dx,  nous  avons,  en  employant  iterativement  l'equation  (A.)  du 
no.  precedent, 

modF^{x)  <;  N3Is, 


(1.) 


modFj(a;) 
moiF^{x) 


NjMsY 

1.2      ' 
NjMsf 
1.2.3    ' 


N(Msy 


mod  F^{x) 
Puisque,  comme  l'on  sait,  la  serie 

(2.) 

est  convergente,  la  serie 

(3.)  F, (x)  +  F,{x)  +  F,(x)  +  etc.  in  inf, 


1.2.3. 


N(Ms)       NjMsy      NjMsf 

1        +      1.2      +    1.2.3    +  ^**^-  '°  ""*• 


[45 


est  aussi  convergente. 

D'une  maniere  semblable  Mr.  Caque  a  demontre  la  convergence  de  sa 
Serie  particuliere. 

Mais  il  faut  aj outer  une  remarque  ä  cette  demonstration.  En  efFet  l'arc 
de  la  ligne  d'integration  peut  etre  infini,  quand  meme  x  est  finie,  l'integration 
s'approchant  du  point  x  par  des  tortillements  en  nombre  infini.  Alors  la  de- 
monstration precedente  serait  en  defaut.  Mais,  x  n'etant  pas  un  point  sin- 
gulier, on  sait  que  la  valeur  d'une  teile  integrale  egale  la  valeur  d'une  autre 
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prise    de   x^   k  X   sur    une    ligne    de    longueur   finie    et    qui    constitue    avec    la 

prämiere  un  contour  ne  contenant   aucun    point    singulier    dans   son   Interieur. 

De  l'equation  (B.)  du  no.  precedent  et  des  inegalites  (1.)  de  ce  no.  il  suit 

et  de  lä  on  tire  que  la  serie 

(5-)  y  =  «0  +  "i  +  "a  +  •  •  •  in  inf. 

est  aussi  convergente. 

II  nous  reste  encore  ä  demontrer  que  la  serie  (5.)  satisfait  ä  l'equation 
difFerentielle  (l.)  du  no.  2.  A  cet  effet  il  faut  et  il  suffit  que  le  module  de 
la  fonction  v^_,  de  l'equation  (8.)  du  no.  2  decroisse  indefiniment  avec  r. 
C'est  ce  que  l'on  deduit  immediatement  de  l'equation  (C.)  du  no.  precedent  et 
des  inegalites  (1.)  de  ce  no.,  parce  que  l'on  a 

mod  V,.  ,  <  ,    ^  ^ i-, 

'-'        1.2.3...(r  +  l) 

quantite  decroissant  indefiniment  avec  r  a  cause  de  la  convergence  de  la 
Serie  (2.). 

5. 
Supposons  que  l'on  connait  dans  toute  l'etendue  du  plan  des  x  le  Systeme 
fondamental    d'integrales    y,,  y^,  •  ■  ■■,  y^    de    l'equation    differentielle    (l.)    du 
46]  no.  3,  alors  la  serie 

y  =  ?(„  +  M,  +  M,  H in  inf. 

represente  pour  toute  valeur  finie  de  x,  excepte  les  points  singuliers,  une 
integrale  de  l'equation  (1.)  du  no.  2,  teile  que  pour  x  ^  x^  les  fonctions 
y,y',y'\  ■■■,  y""~"  Vrennent  respectivement  les  valeurs  fi,,  \,  \,  ■  ■ .,  T^^^_,.  On 
obtient  les  termes  de  la  serie  par  des  integrations  reiterees,  comme  l'indiquent 
les  equations  (A.)  et  (B.)  du  no.  3. 

En  choisissant  convenablement  D^{y)  et  partant  y,,  ^j,  •  •.,  «/„,  on  peut 
obtenir  que  les  termes  de  la  serie  regoivent  des  formes  prescrites,  telles  qu'une 
recherche  particuliere  les  demande.  En  tout  cas,  il  est  clair  qu'il  y  a  une 
infinite  de  representations  diff"erentes  du  genre  indique  des  integi-ales  d'une 
öquation  differentielle  lineaire. 
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6. 

Nous  allons  maintenant  deduire,  comme  simple  exemple  des  formules 
exposees  dans  les  nos.  precedents,  la  serie  que  Mr.  Caque  a  trouvee  dans  son 
memoire  cite  anterieurement. 

En  efFet,  en  choisissant 

l'equation  (1.)  du  no.  3   devient 

(1.)  y"'>  =  0. 

L'integrale  u^  de  cette  equation  est: 

(2.)      u,  =  Ti„  +  Y),-^— +  r,,      ^2       +r,3    ^2.3     +  •■' +  ^'»-  l  .2  .3  .. .  (w-l) 
En  prenant  les  integrales 

2/l    =    1>       2/2    =    ^.       2/3    =    ^')       •  •  •>       2/m    =    *"'"' 

pour  Systeme  fundamental,  on  a 

Wl  (771— 1) 

A  =  (-1)     ^      l!2!3!...(m-l)! 

en  designant  le  produit   1 . 2 .  3  . . .  A;  par  k ! 

En  formant,  d' apres  la  remarque  faite  ä  la  fin  du  no.  3,  les  derivees  [47 
de  Aj(i,a.)  par  rapport  ä  a;  et  ^,  il  resulte  dans  le  cas  present  immediatement: 

d\it,x)   _       d\(t,x) 
*■  '^  dx  dt 

En  outre  il  est  clair  que 

(5.)  ^^^M^  =  0. 

dx 

De  l'equation  (4.)  on  deduit  que  la  fonction  ^^{t,x)  est  une  fonction 
entiere  de  x  —  t  seul,  et  de  l'equation  (5.)  que  cette  fonction  est  du  degre 
m  —  i  au  plus.  Puisque  A^{t,x)  et  ses  m  —  2  premieres  derivees  prises  par 
rapport  ä  x  s'evanouissent  pour  x  ^  t,  on  & 

\it,x)  =  C{x-tT-\ 

Fuchs,  mathem.  Werke.    I.  39 
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oü  C  est  independant  de  x  et  t.     II  est  clair  que 
donc 

(6.)  Mf.,.)^-^i.-tr-. 

Par  l'equation  (D.)  du  no.  3   on  trouve 

D'apres  les  equations  (6.)  et  (7.),  les  equations  (A.)  et  (B.)  du  no.  (3.)  deviennent     | 
pour  le  cas  present: 


(A'.)  F^{x)=  j''F^_,{t)f{x,t)dt, 

(B'.)         ^ = r^^-^it)^  ^''"'^'"" 


.  2 . 3  . . .  (wi  - 1) 


fZ^. 


48]  7. 

II  nous  reste  ä  faire  voir  que  les  termes  de  la  Serie  de  Mr.  Cäque  coin- 
cident  avec  les  termes  u  que  nous  venons  de  donner  par  la  formule  (B'.),  si 
Ion  modifie  quelques  notations.  En  rempla^ant  m  par  jJ  +  1;  p,Pf,,i\,  ■■■■)P„-i 
respectivement  par  A{x),  A^{x),  A^{x),  ...,  A^{x)',  ^„j '1,1  "1,,  •••,  "/;„,_,  respective- 
ment  par  a^,  a^,  a^,  ...,a  ,  et  en  nommant  Q(x)  la  fonction  u^  de  l'equation 
(2.)  du  no.  precedent,  on  voit  que  la  fonction  f{x,t)  donnee  par  l'equation 
(7.)  du  no.  precedent  comcide  avec  la  fonction  f(x,  t)  de  Mr.  Caque  definie 
par  l'equation  (D),  chap.  II  no.  6  de  son  memoire;  de  meme  notre  fonction 
F^{x)  definie  d'une  maniere  generale  par  l'equation  (10.)  du  no.  2  coincide 
pour  le  cas  present  avec  la  fonction  F{x)  de  Mr.  Caque  donnee  par  l'equa- 
tion (C)  de  son  memoire.  Les  fonctions  f  (x,  z)  qu'il  a  donnees  par  la  formule 
(E),   ibid.  peuvent   etre    definies    d'une    maniere   plus  distincte  par  l'equation; 


(1.)  1\^,{x,z)^  j'"f^(x,ti)f{n,,)dH. 
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Dans  la  formule  (H),  ibid.  chap.  III  no.  12,  Mr.  Caque  trouve 

D'apres  notre  formule  (B'.)  du  no.  precedent,  nous  avons: 
(3.)  ^^  =  F^_,{x)     pour    q>0, 

"°  s'evanouissant;  donc  il  faut  montrer  que 
(4.)  F^,,{x)  =   rF{z)ax,B)dz. 

X 

Dans  ce  but  etablissons  la  formule 

/Z  rX  /»a;  rz  pZ  rm 

(ho  I     '^i  (m.  ,  lo)  du  =   I    du  I    i{^  {u ,  u))dm  +  I    dm  j     (J-  (tu ,  v)  dv , 

oü  (];(?<,(«)  est  une  fonction  des  variables  independantes  «/,  (u,  teile  que  les 
fonctions  ä  integrer  ne  deviennent  pas  infinies  dans  l'etendue  de  rintegration. 
Les  deux  membres  de  cette  equation  etant  des  fonctions  de  »  et  ^^  dont  [49 
les  derivees  prises  par  rapport  ä  z  sont  l'une  et  l'autre 


rX 

I     <\i{u,z)du, 


et    dont    les   valeurs    pour    s  =  x^    s'evanouissent    simultanem ent,    sont    egales. 
En  posant  dans  cette  equation  ^'  =  ic,  on  obtient  la  formule  particuliere : 

/X  pX  pX  rio 

dm  I     i}  («. ,  m)  da  ^  j     dm  I     ij;  (u) ,  v)  dv. 

En  posant  en  outre 

<}<(«,  oj)  =  f^_,{x,if)f{u,m)F^{m), 

et  jiartant 

<!>  (u> ,  v)  =  f^_,  (X ,  m)  f{m ,  v)  F,  (v) , 

il  s'ensuit 

px  px  pX  pva 

I     F,.{m)dm  I     f^_^{x,u)f{u,m)du  =    j     f^_^{x,m)dm  j      f{m,v)F,.{v)dv, 

39* 
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c"est-ä-dire,  d' apres  la  formule  (1.)  de  ce  no.  et  la  formule  (A'.)  du  no.  pre- 
cedent, 

Xq  Xq 

En  posant  dans  cette  equation  au  Heu  de  r  et  q,  premierement  0  et  ^,  puis 
1  et  </  — 1,  puis  2  et  §'  — 2,  puis  3  et  5»  — 3,  etc.,  jusqu'ä  q  —  \  et  1,  et  en 
ajoutant,  on  obtient 

J^F,{o.)f^{x,uy)do,  =J"'/„(x,m)F,  («,)(?«>  =  F^^,{x), 

donc  r equation  (4.)  se  trouve  demontree. 
Greifswald,  mai  1870. 
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299. 
301 


302, 


1)  Änderungen  gegen  das  Original. 

Eine  nicht  geringe  Anzahl  von  Druckfehlern  des  Originals,   die  als   solche  dem  Inhalte  der  Ab- 
handlung nach  unmittelbar  zu  erkennen  sind,  wurde  stillschweigend  berichtigt;  femer  wurde  gesetzt; 
S.  295,  Zeile    3  v.  u.  Pour  statt  Par, 
„    296,      „      13,  12  V.  u.  des  accents  statt  d'accents, 
297,      „        1  de  fa^on  statt  ainsi, 

15  V.  u.  dans  A  par  A,  statt  en  A  avec  A„ 
4,  5  nulles  statt  zero, 
10  V.  0.  nulle,  Zeile  C  v.  u.  nul  statt  z^ro, 

6  en  statt  dans, 

2,  3  donnöes  par  les  relations  statt  li^es  par  la  relation, 
4,  3  V.  u.  dans  statt  en, 

2  V.  u.  und  ebenso  im  Folgenden  S.  302  u,,  Uj, ...,  u^  statt  Vi,  v.^,  .,,,v„  zur 
Bezeichnung  derjenigen  Functionen  von  t,  die  aus  Vi,  yi,  ■ .-,  y^  hervor- 
gehen, wenn  man  die  unabhängige  Variable  x  durch  t  ersetzt, 

7  V.  u.  dans  statt  en, 
303  zwischen  den  einzelnen  Gliedern  der  beiden  Reihen  (2.),  (3.)  -I-  Zeichen  statt  Kommata, 
304,  Zeile  11  C'est  ce  que  statt  C'est  que, 

306,  „       8  D'apres  statt  Par, 
9  V.  u.  6(x)  statt  %(x), 
5  V.  u.  d'une  maniere  gön^rale  statt  g^n^ralement, 

3  V.    U.    fq{x,z)    statt   fq{X,t), 

2  V.  u.  d'une  maniere  plus  distincte  statt  plus  distinctement, 

307,  „        7  Dans  statt  Pour, 
2  V.  u.  ü  s'ensuit  statt  il  suit. 

2)  In  der  Formel  (C.)  auf  S.  302  hat  man  in  Ai(i, x)  und  A(0  unter  2/i,  2/21  •••>  2/ot  nicht  die  zu  Anfang 
der  No.  3  definirten  so  bezeiclmeten  Functionen,  sondern  ein  Fundamentalsystem  der  Differentialgleichung 

A(y)-A(2/)  =  0 
und   entsprechend   unter    jj,  Uj,  . . .,  •),„   diejenigen   Functionen   von  t   zu   verstehen,   die   aus   diesen 
2/ij  2/ji  •  •  ■)  2/m  durch  Vertauschung  von  x  mit  t  hervorgehen. 
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S.  302,  Zeile  6  v.  u.  ist  hinter  >et«  zu  ergänzen:  »de  meme,  que  la  premiere  deriv^e  de  ^i{t,x) 
prise  par  rapport  ä  t  se  forme  si  l'on  remplace«;  diese  oder  eine  ähnliche  Wendung  ist  wohl  durch 
ein  Versehen  ausgefallen. 

S.  304  müssen  in  den  für  mod«/„  und  modi!,._,  aufgestellten  Ungleichungen  (4.  und  ZeUe  13)  die 
rechten  Seiten  abgeändert  werden.  Beachtet  man  aber,  dass  zu  Folge  des  in  der  No.  4  geführten 
Convergenzbeweises  die  Reihe  (3.)  (S.  303)  unbedingt  und  gleichmässig  convergiert  und  demnach  glied- 
weise integrirbar  ist,  so  folgt,  wenn  man  diese  Reibe  mit  der  unabhängigen  Variabein  t  bildet, 
dann  mit  '  ' — i  multipUcirt  und  zwischen  den  Grenzen  a;»  und  x  auf  einem  die  singulären  Punkte  der 
Differentialgleichung  (1.)  No.  2  vermeidenden  Wege  integrirt,  dass  einerseits  die  Reihe  (5)  (S.  304)  un- 

bedingt  und  gleichmässig  convergent  und  andererseits,   wenn  man  jetzt  unter      '    '       denjenigen  Aus- 
ZI  (t) 

druck  versteht,  der  in  der  Gleichung  (C.)  (S.  302)  unter  dem  Integralzeichen  auftritt  (vergl.  oben), 

lim  v,._i  =  0 

ist.  Auch  lässt  sich  mit  den  in  der  Abhandlung  entwickelten  Hülfsmitteln  unschwer  erweisen,  dass  die 
Reihe  (5.)  gliedweise  differentürbar  ist.  Der  letztere  Punkt  ist  für  die  Erörterungen  der  No.  7  von 
Wichtigkeit.  ScH. 
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BEMERKUNGEN  ZU  DER  ABHANDLUNG: 

«ÜBER  HYPERGEOMETRISCHE  FUNCTIONEN  ?i*"  ORDNUNG« 

IN  DIESEM  JOURNAL  BD.  71   S.  316. 

(Journal  für  die  reine  und  angewandte  Mathematik,  Bd.  72,  1870,  S.  255—262.^ 


1. 
In  meiner  Arbeit  (dieses  Journal  Bd.  66,  No.  7*))  ist  gezeigt,  dass  in  [255 
der  Klasse  der  ebendaselbst  No.  4  Gleichung  (12.)  charakterisirten  Differential- 
gleichungen, den  Fall  einer  Differentialgleichung  erster  Ordnung  mit  drei 
singulären  Punkten  abgerechnet,  diejenige,  welcher  die  durch  die  GAUsssche 
Reihe  darstellbaren  Functionen  genügen,  die  einzige  ist,  welche  durch  die 
singulären  Punkte  und  die  Exponenten  der  zu  den  einzelnen  singulären  Punkten 
und  dem  Unendlichkeitspunkte  gehörigen  Fundamentalsysteme  von  Integi-alen, 
oder,  was  dasselbe  ist,  durch  die  Wurzeln  der  zu  diesen  Punkten  gehörigen 
determinii-enden  Fundamentalgleichungen  allein  vollständig  bestimmt  wird. 
Ist  n  die  Ordnung  der  Differentialgleichung  (12.)  No.  4  meiner  angeführten 
Abhandlung,  q  die  Anzahl  der  gegebenen  und  bestimmten  singulären  Punkte 
derselben,  so  ist,  wie  aus  No.  7  ebendaselbst  zu  ersehen,  die  Anzahl  der 
nach  Festsetzung  der  Wurzeln  der  determinirenden  Fundamentalgleichungen 
noch  verfügbaren  Constanten  der  Differentialgleichung: 

_    w'(p-l)-w(p  +  l)  +  2 


1)  Abb.  TI,  S.  202  dieses  lianaes.    Seh. 
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In  der  in  der  Ueberschrift  genannten  Abhandlung  nimmt  Herr  Pochhammer 
diesen  Satz  zum  Ausgangspunkte  seiner  Untersuchung.  Er  betrachtet  den 
Fall  Q  —  n  und  verfügt,  nachdem  er  für  jeden  einzelnen  singulären  Punkt 
und  den  Unendlichkeitspunkt  die  Exponenten  fixirt,  über  die  übrigen 

_    (n  -  2)  (»'  - 1) 
^"  ~  2 

Constanten  der  Art,  dass  er  zu  einer  Differentialgleichung  gelangt: 

(A.)   ?(^)4J+s*(-irn(^-/^-i)„-*?'"-^'(^)+(A-/o-i)„_,..r-'-"(^)]4^  =  o, 

256]  wo 

<f{x)  ==  {x-a,){x-a,)...(x-a„), 

<p(x)  x  —  a^      x  —  a^  x  — a„  ' 

indem  6,,  6^,  ...,  6^,  A  willkürlich  gegebene  Constanten  bedeuten  (s.  seine  Ab- 
handlung, Abschnitt  I.   Gleichung  (16.). 

2. 

Um  zur  Differentialgleichung  (A.)  zu  gelangen,  stellt  Herr  Pochhammer 
—  wenn  ich  mich  in  der  von  mir  gebrauchten  Terminologie  ausdrücke  — 
die  Bedingung  auf,  dass  die  determinirenden  Fundamentalgleichungen  für-  jeden 
singulären  Punkt  die  Wurzeln  0,  1 ,  2 ,  . . .,  »t-2 ,  für  den  Unendlichkeitspunkt 
aber  die  Wurzeln  -A  + 1,  -  A+ 2, -A+ 3,  . .., -A  + w-1  haben,  und  dass  die 
diesen  Wurzeln  als  Exponenten  zugeordneten  Integrale  für  jeden  singulären 
Punkt  geradezu,  für  den  Unendlichkeitspunkt  aber  mit  ,^■"^■^'  multiplicirt  in  der 
Umgebung  des  bezüglichen  singulären  Punktes  oder  des  Unendlichkeitspunktes 
eindeutig,  continuirlich  und  endlich  werden  und  in  denselben  Punkten  von 
Kuli  verschieden  sind. 

Der  analytische  Ausdruck  dieser  Bedingungen  ist  diu-ch  No.  7  meiner 
Abhandlung  dieses  Journal  Bd.  68^)  implicite  gegeben.  Soll  für  einen  sin- 
gulären Punkt  a  die  determinirende  Fundamentalgleichung  die  Wurzeln 
0,  1,  2,  ...,  M— 2  und  ausserdem  die  Wurzel  ft  enthalten,  so  hat  man  danach 
zwei  Fälle  zu  unterscheiden: 


>)  Abh.  VII,  S.  228  ff.  dieses  Bandes.    Seh. 
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Entweder  ist  /x  keine  positive  oder  negative  ganze  Zahl,  alsdann  bilden 
die  Wurzeln  0,  1 ,  2,  .. .,  m-2  eine  Gruppe  für  sich,  und  der  dort  angegebene 
analytische  Ausdruck  für  die  Bedingung,  dass  die  dieser  Wurzelgruppe  ent- 
sprechende Integralgruppe  in  der  Umgebung  von  a  von  Logarithmen  frei  sei, 
ist  mit  den  Gleichungen  des  Herrn  Pochhammer  identisch,  wenn  man  in 
letzteren  P^{x)  für  R,^(x)  setzt. 

Oder  ft  ist  eine  positive  oder  negative  ganze  Zahl,  alsdann  bilden  alle 
n  Wurzeln  0,  l,2,...,w  — 2,  ;*  eine  einzige  Gruppe.  Der  analytische  Aus- 
druck der  Bedingung,  dass  die  dieser  Wurzelgruppe  entsprechende  Integral- 
gruppe von  Logarithmen  frei  sei,  wie  sie  No.  7  meiner  Abhandlung  Bd.  68 
giebt,  enthält  alsdann  ausser  den  Gleichungen  des  Herrn  Pochhammer 
noch  andere. 

Ist  insbesondere  ft  gleich  einer  der  Zahlen  0,l,2,...,w-2,  so  folgt 
schon  aus  No.  6  meiner  Abhandlung  Bd.  66'),  dass  die  Integralgruppe  [257 
Logarithmen  enthält. 

Dasselbe  gilt  vermittelst  der  Substitution  x  =  —  für  den  Unendlichkeits- 
punkt.  —  Wir  haben  also  das  Resultat: 

Die  Behauptung  des  Herrn  Pochhammer,  dass  stets  die  Integrale  der 
Differentialgleichung  (A.)  für  jeden  singulären  Punkt  oder  für  den  Unendlich- 
keitspunkt mit  Potenzen  resp.  von  x  —  a  oder  x  multiplicirt  in  der  Umgebung 
von  a  oder  des  Unendlichkeitspunktes  eindeutig,  continuirlich  und  endlich 
sind,  ist  nicht  richtig. 

3. 

Auch  die  Einschränkungen,  welche  Herr  Pochhammer  im  H.  Abschnitt 
seiner  Abhandlung  für  die  Werthe  von  6^,  6^,  ...,  6„,  X  macht,  ändern  in  dieser 
Beziehung  nichts. 

Es  sei  mir  gestattet,  ein  Beispiel  hinzuzufügen,  auf  welches  ich  nachher 
noch  einmal  zurückkommen  werde. 

Es  sei  M  =  2,  «j  =  0,  a,  =  1,  und  den  eben  angeführten  Einschränkungen 
in  Bezug  auf  ft,,  ft,,  ...,  ft„,  A  gemäss  h^  =  li,  6,  =  Ij,  A  =  2i,  so  wird  die 
Differentialgleichung  (A.) : 

(1.)  4^(^_l)g._8(2a;-l)-;^  +  2l2/  =  0. 


1)  S.  19S  diese»  Bandes.    Seh. 
Pnchs,  mathem.  Werke.    L  40 
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Versucht  man  dieser  DifFerentialgleichung  in  der  Umgebung  von  x=  0  dui'ch 
eine  Reihe 

0 

ZU  genügen,  in  welcher  c^  von  Null  verschieden  ist,  so  müsste  für  A;  =  0,  1 ,  2 ,  . , . 
in  inf. 

(2.)  'A{Jc  +  l){1c-2)c^^,  =  (4^'-20Z;+21)fj 

sein.     Allein  für  k  ^  2  verschvv^indet   der  Coefficient  von  c^^^,    aber  nicht  der 
Coefficient  von  c^  dieser  Gleichung,  wie  es  sein  müsste. 

Ebenso  wenig  ist  in  der  Umgebung  von  x  =  1  eine  Entwickelung  der  Form 

0 

möglich,  wenn  c„  von  Null  verschieden  sein  soll. 
Setzt  man  x  =  j,  so  erhält  man  aus  (1.) 

(la.)  4(l-0f  5-  +  8(3-20<-J+2l2/  =  0. 

258]  Die  Wurzeln  der  zn  t  =  0  gehörigen  determinirenden  Fundamentalgleichimg 
sind  —  I  und  —  |.     Setzt  man 

y  =  i~^-n, 

so  wird  aus  (la.) 

(Ib.)  4(l-<)<^  +  4(3<-l)^-7vi  =  0. 

Dieser  Differentialgleichung  kann  man  nicht  durch  eine  Reihe 

0 

genügen,  wo  c^  von  Null  verschieden  ist,  was  wie  oben  folgt. 

Überhaupt  hat  die  zu  irgend  einem  singulären  Punkt  a^  der  Differential- 
gleichung (A.)  gehörige  determinirende  Fundamentalgleichung  ausser  den 
Wui-zeln  0,  1,  2,  ...,  w  — 2  die  Wurzel  b^  +  l  —  l,  und  wenn  diese  eine  positive 
oder  negative  ganze  Zahl  ist,  so  können  nach  No.  2  die  Integrale  der  Diffe- 
rentialgleichung (A.)  in  der  Umgebung  von  a^  I^ogaiithmen  enthalten.  —  Die 
zum  Unendlichkeitsjjunkte  gehörige    determinirende  Fundamentalgleichung  hat 
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ausser   den   Wurzeln   —  A  +  1,  —  A  +  2,  —  A  +  3,  . . .,  —  A +  w— 1    noch    die  Wurzel 

w  —  A  —  (6j  +  6j H [-bj.      Ist    also    b^  +  b^-{ h  ö„   eine    positive    oder    negative 

ganze   Zahl,    so   können    die   Integrale    der   Differentialgleichung    (A.)    in    der 
Umgebung  des  Unendlichkeitspunktes  Logarithmen  enthalten. 

In  der  That  sind  in  dem  obigen  Beispiele  für  die  singulären  Punkte  0 
und  1  die  zu  der  Wvirzel  Null,  für  den  Unendlichkeitspunkt  die  zu  der 
Wurzel  —  f  der  bezüglichen  determinirenden  Fundamentalgleichungen  gehö- 
rigen Integrale  der  Differentialgleichung  (l.)  mit  Logarithmen  behaftet. 

4. 
Wir    finden   das    obige   Resultat   auch   bestätigt,    wenn    wir    die    im  Ab- 
schnitt II.  der  Abh.  des  Herrn  Pochhamner  behandelte  Integration  der  Diffe- 
rentialgleichung  (A.)   durch   bestimmte    Integrale    einer   Prüfung    unterziehen. 
Es  wird  daselbst  verificirt,  dass 


(m  — aj  '       («t  — «2)  ...(«  — aj"       {u  —  x) 


1-1  , 
du 


und 


2/v  =  /      ("  — f'i)  '       0*  — f'2)  '       •••(«  — «7i)"      {li—x)        du 


Integrale  der  Differentialgleichung  (A.)  sind. 

Wir  wollen  uns  jedoch  nicht  bei  dem  Umstände  aufhalten,  dass  man  [259 
erst  dann  die  Differentialgleichung  (A.)  als  durch  diese  Functionen  von  x  in- 
tegrirt  ansehen  könnte,  wenn  der  Nachweis  geliefert  wäre,  dass  man  aus  den- 
selben ein  Fundamentalsystem  von  Integralen  herstellen  könne,  d.  h.  ein  solches 
System,  zwischen  dessen  Elementen  keine  identische  lineare,  homogene  Re- 
lation mit  Constanten  Coefficienten  stattfindet.  Wir  wollen  daher  zulassen, 
dass  z.  B.  ?/„,  2/,,,  2/23)  •••>  %-a-i,  %-a+i'  %+a+2'  •••'  ^n-..»»  Vi^  ei»  Fundamental- 
system bilden,  und  die  Entwickelung  dieser  Functionen  in  der  Umgebung  von 
«4  prüfen. 

Zunächst  muss  das  von  Herrn  Pochhammer  adoptirte  Princip,  dass  ein 
bestimmtes  Integral  als  Function  eines  Parameters  aufgefasst  eindeutig  sei, 
wenn  die  einzelnen  Elemente  desselben  eindeutig  sind,  zurück- 
gewiesen werden.  Ich  will  hier  nicht  auf  die  Behandlung  solcher  Functionen 
nach  diesem  Gesichtspunkte  tiefer  eingehen,  verweise  vielmehr  auf  meine  Abh. 

40* 
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Bd.  71  dieses  Journals  »die  Periodicitätsmoduln  der  lijqjerelliptischen  Integrale 
etc.«').  Ich  will  nur  bemerken,  dass  man  nicht  übersehen  dürfe,  dass  sich 
auch  die  Integrationswege  und  die  Integrationsgrenzen  ändern,  und  dass  schon 
die  einfachsten  Beispiele  die  Ünzulässigkeit  des  genannten  Princips  zeigen. 
Betrachtet  man  z.  B. 


als  Function  von  x.,  so  ist  -^^^  um  jeden  Punkt  x  eindeutig,  aber  y  =  log^-^^j 
ist  nicht  eindeutig  um  x  =  0  und  x  =  1. 

Es  lässt  sich  in  der  That  auf  anderem  Wege  beweisen,  dass  die  Function 
y  wo  (i  und  v  von  k  verschieden  sind,  und  der  Integrationsweg  nicht  durch 
o    geht,  in  der  Umgebung  von  «^  eindeutig,  endlich  und  continuirüch  ist. 

Denn  man  kann  bei  einem  umlaufe  von  x  um  o^  den  Umlaufskreis  so 
klein  annehmen,  dass  der  Integrationsweg  von  y^^^  ganz  ausserhalb  desselben 
Hegt.     Man  hat  alsdann 

mod  (x  —  a^)  <  mod  (m  —  a^ , 

so  dass,  wenn  man  setzt 


CD  CO,-, 

(1.)  y^.   =    Sa^ai^-ß*)"    /        ^fi(«)(M-«* 

ü  J„ 


&t  +  x-a-; 


260]  wo  l^  die  successiven  Binomialcoefficienten  von  A  — 1  bedeutet.  Die  hier  vor- 
kommenden Integrale  sind  endlich,  weil  der  Integrationsweg  nicht  durch  a^ 
geht,  und  weil  über  die  Grössen  &„  6^,  ...,  J,^  und  A  solche  Dispositionen  ge- 
troffen sind,  dass  ^^^(^O  ^^^f  ^qtc^  ganzen  Wege  endlich  ist. 

HeiT  Pochhammer  lässt  bei  seiner  Beweisart  zu,  dass  der  Integrationsweg 
durch  «j  gehe.  Aus  unserem  Beweise  ist  zu  ersehen,  dass  dieses  unzulässig. 
Aber  abgesehen  hiervon  kann  man  aus  Xo.  7  meiner  Abhandlung  (dieses 
Jounal  Bd.  71^))  sehen,  wie  die  Eindeutigkeit  aufgehoben  würde,  falls  der 
Integrationsweg  durch  a^  ginge. 


1)  Abb.  YHI,  S.  241  ff.  dieses  Bandes,    Seh. 
9)  S.  260  ff.  dieses  Bandes.    Seh. 
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Ebenso  folgt,    dass  y^^  in  der  Umgebung  von  a^  mit  {x  —  a^)  *  mul- 

tiplicirt  eindeutig  ist.  In  der  That  ist  es  bei  einem  Umlaufe  von  x  um  a^ 
möglich,  den  Integrationsweg  von  «^  nach  x  ganz  innerhalb  des  Umlaufs- 
kreises zu  erhalten,  so  dass 

mod  (m  —  «j)  ^  mod  {x  —  a^). 
Man  hat  alsdann 


%lh{x-a,f-^-''f'VM(;u-a,j'''^''     \ 


Ist  fi  von  Ti  verschieden,  so  ist 

mod  (m  —  a^)  <  mod  (»„  —  %), 
folglich  lässt  sich  ^\{u)  nach  positiven  ganzen  Potenzen  von  u  —  a^  entwickeln. 
Es  sei  demnach 


r 


^,(»)(M-a,^-^  +  "c?«   =    (*-«*^"^°icJ'ca(^-«J, 


so  folgt 

(2.)  y,  =  {x-aJ-^'"''^±,±,M,,{x-a,)\ 

Anders  verhält  es  sich  jedoch  mit  y^.  Während  nämlich  a;  um  a^  einen 
Umlauf  macht,  ist  nicht  bloss  die  obere  Grenze,  sondern  auch  der  In- 
tegrationsweg  zu  ändern,  so  dass  er  durch  keinen  der  Punkte  a^.,  a^^  . . . ^  a^ 
hindurchführt.  Hierdurch  geht  y^  nach  einem  solchen  Umlauf  im  Allgemeinen 
in  eine  lineare  homogene  Function  der  übrigen  Integrale  des  Fundamental- 
systems über,  muss  also  in  der  Entwickelung  für  die  Umgebung  von  a^  Loga- 
rithmen enthalten  (vergl.  meine  Abh.  Bd.  71,  No.  5  bis  7*)).  Da  a^  eine  be- 
liebige von  ttj.  verschiedene  der  Grössen  a^,  a^,  ...,  «^  ist,  so  folgt,  dass  die 
Behauptung  des  Herrn  Pochhammer,  y^  sei  in  der  Umgebung  von  «^  eindeutig, 
wenn  h  von  v  verschieden  ist,  allgemein  nicht  richtig  ist. 

Ich  will  letzteres  noch   durch   ein  Beispiel   erläutern.     Nimmt   man,   wie 
in  No.  3,  n  =  2,  6j  =  l|,  &,  =  li,  A  =  2},  so  ist 

/«    j  1  a  [261 

u '  (h  —  ly  (u  —  x)'  du 

ein  Integral  der  Diflferentialgleichung  (1.)  in  No.  3. 

1)  S.  247  ff.  dieeeslBuidea.    Scb. 


Es  ist  dann 
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Befindet  sich  x  in  der  Umgebung  von  1,  so  kann  man  den  Integrations- 
weg in  ?/  so  wählen,  dass  beständig 

mod(«  — l)^mod(a;  — 1),     mod(H  — 1)<1. 
Es  sei  daher 

wo 

und  r(M,a;)  nur  positive  ganze  Potenzen  von  u  —  \  und  x~\  enthält,  also 

(4.)  y  =  -B,  {x)  {x-lf\og(\-  x)  +  S  {x) , 

wo  8(x)  nur  positive  ganze  Potenzen  von  x  —  \  enthält.  Dieses  Integral  ge- 
hört zur  Wurzel  Null  der  dem  Punkte  x  =  1  angehörigen  determinirenden 
Fundamentalgleichung  der  Differentialgleichung  (1.)  No.  3. 

5. 

Schliesslich  ist  noch  anzuführen,  dass  von  einem  allerdings  ganz  ver- 
schiedenen Gesichtspunkte  aus  bereits  Herr  Tissox  im  17.  Bande  (Jahrgang 
1852)  des  Liou^^LLESchen  Journals  in  der  Abhandlung  »sur  un  determinant  etc.« 
zu  einer  Differentialgleichung  geführt  wurde,  welche  im  Wesentlichen  von  der 
Differentialgleichung  (A.)  des  Herrn  Pochhammer  nicht  verschieden  ist.  Auch 
hat  Herr  Tissot  dieselbe  durch  bestimmte  Integrale  integrirt,  welche  wesentlich 
mit  denen  im  II*°"  Abschnitt  der  Abh.  des  Herrn  Pochhammer  übereinstimmen. 

Bezeichnen  wir  in  der  That  die  Integrationsvariable  in  den  Integralen  A^ 
des  Herrn  Tissot  mit  u  statt  mit  x  und  setzen  x  für  a,  A  — 1  für  n  —  m,  i,  — 1 
für  —  m^,  b^  —  \  für  —ni^,  b^—l  für  —ni^,  ...,  i„— 1  für-  —  ?»,,  endlich  e~"<f{u)  für 
<:p(M),  so  ist 

,  /*"'■+'/  \&i-l/  N&2-1         ^  \&n-l/  ^il-l7 

A-  ^  I        («<  — aj  '       {u  —  aj'       ...(«  —  «„)"       (m  — x)        du, 
«• 
262]  mit  den  Integralen   des  Hen-n  Pochhammer   im  Abschnitt  II.  seiner  Abh. 
übereinstimmend. 


BEMEBKIKGEN  ZV   DER  ABH.  VBER  HYPEEGEOM.  FVKCTIONEN  W'"  OKDNtKG.   319 

Die  Function  &{^^)  bei  Herrn  Tissot  wird  jetzt 

F{ii)  und  cp(?<)  in  der  Bedeutung  des  Herrn  Tissot  genommen.     Nun  ist 

IF{ii)  =  (— !)''(«  — a;)tp(M)    und 
jM-A  +  l        1-5,       l-6„                1-&„1 
Ä(m)    =    (-1)"  M-iC    (p(«     ^^— + -^ -  +  •■■  +  -\, 

wenn  bei  diesen  letzteren  Formeln 

tp(M)  =  (m  — a,)(««  — Wj) ...  (m  — a„) 

bedeutet.     Es  ist  demnach 

(2.)  Ä  (m)  =  (- 1)"  [(w  -  A  + 1)  <p  (m)  +  (m  -  x)  cp'(«0  -  0«  -  a;)  <J*  (m)]  , 

wo 

^^  ^        ^^  '[m  — a,      t<  — a,  M  — a„J 

Man  hat  also 

(3.)    {k  + 1)  5*(a;)  -  Ä-F'*-^"(a;)  =  (- 1)"  [(w  -  A  + 1)  (p*(^)  -  W^-'\x)]  (fc  + 1). 

Setzt   man   also   in   die  Differentialgleichung  (7.)  No.  7  der  Abh.  des 

Herrn  Tissot 

w  +  l  — fc  =  i 

und  multiplicirt  mit      _""'     ,  so  wird  dieselbe 

(4.)   s(-ir'-^'[(A-?-i)„-m?'""*-''(^)+(^-^-i)n-;r-"(^)]S-  =  0, 
ji+i  "•*' 

wo  festgesetzt  ist,  dass  das  Symbol  m^  für  ein  negatives  h  verschwindet. 

Die   Differentialgleichung   (4.)  ist  genau   die   Ableitung   der   Differential- 
gleichung (A.). 

Greifswald,  den  5.  Juni  1870. 


ANMERKUNGEN. 


1)  Änderungen  gegen  das  Original. 

Es  wurde 

S.  311,  Zeile  7  v.  u.  wird  statt  werden  gesetzt, 
„    311,      ,,      3  V.  u.  »determinirenden«  eingefügt, 
„    315,      „      7  V.  u.  bilden  statt  bildet  gesetzt, 
„    317,      „    13  V.  u.  vor  »istc  ein  >so€  unterdrückt. 

2)  S.  311,  Zeile  13,  12  v.  u.  sind  (vergl.  die  Anmerkungen  zu  den  Abhandlungen  VI,  S.  203  und  V,  S.  158) 
die  Worte  >niit  drei  singulären  Punkten«  zu  streichen. 

Die  zu  Anfang  der  No.  3,  S.  313  erwähnten  Einschränkungen  (siehe  Pochhammee,  Journal  f.  d. 
r.  u.  a.  Mathematik,  Bd.  71,  S.  336)  bestehen  darin,  dass  die  Constanten  &i,&2>  ••■>&»  grosser  als  1, 
die  Constante  l  grösser  als  n  vorausgesetzt  werden. 

Auf  die  in  der  vorstehenden  Abhandlung  enthaltenen  >Bemerkungeu«  hat  Herr  Pochhammee  im 
Journal  f.  d.  r.  u.  a.  Mathematik,  Bd.  73,  S.  143  Fussnote  entgegnet.  ScH. 


XII. 


ÜBER  DIE  FORM  DER  ARGUMENTE  DER  THETAFÜNCTIONEN 

UND  ÜBER  DIE  BESTIMMUNG  VON  0(0,0,  ...,0)  ALS  FUNCTION 

DER  KLASSENMODULN. 

(Journal  für  die  reine  and  angewandte  Mathematik,  Bd.  73,  1871,  S.  305—323.) 


Wenn  man  die  Argumente  der  Thetafunctionen  durch  gewisse  Inte-  [305 
grale  erster  Gattung  und  die  Coefficienten  der  homogenen  Function  zweiten 
Grades  durch  die  Periodicitätsmoduln  derselben  ersetzt,  so  hat  Riemann  in 
seiner  Theorie  der  AsELSchen  Functionen  (dieses  Journ.  B.  54'),  §  22)  nach- 
gewiesen, dass  die  dadurch  gebildete  Function  des  Ortes  in  der  Fläche  T, 
wenn  sie  nicht  identisch  für  jeden  Punkt  verschwindet,  für  p  Punkte  unend- 
lich klein  erster  Ordnung  wird,  und  dass  man  die  Argumente  als  Functionen 
der  Nullpunkte  so  darstellen  kann,  dass  die  Substitution  von  p  willkürlich 
gegebenen  Punkten  für  dieselben  bewirkt,  dass  die  Thetafunction  in  den  letz- 
teren verschwindet.  Die  Ausführung  dieser  Transformation  erfordert  die  Be- 
rechnung gewisser  ebendaselbst  angegebener  Integralausdrücke,  welche  in  dem 
Falle  der  hypereUiptischen  Integrale  von  Herrn  Carl  Neumann  in  einer  Schrift 
über  AsELSche  Integrale  (Halle  1863)  angedeutet  und  später  in  seinen  »Vor- 
lesungen über  die  RiEMANNsche  Theorie  etc.«  pag.  458  —  484  ausführlich  ent- 
wickelt worden  ist.  Da  jedoch  in  dem  allgemeinen  Falle  die  Berechnung 
jener  Integralausdrücke  mit  grossen  Schwierigkeiten  verbunden  ist,  so  hat 
schon  RiEMANN   ein  Mittel   dieselbe    zu  umgehen  angedeutet.     Als  ein  solches 

I)  Riemanns  Werke  (1892),  S.  88-142.    Seh. 
Fnchs,  mathem.  Werke.    I.  41 
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Mittel  erscheint  der  Satz  im  §  23  seiner  Theorie,  dessen  Anwendung  jedoch 
noch  auf  erhebliche  Schwierigkeiten  führt.  In  dem  Falle  der  hyperelliptischen 
Integrale  hat  auf  einem  anderen  Wege  Herr  Prym  (Zur  Theorie  der  Functionen 
in  einer  zweiblättrigen  Fläche,  Zürich  1866,  §  12  und  13)  unter  Anwendung 
einiger  ihm  von  Riemann  mitgetheilten  Sätze  über  Charakteristiken  die  oben 
postulirte  Form  der  Argumente  der  Thetafunctionen  mit  Umgehung  der  In- 
tegralausdrücke entwickelt. 

In  dem  Werke  über  ABELsche  Functionen  haben  die  Herren  Clebsch 
und  Gordan  (das.  §  56)  die  Herstellung  der  gewünschten  Form  der  Theta- 
argumente  im  Wesentlichen  auf  die  Auflösung  gewisser  algebraischer  Glei- 
306]  chungen  und  die  Absonderung  eines  gewissen  Systems  bevorzugter  Wurzeln 
derselben  zurückgeführt.  Dieselbe  Form  hat  nach  ihnen  Herr  H.  Weber 
(d.  J.  B.  70,  pag.  314  sqq.)  mit  Hülfe  RiEMANNScher  Principien  verificirt.  — 
Obgleich  die  Absonderung  der  bevorzugten  Wurzeln  unter  gegebener  Quer- 
schnittszerlegung der  Fläche  T  mit  erheblichen  Schwierigkeiten  verknüpft  ist, 
so  ist  die  von  den  Herren  Clebsch  und  Gordan  angenommene  Form  der 
Argumente  von  weitreichendem  Vortheil.  Wir  wollen  dieses  hier  an  dem 
Beispiel  der  Bestimmung  von  0(0,  0,  ...,0)  als  Function  der  Klassenmoduln 
zeigen,  indem  wir  nachweisen,  dass  das  von  Herrn  Thomae  (d.  J.  B.  66,  pag.  95) 
gefundene  Resultat  unter  Zugrundelegung  der  CLEBSCH-GoRDANSchen  Form  sich 
wesentlich  vereinfacht.  —  Ehe  wir  jedoch  auf  diese  Materie  eingehen,  wollen 
wir  zuerst  zeigen,  wie  man  durch  Weiterentwickelung  des  schon  oben  er- 
wähnten von  Riemann  §  23  seiner  Theorie  gegebenen  Satzes  auf  natürlichem 
Wege  zu  der  Form  der  Herren  Clebsch  und  Gordan  gelangen  kann,  und 
ausserdem  über  die  Absonderung  der  bevorzugten  Wurzeln  einige  Bemerkungen 
hinzufügen.  —  Wir  werden  die  Abhandlung  von  Riemann  über  ABELSche 
Functionen  (d.  J.  B.  54)  kurz  als  R.  A.  F.  und  das  Werk  der  Herren  Clebsch 
und  Gordan  kurz  als  Cl.   G.  A.  F.  citiren. 

1. 

Es  sei  im  Anschluss  an  die  RiEMANNSche  Bezeichnungsweise  die  den 
AfiELschen  Functionen  zu  Grunde  liegende  algebraische  Gleichung 

FCsf'e)  =  0        (R.  A.  F.  §5) 
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und 


(1.)  t«'«  =    /      '^°^  If  '  ^  ^^'  ^"  =  ^'^ *^ 


/  _ 

'^V  ds 

wo  n  einen  festen  und  |  einen  bewegliclien  Punkt  der  Fläche  T  bedeutet,  ein 
System  linear  unabhängiger  Integi-ale  erster  Gattung,  wie  es  (E,.  A.  F.  §  18) 
definirt  ist.     Wir  setzen 

(2.)  «a  =  Cc+w,,  (a=l,2,...,p) 

wo  die  c    Constanten  bedeuten,  welche  durch  die  Gleichungen 

(3.)  {p-l)c,+  K,  =  0  (a  =  l,2,...,|,) 

bestimmt  sind,  wenn  K^  den  ebenso  bezeichneten  Ausdruck  bei  Riemann  (über 
das  Verschwinden  der  Thetaf.  d.  J.  B.  6  5^)  §  1)  bedeutet,  jedoch  mit  der  Ab- 
änderung, dass  daselbst  u  durch  w  zu  ersetzen  ist. 

Es  ist  alsdann  für  beliebige  />-!  Punkte  S^,  |,,  --oip-i  [307 

^(f(sV"a(Sj))  =  0. 

wo  «.(Su)  den  Werth  bedeutet,  welchen  ti^  annimmt,  wenn  |  in  ^^  hineinrückt 
(s.  RiEMANN  ü.  d.  V.  d.  Thetaf.  §  1  und  2).     Hieraus  folgt,  dass 

(4.)  -&(a(wa(l)-Sa«a(lb))) 

verschwindet,  wenn  §  in  einen  der  Punkte  |^,  §,,...,  1^  hineinfällt,  welches 
übrigens  auch  diese  Punkte  sein  mögen. 

Sind  1,1,,...,!,  Punkte,  welche  mit  p  —  2  anderen  Punkten  durch  eine 
Gleichung  cp  =  0  verknüpft  sind  (R.  A.  F.  §  16),  so  verschwindet  die  Function 
(4.)  identisch  in  jedem  Punkte  S,  und  umgekehrt,  wenn  letzteres  stattfindet, 
so  sind  i  ,  I  ,  . . . ,  I  mit  p  —  2  anderen  Punkten  durch  eine  Gleichung  9  =  0 
verknüpft.     Beides  ergiebt  sich  aus  Riemann  (A.  F.  §  24). 

2. 

Sind  e  ,£,,...,  s,  _,  beliebige  durch  eine  Gleichung  cp  =  0  verknüpfte 
Punkte,    so   ist   bei   der   über   c^   (Gl.  (3.)  vor.  No.)    getroffenen   Bestimmung 

t)  Biemaniu  Werke,  S.  212—224.    Seh. 

41* 
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nacli  (E.  A.  F.  §  23) 

(1-)  2l>«a(=b)  =  0.  (a=l,2,...,i)) 

oder  wenn  'wir  die  Integxationswege  in  der  Fläche  T  angemessen  verlaufen 
lassen,  mit  Rücksicht  auf  Gleichung  (2.)  vor.  No. : 

2P-2    rtfi 
(la.)  2Q;-l)c„+2b/     dw^  =  Q.  (a  =  1,2,...,^,) 

Um  {p  —  \)c^^  welches  in  den  Argumenten  der  Thetafunction  auftritt,  zu  be- 
rechnen, ist  es  zweckmässig  diese  Gleichung  so  umzuformen,  dass  die  Division 
durch  2  ausgeführt  werden  könne.  Zu  dem  Ende  werde  ein  beliebiges  System 
correspondirender  Periodicitätsmoduln 

•A^Tzi  +  X,a^i  +  K(ia-.+  ■■■  +  ^p(^ap  =  ^aC-^-^)  (a  =  l,2,...,2)) 

gesetzt,  und  es  werden  p  Punkte  «,,  ß^,  .-•,  «^  derart  bestimmt,  dass: 

(2.)  Ss  /     f?^'a  +  A e-^ ,  -l)  =  2  2c  /      dw,.  (a  =  1, 2, . . .,  p) 

Dass  diese  Gleichung  lösbar  ist,  ergiebt  sich  nach  Division  durch  2  aus  dem 
308]  Satze  über  die  Umkehrung  der  AßELSchen  Integrale.  Ist  «,,  a^,  ...,  a  eine 
Lösung,  so  folgt  aus  Gleichung  (2.)  nach  dem  Satze  über  die  Umkehrung  des 
AsELSchen  Theorems  (s.  Cl.  G.  A.  F.  §  62;  vergl.  auch  Weber,  ob.  cit.  Abb. 
§  1),  dass  eine  rationale  Fimction  C  von  {s^z)  existiren  muss,  welche  für  die 
Punkte  £  von  der  ersten  Ordnung,  für-  ;*  von  der  zweiten  Ordnung  unendlich 
gross,  für  die  Punkte  «  von  der  zweiten  Ordnung  unendlich  klein  wird, 
in  allen  übrigen  Punkten  aber  weder  Null  noch  unendlich  ist.  Ist  daher 
as  +  hz  +  c  eine  lineare  Function  von  {s^z)^  die  für  ft  unendlich  klein  zweiter 
Ordnung  wird,  und  cp(  .?  ,  ^  )  diejenige  ganze  rationale  Function,  durch  welche 
die  Punkte  e  mit  einander  verknüpft  sind  (R.  A.  F.  §  16),  so  wird 

C.cp.(as  -k-hz  -^  c)  =  ({; 

für  keinen  im  Endlichen  befindlichen  Punkt  von  T  unendlich  gross,  ist  dem- 
nach eine  ganze  rationale  Function  von  {s,  z\  welche  für  die  Punkte  «  un- 
endlich klein  zweiter  Ordnung,  für  die  m-^n  —  2  (R.  A.  F.  §  8)  Punkte,  in 
denen  as-^hz-\-c  ausser  in  /*  verschwindet,  und  für  jedes  sich  aufliebende  Paar 
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von  Verzweigungspunkten  unendlich  klein  erster  Ordnung,  also  im  Ganzen  in 
2p  +  2r +  m  +  n  —  2  =  m(ti  —  i)  +  7i{m  —  l)  Punkten  unendlich  klein  erster  Ord- 
nung wird.  Hieraus  folgt,  dass  der  Grad  von  (j>  in  Bezug  auf  s  und  0  resp. 
der  w  — 1*"  und  »w  — 1'°  ist,  wie  leicht  aus  (R.  A.  F.  §  8)  folgt. 

Nach  Analogie  der  EiEMANNschen  Bezeichnung  für  Punkte,  die  durch 
eine  Gleichung  9  =  0  verknüpft  sind,  wollen  wir  p  Punkte  u^,  cc^,  ...,  «  mit 
ft  durch  eine  Gleichung  ^  =  0  verknüpft  nennen,  wenn  eine  ganze 
rationale  Function  '\i^(  s  ,  2  )  gefunden  werden  kann,  die  in  «j,  a^,  ...,a  un- 
endlich klein  zweiter  Ordnung  wird  und  überdiess  in  den  sich  aufhebenden 
Verzweigungspunkten  und  in  denjenigen  m  +  n  —  2  Punkten  von  der  ersten  Ord- 
nung verschwindet,  worin  eine  für  ;*  unendlich  klein  zweiter  Ordnung  werdende 
ganze  rationale  Function  ersten  Grades  von  (s,  0)  noch  ausserdem  Null  wird. 
Alsdann  haben  wir  den  Satz:  Jede  Lösung  a^,  a^,  ...,«  der  Gleichung 
(2.)  ist  mit  ft  durch  eine  Gleichung  (|;    =  0  verknüpft. 

Ist  umgekehrt  a^,  a^,...,«,  ein  System  von  Punkten,  die  mit  ft  durch 
eine  Gleichling  6   =  0  verknüpft  sind,  so  ist 

>i, 

C  = 


eine   rationale  Function   von  (s,  z)   mit    den   oben   angegebenen  Eigenschaften, 
und  daher  nach  dem  AsELSchen  Theorem:  [309 

8P-2       /•E6  p  /•«£ 

(3-)  S5/     dw,  =  2^l      dtc,.  (a  =  l,2,...,p) 

Hieraus  folgt: 

P  C"C  1    2P-8       /"£(,  1 

(4-)  Sc  J      fK  =    2"  2b  j     äiv,  +  -  P„  (x ,  A) ,  (a  =  1, 2, . . . ,  p) 

wo  X,  i.  Zahlenwerthe  bedeuten,  die  mod.  2  vollkommen  bestimmt  sind. 

Es  giebt  bekanntlich  2*^  incongruente  Systeme  correspondirender  halber 
Periodicitätsmoduln  iP^(x,A),  welche  man  dadurch  erhält,  dass  man  für 
Xj,  Xj,  .. .,  x^,  Aj,  A^,  ...,A    je  eine  der  Zahlen  0  und  1   setzt. 

Jedem  Systeme  von  Punkten  a^,  a^,  . . .,  a^,  die  mit  ft  durch  eine 
Gleichung  ^j;  =  0  verknüpft  sind,  entspricht  vermöge  Gleichung 
(4.)  ein  bestimmtes  System  correspondirender  halber  Periodicitäts- 
moduln. 
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Das  Problem,  aus  den  Gleichungen 

(5.)  ^a   =   Sl,  /       «^«'o  (a  =  l,2,...,i,) 

'  > 

Ij,  5j,  ...,  1^  zu  bestimmen,  wird  für  solche  Werthe  und  nur  für  solche  Werthe 
der  v^  unbestimmt,  denen  §  entsprechen,  die  mit  p  —  2  anderen  Punkten  durch 
eine  Gleichung  cp  =  0  verknüpft  sind  (s.  Cl.  G.  A.  F.  §  52).  Die  Gleichungen 
(2.)  könnten  also  für  ein  bestimmtes  P„(x,  /l)  nur  dann  mehr  als  ein  System 
von  Punkten  «  liefern,  wenn  ein  diesen  Gleichungen  genügendes  System 
«j,  «,,...,«  mit  p  —  2  anderen  Punkten  durch  eine  Gleichung  '^  =  0  ver- 
knüpft wäre.  Es  wäre  alsdann,  wenn  a^,  a^,  ...,  «,  mit  [i  durch  die  Gleichung 
(};^  =  0  verknüpft  sind,  und  as  +  b^  +  c  in  ft  unendlich  klein  zweiter  Ordnung 
wird, 

für  keinen  im  Endlichen  befindlichen  Punkt  der  Fläche  T  unendlich  gross, 
also  eine  ganze  rationale  Function  von  {s,2),  die  in  m{n  —  2)  +  n{m  —  2)  Punkten 
unendlich  klein  ist,  also  (R.  A.  F.  §  8)  eine  Function  cp^(  s  ,  z  ).  Diese  wird 
in  den  p  —  2  Punkten,  die  mit  den  «  durch  die  Gleichung  cp  =  0  verknüpft 
sind,  und  in  ft  unendlich  klein  zweiter  Ordnung,  in  den  sich  aufhebenden 
Verzweigungspunkten  unendlich  klein  erster  Ordnung.  Nun  kann  aber  ft  so 
gewählt  werden,  dass  keine  Function  von  der  Art  7,(  *  ,  ^  )  für  dasselbe 
310]  unendlich  klein  zweiter  Ordnung  wird,  was  sich  aus  der  oben  citirten  Abb. 
des  Herrn  Weber  (§  3)  ergiebt,  wenn  nicht  besondere  Beziehungen  zwischen 
den  3jo  — 3  Moduln  der  Klasse  algebraischer  Functionen,  welche  der  Theorie 
zu  Grunde  gelegt  werden,  bestehen. 

Man  kann  also  im  Allgemeinen  (i  so  wählen,  dass  keines  der  Systeme 
a  mit  p  —  2  anderen  Punkten  durch  eine  Gleichung  cp  =  0  verknüpft  ist,  und 
demnach  jedem  vorgeschriebenen  P„(x,  A)  ein  bestimmtes  System 
von  Punkten  «^  a^,  . . .,  «  ,  die  mit  11  durch  eine  Gleichung  4*^  =  0 
verknüpft  sind,  entspricht. 
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3. 

Aus  den  Gleichungen  (la.)  und  (2.)  vor.  No.  folgt: 

(1-)  c,ip-l)  =  jP,{^,l}-f,,J  'dw,.  (0  =  1,2,...,!)) 

Demnach  ist 

(2.)       ^(a(«„(?)-|;,w„(|,)))  =  ^(^^[fchv^-±,J  'dtv,-^P,{'.,k)jj. 

Das  Argument  auf  der  rechten  Seite  dieser  Gleichung  hat  die  Form,  auf 
welche  die  Herren  Clebsch  und  Gordan  (A.  F.  §  56)  dasselbe  gebracht  haben. 
Um  die  Übereinstimmung  deutlicher  hervortreten  zu  lassen,  bemerken  wir 
Folgendes:  Eine  Curve 

(3.)  0.(7,7')  =  0 

ist  vollständig  bestimmt  durch  die  Bedingungen,  dass  sie  durch  die  Doppel- 
punkte (sich  aufhebende  Verzweigungspunkte)  der  Curve 

(4.)  F(s,^)  =  0, 

durch  p  auf  der  letzteren  willkürlich  angenommene  Punkte  und  durch  m  +  7i—2 
der  Durchschnittspunkte  einer  Geraden: 

as  +  b2  +  c  =^  0 

mit  der  Curve  (4.)  hindurchgehen  soll,  wie  sich  aus  der  Vergleichung  der 
Anzahl  der  disponiblen  Coefficienten  der  Gl.  (3.)  mit  der  Anzahl  der  Be- 
dingungsgleichungen ergiebt.  Es  ist  daher  die  Curve  (3.)  die  Curve  iV— 2'" 
Ordnung  der  Herren  Clebsch  und  Gordan,  wenn  wir,  um  Verwechselungen 
vorzubeugen,  mit  N  den  Grad  der  von  ihnen  der  Theorie  zu  Grunde  ge- 
legten algebraischen  Gleichung  bezeichnen. 
Eine  Curve 

(5.)  <p(V,7')  =  o 

dagegen  ist  vollständig  bestimmt  durch  die  Bedingungen,  dass  sie  durch  die 
Doppelpunkte  der  Curve  (4.)  und  duixh  p  —  l  auf  der  letzteren  willkürlich  [311 
angenommene  Punkte  hindurchgehen  soll.  Die  Curve  (5.)  stimmt  daher  mit 
^er    Curve    iV— 3'"  Ordnung    derselben    Herren    Verfasser    überein.      Dass    im 
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wirklichen  Grad  eine  Abweichung  vorhanden  ist,  hat  seinen  Grund  darin, 
dass  f{s,  z)  in  der  RiEMANNSchen  Bezeichnung  eine  nicht  complete  ganze 
rationale  Function  fi  +  v'™  Grades  bedeutet;  ein  Grund,  welcher  auch  die  Ver- 
schiedenheit der  Ausdrücke  für  p  in  der  Theorie  von  Riemann  und  der  Herren 
Clebsch  und  Gordan  veranlasst. 

4. 
Setzt  man  in  Gleichung  (2.)  vor.  No.  |^,  ^^,  ...,  1^  resp.  gleich  a^,  a^,  ...,  «p, 
so  wird  im  Allgemeinen  nach  No.  1  und  2 


^(a(^fdiv,-^P,i-.,k)j^ 


nicht  identisch  in  jedem  Punkte  |,  sondern  nur  in  a^,  ß^,  ...,  «^  versch^vinden. 
Soll  also  letztere  Fvinction  in  [i  verschwinden,  d.  h. 


(1.)  ^(a(|p„(.,A))) 


sein,  so  muss  eine  der  Grössen  «  mit  (i  zusammenfallen;  und  umgekehrt,  wenn 
letzteres  stattfindet,  so  wird  die  Gleichung  (l.)  erfüllt.  In  diesem  Falle  er- 
giebt  sich  aus  No.  2,  dass  die  Function  (];  ,  durch  welche  die  «  mit  fi  ver- 
knüpft sind,  durch  die  in  ^  unendlich  klein  werdende  Function  as  +  b2  +  c 
theilbar,  und  der  Quotient  eine  Function  tp  ist,  welche  in  den  von  (t  ver- 
schiedenen Punkten  «  unendlich  klein  zweiter  Ordnung  wird.  (Vergl.  Gl. 
G.  A.  F.  §  75  und  Weber,  o.  c.  Abh.  §  6.) 

Man  nennt  bekanntlich  ein  System  iP^(x,  A)  von  correspondirenden  halben. 
Periodicitätsmoduln  ein  gerades  oder  ungerades,  je  nachdem 

(2,)  X,  A,  +  «2  A^  +  •  •  •  4-  5tp  Ap  =  0  oder  1 ,     mod.  2. 

Nun  ist  im  Allgemeinen  ^(a(|P„(x,  A))j  Null  oder  von  Null  verschieden,  je 
nachdem  .'P^(x,A)  ein  ungerades  oder  ein  gerades  System  halber  Periodicitäts- 
moduln ist.     (Vergl.  Cl.  G.  A.  F.  §  75  und  Weber  §  7.) 

Aus  beiden  Sätzen  ergiebt  sich,  wenn  wir  ein  System  w^,  a^,  .. .,  a^,  das 
mit  (i  durch  eine  Gleichung  (};  :=  0  verknüpft  ist,  nach  der  Analogie  der 
Clebsch -GoRüANschen  Bezeichnung   ein   eigentliches    oder  ein  uneigent- 
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liches  System  («)  nennen,  je  naclidem  keine  der  Grössen  «,,«,,  ••■)%  oder 
eine  mit  [i  coincidirt,  der  Satz: 

Durch  die  Gleichung  (2.)  No.  2  sind  die  geraden  Systeme  [312 
halber  Periodicitätsmoduln  den  eigentlichen  Systemen  («),  die 
ungeraden  Systeme  den  uneigentlichen  zugeordnet. 

Da  es  nun  bekanntlich  2''"'(2''  — 1)  Systeme  ungerader  imd  2''~'(2''+l)  Sy- 
steme gerader  halber  Periodicitätsmoduln  giebt,  so  ist  auch  die  Anzahl  der 
uneigentlichen  Systeme  («)  gleich  2^~'(2''— 1)  und  die  Anzahl  der  eigentlichen 
2''-'(2''+l)  (vergl.   Cl.  G.  A.  F.  §  75  und  Weber  §  7). 

5. 

Die  sämmtlichen  Systeme  («),  welche  für  alle  möglichen  Werthe  von 
P^(-/,  k)  durch  Gleichung  (2.)  No.  2  auf  transcendentem  Wege  geboten  werden, 
genügen  einem  Systeme  algebraischer  Gleichungen,  welches  folgendermassen 
aus  der  Definition  der  Functionen  i    sich  ergiebt. 

Bestimmt  man  die  Coefficienten  der  Function  <]>(  *'  )  ■^  )  derart,  dass  die- 
selbe in  den  sich  aufhebenden  Verzweigungspunkten  und  in  den  m  +  n  —  2 
Punkten,  worin  die  in  ft  unendlich  klein  zweiter  Ordnung  werdende  Function 
as  +  hz  +  c  noch  ausserdem  verschwindet,  gleich  Null  wird,  so  erhält  i  die  Form: 

worin  die  C  willkürliche  Constanten,  die  (j;  bestimmte  ganze  rationale  Functionen 
von  (s,  z)  sind.     Setzt  man  in  die  beiden  Gleichungen 

<^-)  *  =  ».  I^f-ff  =  » 

für  {s,z)  successive  (6^,  aj,  (i^,  aj,  . ..,  (6  ,  o.  ),  so  erhält  man  2p  Gleichungen, 
und  aus  diesen,  durch  Elimination  der  Grössen  (,,  p  Gleichungen,  welche  in 
Verbindung  mit  den  p  Gleichungen: 

(3.)  F(6,,«,)  =  0  (.  =  1,2,...,^) 

zur  Bestimmung  der  Punktsysteme  (6,.,  aj  oder  («)  dienen.  Wir  wissen  aus 
No.  2,  dass  wir  als  Lösungen  dieses  Systems  von  Gleichungen  die  den  ver- 
schiedenen |Pj,(x,A)  entsprechenden  Punktsysteme  (a)  erhalten  müssen.  Aber 
wie    ordnen    sich    die    auf    dem    eben    angegebenen    algebraischen    Wege    er- 

Fuche,  mathem.  Werke.    I.  42 
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mittelten  einzelnen  Systeme  («)  den  verschiedenen  Systemen  halber  Periodicitäts- 
moduln  zu? 

Diese  Frage  hat  nur  dann  einen  bestimmten  Sinn,  wenn  die  Art  der  Zer- 
313]  schueidung  der  Fläche  T,  welche  vorgenommen  wird,  um  diese  Fläche  in  eine 
einfach  zusammenhangende  zu  verwandeln,  (R.  A.  F.  §§  3  u.  19)  fixirt  ist.  Aus 
den  Untersuchungen  der  Herren  Clebsch  und  Gordan  (A.  F.  §  89)  geht  näm- 
lich hervor,  dass  man  die  Querschnitte  so  wählen  kann,  dass  ein  beliebiges 
eigentliches  System  («)  von  Lösungen  der  oben  erwähnten  algebraischen 
Gleichungen  dem  Systeme  iP^(0,  0)  vermittelst  der  Gleichung  (2.)  No.  2  zu- 
geordnet ist.  Man  kann  daher,  wie  sich  aus  Cl.  G.  A.  F.  §  93  ergiebt,  statt 
die  Querschnitte  von  vorn  herein  festzulegen,  ein  beliebiges  eigentliches  System 
(ß)  dem  Systeme  |P^(0,  0)  vermittelst  Gleichung  (2.)  No.  2  zuordnen,  worauf 
sich  die  Grösse  der  Periodicitätsmoduln  a^  bestimmen  lässt. 

Ist  jedoch  die  Art  der  Zerschneidung  der  Fläche  T  fixirt,  so  sind  hier- 
mit die  Periodicitätsmoduln  gegeben,  und  es  ist  jedes  System  («)  durch 
Gleichung  (2.)  in  No.  2  einem  bestimmten  Systeme  correspondirender  halber 
Periodicitätsmoduln  zugeordnet.  Für  diesen  Fall  wollen  wir  in  der  folgenden 
Nummer  einige  Bemerkungen,  welche  auf  die  oben  aufgeworfene  Frage  Bezug 
haben,  anschliessen. 

6. 

Ist  («')  ein  festes  System,  (k)  aber  ein  beliebiges  System,  |P^(x',  A')  und 
|PJx,A)  die  denselben  resp.  zugeordneten  Systeme  correspondirender  halber 
Periodicitätsmoduln,  so  ist  nach  Gleichung  (2.)  oder  (4.)  No.  2 


p      r"'c  1  2P-2    r^b  1 

(1.)  Sc  /       '?«'a    -    J^J       '^'^a  +  Y  ^"^^''  ^')' 

(2.)  Scj      äw,-~^,j     dw,  +  -r,{y.,X). 


(o  =  l,2,...,i>) 


In  diesen  Gleichungen  erstrecken  sich  die  Integrale  rechter  Hand  über 
die  in  der  Gleichung  (la.)  No.  2  vorgeschriebenen  Wege,  die  Integrale  linker 
Hand  über  diejenigen,  welche  die  Umkehrung  der  AsELSchen  Integrale  er- 
fordert. Wenn  wir  das  durch  die  Differenz  '  P„(x,  A)-|P„(x',  A')  entstehende 
System  correspondirender  halber  Periodicitätsmoduln  mit  IQ^C'«,  A)  bezeichnen. 
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SO  ergiebt  die  Subtraction  der  Gleichungen  (l.)  und  (2.) 

1  p     /•«c 

(3.)  -2Qa(:'-,^)  =  1>c         div^,  (a=l,2,...,;)) 

(vergl.  Cl.  G.  A.  F.  §  56  und  Weber,  1.  c.  §  6),  wo  die  Integrationswege  [314 
rechter  Hand  ebenfalls  bestimmt  sind,  wenn  ■/,  l  bestimmte  Zahlen  bedeuten, 
aber  willkürlich  gewählt  werden  dürfen ,  wenn  diese  Zahlen  nur  bis  auf  Viel- 
fache von  2  als  gegeben  betrachtet  werden.  Unter  der  letzteren  Voraussetzung 
denken  wir  uijs,  um  eine  bestimmte  Vorstellung  zu  haben,  die  sämmtlichen 
IntegTationswege  rechter  Hand  in  Gleichung  (3.)  in  der  einfach  zusammen- 
hangenden Fläche  T'  verlaufend.  Alsdann  können  diese  Gleichungen  dazu 
dienen,  die  numerischen  Werthe  der  ganzen  Zahlen  •/.,  A  in  2Q^(x,  A)  zu  be- 
stimmen, sobald  die  Periodicitätsmoduln  a^  und  die  Integrale  rechter  Hand 
berechnet  sind. 

Wählt  man  für  («)  nach  und  nach  alle  eigentlichen  und  uneigentlichen 
Systeme,  so  erhält  man  durch  die  Gleichung  (3.)  successive  2''^  incongruente 
Systeme  halber  Periodicitätsmoduln  { QJc^^  ^),  und  die  Systeme  («)  sind  auf 
diese  Weise  einem  unter  ihnen  («')  als  Basis  zugeordnet  worden. 

Denken  wir-  uns  nunmehr  für  die  Basis  («')  successive  alle  Systeme  («) 
gewählt,  und  jedesmal  die  Zuordnung  aller  übrigen  Systeme  durch  Gleichung 
(3.)  ausgeführt,  so  sind  wir  im  Stande  das  System  («"),  welches  vermittelst 
der  Gleichung  (2.)  No.  2  dem  Systeme  -j-P^(0,  0)  zugehört,  von  allen  übrigen 
Systemen  («)  auszusondern. 

In  der  That  ergiebt  für  das  letztere  System  als  Basis,  wenn  also  (a°)  an 
die  Stelle  von  («')  gesetzt  wird,  wie  aus  No.  4  folgt,  die  Gleichung  (3.)  ein 
gerades  oder  ein  ungerades  System  halber  Periodicitätsmoduln  \Q^{y.,k), 
je  nachdem  das  System  der  oberen  Grenzen  («)  ein  eigentliches  oder  ein 
uneigentliches  ist. 

Umgekehrt  ist  das  System  (a°)  das  einzige  unter  den  Systemen 
(a),  welches  diese  Eigenschaft  besitzt. 

Da 


Sc/       f?«'.    =    Sc/       '?«'a-Sc/        d^a, 


SO    ergiebt    sich  die  Richtigkeit   des   letzteren  Satzes,    wenn   nachgewiesen   ist, 

42* 
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dass  unter  den  Differenzen,  welche  aus  ein  und  demselben  System  IQ  U',l') 
und  jedem  einzelnen  der  geraden  Systeme  halber  Periodicitätsmoduln  gebildet 
werden,  mindestens  eine  ist,  welche  ein  ungerades  System  halber  Periodi- 
citcätsmoduln  darstellt. 

Es  sei  daher  i  QJz,  A)  irgend  ein  gerades  System,  so  ist  die  Differenz 

i-  Qa  (■" ,  ^)  -  i  Qa  (^',  A')    =    I  Q,  (x  -  ■/',  A  -  A') 

315]  ein  gerades  oder  ungerades  System,  je  nachdem 

(*•)  ilbi-^b-'h)ih-K)  =  0  oder  1,    mod.  2     (s.  No.  4  Gl.  (2.)). 

Nun  ist 

p 

Sb^'b^t  =  0,    mod.  2, 

1 

und   Avenn   wir   mit  d  die  Null    oder  Eins    bezeichnen,   je   nachdem  iQ^(x',  A') 

ein  gerades  oder  ungerades  System  ist, 

p 
2[,X6'^6  =  <J,    mod.  2. 

Es  ist  demnach  {  Q^(z  — x',  A  — A')  dann  und  nur  dann  ein  gerades  System,  wenn 

(5.)  i,iiHK  +  Hh)  =  ^,    mod.  2. 

Es  ist  nun  nicht  möglich,  dass  für  alle  geraden  Systeme  ]  Q^(/.,  l)  diese  Con- 
gruenz  erfüllt  werde.    Denn  der  Voraussetzung  nach  sind  in  dem  Zahlensysteme: 


,  Aj,  A.,,  .  . .,  A.p/ 

nicht  alle  gleichstelligen  x'  und  A'  gleichzeitig  congruent  Null.     Ist  ausserdem 
iQ„(x',  A')    ungerade,    so    muss    wenigstens    ein  Paar   gleichstelliger  x',  A'  dieses 
Zahlensystems  congruent  Eins  sein. 
Es  sei  nun 

1)  i  Qa ("'''' '^')  gerade,  also  d  =  0,  und  x|  =  1  oder  A^  =  1. 

Wählen  wir  in  dem  einen  oder  anderen  Falle  ein  gerades  System  |Q^(x,A), 
in  welchem  alle  x  und  A  congruent  Null  sind,  ausser  A^  oder  x,,  die  resp.  con- 
gruent Eins,  so  wird  die  CongTuenz  (5.)  nicht  erfüllt,  da  die  linke  Seite  con- 
gi'uent  Eins. 

2)  iQ„(x',  A')  ungerade,  also  d  =  1,  und  x^'  =  1,  A^  =  1,  so  muss  man  zwei 
Fälle  unterscheiden:   a)  Sind  alle  übrigen  x',  A'  congruent  Null,  so  wähle  man 
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ein  gerades  System  IQ„(-/,  A),  worin  x^  =  1,  A,  =  1;  x„  =  1,  A^  =  1,  alle  übrigen 
■/,  A'  congruent  Null;  so  wird  die  Congruenz  (5.)  nicht  erfüllt,  da  die  linke  Seite 
congi-uent  Null  ist.  b)  Sind  noch  andere  der  Grössen  x',  A'  congruent  Eins, 
z.  B.  x^  =  1  oder  A[^  =  1,  so  wähle  man  das  gerade  System  jQ^(x,A)  so,  dass 
X;  =  1,  A^  =  0;  x^  =  0,  A,^  =  1  oder  x^  =  1,  A^  =  0,  alle  übrigen  x,  A  congTuent 
Null;  so  ist  wieder  die  Congruenz  (5.)  nicht  erfüllt,  da  die  linke  Seite  con- 
gruent Null  ist. 

Wegen  dieser  bewiesenen  Eigenschaft  des  Systems  («")  wollen  wir  [316 
dasselbe  das  zu  (i  gehörige  Hauptsystem  nennen. 

7. 

Wir  gehen  dazu  über,  die  in  No.  3  Gleichung  (2.)  angenommene  Dar- 
stellung der  Argumente  der  Thetafunction  auf  die  Bestimmung  von  ö(0, 0,  ...,0) 
anzuwenden.  Herr  Thomae  hat  (d.  J.  B.  66,  pag.  95)  für  fnogO(0,  0,  .. .,  0) 
als  Function  der  sich  nicht  aufhebenden  Verzweigungspunkte,  die  als  von 
einander  unabhängig  vorausgesetzt  werden,  einen  eleganten  Ausdruck  gegeben 
und  denselben  für  die  hyperelliptischen  Functionen  (d.  J.  B.  71,  pag.  201) 
vollständig  berechnet.  Die  weitere  Behandlung  desselben  Ausdruckes  für  den 
allgemeinen  Fall  ist  jedoch  dmxh  beträchtliche  Schwierigkeiten  gehemmt 
(s.  die  Abh.  des  Herrn  Thomae  B.  66).  Der  von  Herrn  Thomae  gegebene 
Ausdruck  nimmt  aber  eine  wesentlich  einfachere  Gestalt  an,  wenn  man  von 
der  erwähnten  Form  der  Argumente  der  Thetafunction  ausgeht. 

Es  sei  W^,  W^,  ...,  W^  ein  System  unabhängiger  Integrale  erster  Gattung, 


so  dass 


(1.)  w„^  I    ^'^l^/^d., 


r 


f  ds 

wo  die  Functionen  f^  ganz  und  rational  sind  und  für  die  sich  aufhebenden 
Verzweigungspunkte  verschwinden,  während  die  noch  übrigen  p  willkürlichen 
Constanten  jeder  derselben  (E..  A.  F.  §  9)  einer  späteren  Disposition  vor- 
behalten bleiben.     Setzt  man  die  Determinante 

J(l)         AM  J(l) 

Jü.^         ^2         ,  .  .       Ji-p 

_^(2)         ^(2)  ^(2) 

'  2  •    •    •  p  _ 

'    > 
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WO  A'*'  den  Periodicitätsmodul  von  W.  am  Querschnitte  a^  bedeutet  (R.  A.  F. 
§  20),  so  ist  bekanntlich 


(2.) 


dV 


WL 


(a  =  l,2,...,p) 


ein  System  unabhängiger  Integrale  erster  Gattung  von  der  Beschaffenheit,  dass 
der  Periodicitätsmodul  von  w^  am  Querschnitt  a^  gleich  tu»,    an    allen  übrigen 
Querschnitten  a  gleich  Null,  am  Querschnitte  b^  gleich  a^^,,  und  zugleich  findet 
die  Beziehung  statt,  dass  a,^  =  a,^,  (R.  A.  F.  §  18 — 21). 
317]    Es  sei  ferner 

(3.)  11^    ^    iVa+C,, 

WO  f„  dieselbe  Bedeutung  habe  wie  in  No.  1,  und  k  ii-gend  einer  der  sich  nicht 
aufhebenden  Verzweigungspunkte,  und  a  der  demselben  zugehörige  Werth  von 
s,  so  mögen  aus  den  Gleichungen 


(4.) 


^a(='>'-)-SbMa(«b.^b)    =    0 


(a  =  l,2,...,p) 


die  p  Grössenpaare   {s^,zj,  (^^j^J,  •••,  i^p^^p)   bestimmt   werden.      Bezeichnet 

man     '*" j'^''     kurz  mit  —-,  und  setzt: 

dzb  asb  ' 


dz. 


diij 

d0^ 

dz„ 


du^ 
~dip 
du^ 

d0„ 


di<„ 


dup 
dz. 


dup 
dz„ 


=  A, 


so   findet   Herr  Thomae  1.  c.    ein  Resultat,   welches    im  AVesentlichen    auf  das 
Folgende  hinauskommt: 

1   ö'  log  A 


(5.) 


aiog{>(o,o,  ...,0) 

dk 


dli 


wo  wir  durch  den  an  das  Differentiationszeichen  rechts  oben  angefügten  Index 
angedeutet  haben,  dass  bei  der  Differentiation  nach  k  die  in  A  ent- 
haltenen Grössen  (*b,^J  als  von  Tc  unabhängig  behandelt  werden 
sollen. 
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Dieses  Resultat   wollen   wir  einer  Transformation  unterwerfen.     Zunächst 
ergiebt  sich  leicht  aus  einem  bekannten  Determinantensatz,  wenn  man 


und  die  Determinante 


setzt, 

(6.) 
also 

(7.) 


dW,(s„^,)   _    dW, 


dzt, 

dz^ 

dW, 

dW, 

dW, 

dz^ 

dz^ 

dz. 

dW, 

dW, 

dW, 

ds^ 

dz. 

dz. 

dWp 

dWp 

dWp 

dz. 


dz„ 


{iizY 


dz„ 


n. 


=  D 


d'  log  A 


ö'  log  B       d  log  V 


[3J8 


Es  ist  nun  das  erste  Glied  auf  der  rechten  Seite  der  letzten  Gleichung 
vor.  No.,  welches  wir  weiter  umformen  wollen.  Lassen  wir  zu  dem  Ende 
den  Punkt  ;*  in  Xo.  1  —  6  in  den  Verzweigungspunkt  k  hineinrücken,  und  ver- 
stehen unter  («")  das  dem  k  zugehörige  Hauptsystem,  so  wie  unter  1^  den  Punkt 
(äj,^j),   unter  |  den  Punkt  {s,z),   so  folgt  aus  Gleichung  (la.)  und  (2.)  No.  2 


du„ 


2b  /     du^  =  0, 


(a=.l,2,...,i,) 


(0  =  1,2,...,!)) 


(!•)  Wa(s,^)-2b«a(«6,'^b)   =    /      da„-% 

Die  Gleichung  (4.)  vor.  No.  wird  daher 

(2.) 
welche  sofort  ergiebt: 

Die  lineare  Function  as  +  bz  +  c  in  No.  2,  welche  in  fi  unendlich  klein  zweiter 
Ordnung   wird,   ist   hier,  mit  Rücksicht    auf  R.  A.  F.  §  6,   gleich  0  —  k.     Die- 
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selbe  verschwindet  in  noch  n  —  2  anderen  Punkten.  Daraus  folgt,  auf  dieselbe 
Weise  wie  in  No.  2,  dass  die  Function  'j'i,  durch  welche  die  Grössen  («") 
mit  k  verknüpft  sind,  in  Bezug  auf  s  vom  7*  — 2'^°,  in  Bezug  auf  z  vom 
wj-l*'"  Grade  ist. 

Es  sind  nunmehr 

r^(.-/.)^j  ^^%^  r^(-^)n  -^ 

L       ÖS  Js  =  a  L        (35  Js=o 

endliche  Grössen.  Weil  ausserdem  («")  ein  eigentliches  System  ist,  so  ist, 
wenigstens  so  lange  als  nicht  besondere  Beziehungen  zwischen  den  sich  auf- 
hebenden Verzweigungspunkten  bestehen,  wie  im  allgemeinen  Falle  ^,  so  hier 
Tx  von  a™',  a^\  ...,  a^  verschieden,  demnach  ist  die  Grösse  S  nicht  Null.  Setzen 
319]  wir  also 

(4.)  ^  =  C„, 

so  ist  Cj  eine  endliche  Constante,  und  die  Differenz 


ds 

deren  Minuendus  und  Subtrahendus  nur  für  (5,4-)  =  (a,A)  und  zwar  beide  wie 
—  2t  (^  — A')  '  unendlich  werden,  ist  ein  in  der  ganzen  Fläche  T  endliches 
Integral.     Es  ist  demnach 

(5.)      -^-  C'„    T-Mil^rrf^  =  A„,T^;  +  A„Ji;+  •■•  +  A„,T^,  +  Const., 


'/ 


wo  die  Grössen  A  Constanten  bedeuten  (R.  A.  F.  §  4). 

Differentiiren  wir  diese  Gleichung  nach  2,  so  erhalten  wir 

ö    dW,  'h(s,^)      _,     äW  dW  dWp 

^^■■>      'dk~d'2       ^»7      'TW  -  ^'^ir  ^  ^''   dz    '^'"^^'"IT' 

Setzen  wir  hierin  successive  für  {s^s)  die  Punkte  «™,  «™,  .. .,  «"',  so  erhalten  wir 
daher  ist,  wenn  wir  zur  Abkürzung 


setzen, 


d'D 

die 


Folglich  ist 
(8.) 


ZUR 

rHEORIE  DER  ABELSCHE^ 

FUNCTIONEN 

P 
Sc 

dW, 
'■^   dz, 

=  2 

hli 

dW, 

dW, 

dW, 

d,^ 

dz. 

dzp 

äW,_, 

dW,^, 

dWi_, 

dz^ 

dz. 

dZp 

s, 

S'"'' 

2(2,-) 

^CPÖ 

= 

dW,,, 

dW,,, 

dW,,, 

dz^ 

d^. 

dzj, 

dWp 

dWj, 

dWp 

dz. 

dz. 

dz. 

d'\ogI)  _ 

p 

--  vj 
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=  D1,ih 


[320 


dk 


Die  Grössen  A  lassen  sich  aus  Gleichung  (6.)  vor.  No.  auf  algebraischem 

Wege  bestimmen.     Die  Rechnung  wird  sehr    einfach,   wenn   wir   über   die   in 

jedem  f^(s,s)  in  No.  7  willkürlich   gebliebenen  p  Constanten  folgendermassen 

disponiren.     Es  seien  b^,  b,,  ...,  b,  willkürlich   gewählte  Punkte  der  Fläche  T, 

die  sowohl  untereinander  als  auch  von  den  Verzweigungspunkten  vollkommen 

imabhängig   sind.     Es   werden   nun    die  p  Constanten  in  f^{s,2)   so   bestimmt, 

dass  diese  Function  für   alle  b  ausser  b    verschwindet,    in  &„  aber   den  Werth 

8F 
von  -g—  in  demselben  Punkte  annimmt.    Dieses  ist  immer  zulässig,  wenn  nicht 

die  Punkte  b  Beziehungen  zu  einander  haben. 

Die  Gleichung  (6.)  vor.  No.  ergiebt  alsdann: 


(1.) 


Idh      dF     \       "^^     ,       j.dF] 


dF  _     

ÖS    Jft,.       L^^    ''■''  es  J&, 

In  der  Umgebung  des  Punktes  b.  in  der  P'läche  T  ist 


(2.) 


eF 

ÖS 


(e  =  1   oder  0,  je  nachdem  a 

FucliB,  mathem.  Werke.    L 


i  oder  a  <  »), 
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WO  c  ,(•,.. .  von  z  unabhängige  Grössen  sind,  und  mit  &,.  aucli  der  Werth 
von  z  im  Punkte  h^  bezeichnet  ist.  Aus  Gleichung  (2.)  folgt,  dass  das  erste 
Glied  auf  der  linken  Seite  der  Gleichung  (1.)  verschwindet,  dass  also 

(3.)  A„,  =  -C/-^*(^"l 


giog{>(o,o,...,o)  _  1  aiogv  ,  1  ^  ^ \_Ms^ 


ÖS   J6i 
Aus    den   Gleichungen  (5.)  und  (7.)  No.  7,    Gleichung  (8.)  No.  8    folgt    daher: 

In  dieser  Gleichung  ist  das  erste  Glied  auf  der  rechten  Seite  ein  vollständiger 
Differentialquotient  einer  transcendenten  Function ,  das  zweite  eine  wohlbestimmte 
algebraische  Function. 

32,]  10. 

In    dem    besonderen   Falle    der    hyperelliptischen    Integrale    sei    die    der 
Theorie  zu  Grunde  gelegte  algebraische  Gleichung 

(1.)  s^-i?(^)  =  0, 

wo 

und  die  Grössen  'k  von  einander  unabhängig  vorausgesetzt  werden.  In  diesem 
Falle  sind  keine  sich  aufhebenden  Verzweigungspunkte  vorhanden.    Ist  daher 

so  kann  man  setzen: 


(2.)  a^,.)=.lVmI_iM_. 

Da  sich  aufhebende  Verzweigungspvmkte  nicht  vorhanden,  so  kann  man  für 
9("^',  "'•^')  ßine  ganze  rationale  Function  /j  — 1*™  Grades  von  z  wählen.  Eine 
solche  Function  wird  in  einem  Verzweigungspunkte,  wo  sie  verschwindet, 
unendlich  klein  zweiter  Ordnung.  Daher  können  die  Grössen  e  in  No.  2  zu 
je  zweien  einander  gleich  und  gleich  einer  der  Grössen  />',)  ^"a,  •  •  •,  ^'jp+j  ge- 
nommen werden. 
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Ist  k  eine  dieser  Grössen  und  fällt  ii  in  k  hinein,  so  ergiebt  die  Gleichung 
(2.)  No.  2  für  das  System  der  oberen  Grenzen  (a)  p  Verzweigungspunkte,  da 
im  gegenwärtigen  Falle  jede  zwischen  zwei  Verzweigungspunkten  verlaufende 
Integration  eines  der  Systeme  correspondirender  halber  Periodicitätsmoduln 
liefert.  Man  kann  also,  wenn  k\k'\  ...,W^  die  p  Verzweigungspunkte  sind, 
welche  die  Gleichung  (2.)  No.  2  für  ein  bestimmtes  P^(x,  A)  ergiebt,  das  zu- 
gehörige f^^(s,z)  setzen 

^,(s,^)  =  {z-lc)[z-r)...{z-h^^^). 

Sind    insbesondere    k^,k^,...,k^    diejenigen   Verzweigungspunkte,    welche    die 
Gleichung  (2.)  No.  2  für  P„(0,  ü)  liefert,   also   das  System  (a°),    so    sind   diese 

Verzweigungspunkte  von  k  verschieden,  da  in  ihnen  -^(af  /    dwM  verschwindet, 

während  diese  Function  f ür  |  =  ä;  in  die  im  Allgemeinen  nicht  verschwindende 
Grösse  ö(0,  0,  ...,0)  übergeht.     Die  zu  (a°)  gehörige  Function  «j^^C*,  2)  ist 

(3.)  ^,(.s-,  z)  =  ^{z)  =  iz- h,){z - k,)  ...{z- /.-,). 

Es  ist  alsdann  [322 

Also  geht  das  zweite  Glied    der   rechten  Seite    der  Gl.  (4.)  vor.  No.  über  in: 

1   V  ^(6,)  y(fc) 

Setzt  man 

so  ist  nach  Gleichung  (4.)  vor.  No. 

alog&(0,0,...,0)   _   1  ölog?       1  ^    d\ogik-b,)       IPP        dlog(k-\) 

^^•^  dk  ~    ¥        dk        +  4  ^'  dk  +4  2i,-2,a'.a  ^). 

1  1. 
Zieht  man  es  vor,   bei    den    hyperellijjtischen  IntegTalen  die  gewöhnliche 
Form 

dW„  z'-' 


^^'^  dz  Sßjz) 
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festzuhalten,  so  wird 

Die  Gleichung  (6.)  in  No.  8  wird  gegenwärtig: 

Setzt  man 

SO  folgt  aus  Gleichung  (3.) 

('•)  ^••'  -  ~  l.2...(i-l)  [-^?=^ 

also 

^, 1     ^  A"-'         [(^'-yj^)]      _       x(^-) 

^•''"■-        2.HA.)^M.2...(a-l)[    (i^»-'     J^^„~        2^(/;)' 

also 

p         _         f(Ä;)    _        1  aiog4.(Ä-) 
^^•■'  'f''^"  ~        2^{k)   ~       2         dk 

323]  also  nach  Gleichung  (8.)  No.  8 

d'  log  D  _       1  ölog<j>(fe) 
ÖÄ-        ~        2  6/: 

und  folglich  nach  Gleichung  (5.)  und  (7.)  No.  7 

ölog&(0,0,...,0)   _  J.   ölogV      £  d\og<^{k) 
^^'•J  dk  ~   2       dk      ^  i         dk        ' 

was  mit  dem  Resultate  des  Herrn  Thomae  (ob.  cit.  Abh.  d.  J.  B.  71,  pag.  215) 
übereinstimmt. 

Greifswald  im  März  1871. 


ANMERKUNG. 


Änderungen  gegen  das  Original. 
Es  wurde  gesetzt: 

S.  323,  Zeile    7  c^  statt  c, 

„    325,      „      10  von  der  ersten  statt  in  erster, 

„    337,  in  der  (i+l)ten  Zeile  der  Determinante  dreimal  TT.+i  statt  TF,, 

„    340,  Zeile  3  v.  u.  pag.  215  statt  pag.  216. 
Es  wurde  eingefügt: 

S.  326,  Zeile    3  das  zweite  »für«, 

„    329,      „      13  V.  u.  »gleich  Null  wird«, 


332,  letzte  Zeile  ) 

333,  ZeUe  2         }  »'=°°g™«°*«' 


338,      „      7  »auf  der  rechten  Seite«. 

SCH. 


xni. 

ÜBER  DIE  LINEAREN  DIFFERENTIALGLEICHUNGEN, 

WELCHEN  DIE  PERIODICITÄTSMODULN  DER  ABELSCHEN 

INTEGRALE  GENÜGEN,  UND  ÜBER  VERSCHIEDENE  ARTEN 

VON  DIFFERENTIALGLEICHUNGEN  FÜR  d(0,  0, ...,  0). 

(Journal  für  die  reine  und  angewandte  Mathematik,  Bd.  73,  1871,  S.  324 — 339.) 


In  einer  früheren  Abhandlung  (d.  J.  B.  7 1  *))  haben  wir  die  Periodi-  [324 
citätsmoduln  der  hyperelliptischen  Integrale  als  Functionen  eines  Parameters 
einer  näheren  LTntersuchung  unterzogen  und  namentlich  auch  die  linearen 
Differentialgleichungen  aufgestellt,  welchen  diese  Functionen  genügen.  In 
dem  Folgenden  wollen  wir  ebenso  für  die  Periodicitätsmoduln  der  allgemeinen 
AßELSchen  Integrale,  als  Functionen  eines  der  sich  nicht  aufhebenden  Ver- 
zweigungspunkte der  der  Theorie  zu  Grunde  gelegten  Fläche  T,  lineare  Diffe- 
rentialgleichungen entwickeln,  unter  der  Voraussetzung,  dass  die  sich  nicht 
aufhebenden  Verzweigungspunkte  von  einander  unabhängig  sind. 

In  diesem  Journale  B.  .36^)  hat  Jacobi  für  das  elliptische  ö(0)  als  Function 
von  log^  eine  Differentialgleichung  dritter  Ordnung  entwickelt,  deren  Coeffi- 
cienten  numerische  Grössen  sind.  Dieselbe  steht  in  enger  Beziehung  zu  der 
bekannten  linearen  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung,  welcher  K  und  K' 
genügen,  und  sie  lässt  eine  unmittelbare  Anwendung  auf  die  Transformation 
zu.  —  Wir  wollen  im  Folgenden  zeigen,  dass  ähnliche  Relationen  sich  in 
der    Theorie    der    AßELSchen    Functionen    zwischen   0(0,  0,  ...,0)    als   Function 


1)  Abh.  Vm,  S.  241  f.  dieses  Bandes.    Seh. 

>)  S.  97  ff.,  Jacobis  Werke,  Bd.  U  (1882),  S,  171  ff.    Seh. 
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der  Periodicitätsmoduln  und  deren  partiellen  Ableitungen  nach  denselben  er- 
geben, und  dass  die  Herleitung  derselben  entweder  mit  Hülfe  der  bei  den 
oben  angeführten  Differentialgleichungen  der  Periodicitätsmoduln  in  dieser  Ar- 
beit hergestellten  Beziehungen,  oder  auch  unabhängig  von  diesen  möglich  ist. 

Da  jedoch  die  Periodicitätsmoduln  nicht  von  einander  unabhängig  sind, 
so  scheinen  uns  für  manche  andere  Zwecke,  als  die  sich  unmittelbar  auf  das 
Problem  der  Transformation  beziehenden,  solche  Differentialgleichungen  den 
Vorzug  zu  verdienen,  welchen  d(0, 0,  ...,0)  als  Function  eines  der  3p  — 3 
Klassenmoduln,  oder  eines  der  als  unabhängig  von  einander  vorausgesetzten 
sich  nicht  aufhebenden  Verzweigungspunkte  genügen.  Wir  wählen  die  letz- 
325]  teren  als  unabhängige  Variabein  und  zeigen,  dass  ö(0,  0, ...,  0)  als  Function 
derselben  gewisse  algebraische  Differentialgleichungen  befriedigt. 

In  der  Bezeichnung  schliessen  wir  uns  überall  an  die  Abhandlung  von 
RiEMANN  (d.  J.  B.  54*))  an,  welche  wir  kurz  als  R.  A.  F.  citiren. 

1. 

Ehe  wir  in  unsere  Untersuchung  eintreten,  ist  es  nöthig  nachzuweisen, 
dass  die  sich  nicht  aufhebenden  Verzweigungspunkte  der  die  algebraische 
Gleichung 

(1.)  fCs,"^)  =  0 

darstellenden  Fläche  T  als  von  einander  unabhängig  vorausgesetzt  werden  dürfen. 

Zwischen  der  Anzahl  w  dieser  Punkte,  und  der  Anzahl  2p  von  Quer- 
schnitten, welche  die  Fläche  T  in  eine  einfach  zusammenhangende  verwandeln, 
findet  die  Beziehung  statt: 

(2.)  IV  =  2n  +  2{p-l)     (R.  A.  F.    §  7). 

Für  die  mit  Gleichung  (1.)  zu  derselben  Klasse  gehörigen  algebraischen  Glei- 
chungen ist  p  unveränderlich  (R.  A.  F.  §  il).  Die  Gleichung  niedrigsten 
Grades  in  derselben  Klasse  hat  für  p  >  2   die  Form 

(3.)  F.(.s,;)  =  o, 

und  es  ist 

(4.)  p  =   2v-e, 

WO  e  :=  2  oder  3,  je  nachdem  p  gerade  oder  ungerade.     (R.  A.  F.  §  13.) 


1)  Biemanns  Worko,  (1892),  S.  88  T.     ScU. 
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Es   sei   w  die    Anzahl    der    sich   nicht    aufhebenden   Verzweigungspunkte 

der  Gleichung  (3.),  so  ist  nach  Gleichung  (2.) 

(5.)  w,  =  2v+2(i;-l), 

oder 

(6.)  «(;,  =  6v-2(l  +  e). 

Die  Anzahl   (v  +  l)'    der   Constanten   der  Gl.  (3.)    ist    also    um   mehr    als    eine 
Einheit  grösser  als  w^. 
Nun  sei 
(7.)  n  =  v+C.,     m  =  v  +  ri, 

wo  C  und  Y)  entweder  Null  oder  positive  ganze  Zahlen  sind;  es  folgt  alsdann 
aus  Gl.   (2.)  und  (5.) 

(8.)  tv  =  tv,+  2  C 

Die  Anzahl  der  Constanten  der  Gl.  (1.)  ist  [326 

(m  +  l)(H  +  l)  =  (v  +  l  +  Qiv  +  l  +  r,)  =  (t'  +  l)'+(v  +  l  +  rJC  +  (v  +  l)7j, 

also  übertrifft  die  Anzahl  der  Constanten  der  Gl.  (].)  die  der  Gleichung  (3.) 
um  mehr  als  2C,  und  demnach  die  Anzahl  w  der  sich  nicht  aufhebenden  Ver- 
zweigungspunkte der  Gleichung  (1.)  vxm  mehr  als  eine  Einheit,  so  dass  im 
Allgemeinen  letzteren  Punkten  willküi'liche ,  von  einander  unabhängige  Lagen 
gegeben  werden  können. 

Zu  demselben  Schlüsse  gelangt  man  auch  für  jj  =  1  oder  2.  Wir  werden 
demnach  in  dieser  Arbeit  die  sich  nicht  aufhebenden  Verzweigungspunkte  als 
von  einander  unabhängig  betrachten. 

2. 

Eine  fernere  Bemerkung  bezieht  sich  auf  die  Darstellung  einer  rationalen 
Function  von  {s,£),  die  in  gegebenen  Punkten  unendlich  gxoss  und  in  anderen 
gegebenen  unendlich  klein  werden  soll. 

Bekanntlich  kann  man  mit  Hülfe  der  Gleichung 

(1.)  -F(s,^)  =  0 

jede  rationale  Function  f{s,ü)  auf  die  Form  bringen: 

(2.)  f(s,z)  =  ^^ ^ '-, 

FnchE,  mathem.  Werke.    I.  44 
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WO  die  Grössen  -L  _  ,  L^_^^  ...,  L^  und  iV  ganze  rationale  Functionen  von 
z  sind. 

Soll    dalier   f{s^£)    in    den   Punkten  {s^^z^)^  {s^^z,^^  ...,  {s^^z^)    unendlich 

gross  erster  Ordnung,  sonst  aber  überall  endlich  werden,  und  setzen  wir 

N  =  {z  —  zj{s  —  z^)...{z  —  z^) 

und  bezeichnen  die  n  —  i  übrigen  Punkte  der  Fläche  T,  welche  mit  is^,zj 
zu  demselben  Werthe  z^  gehören,  mit  K,^J,  (*'ö',  ■?„),•••,  K""")  ^a)'  ^^  ^^^  ^^'^' 
Zähler  so  zu  bestimmen,  dass  er  in  den  Punkten 

von  der  ersten  Ordnung  verschwindet.  Diese  m (ii  —  l)  Bedingungen  liefern 
ebenso  viele  lineare  Gleichungen  für  die  Coefficienten  der  L  als  Unbekannte.  — 
Ist  ft  die  Anzahl  dieser  Coefficienten  und 

(i  —  m  {n~\)  =  V  +  1 , 

327]  so  treten  zu  jenen  Gleichungen  noch  v  andere  hinzu,  welche  aus- 
drücken, dass  der  Zähler  von  f(s,z)  ausserdem  in  den  v  gegebenen  Punkten 
{b  ,  a),  {b^,aj,  . . .,  {b^,  aj  erster  Ordnung  verschwinden  soll.  Die  Gesammt- 
heit  der  ;*■  —  1  Gleichungen  liefert  die  Verhältnisse  der  Coefficienten  der  L 
als  rationale  Functionen  der  Grössen 

(s'a.^a)-    (C^a)-    •••.    K~" >  ^a)      "nd      (&,,«,),    (&„«,) (6..,  «„)• 

Da  diese  Functionen,  wie  sich  aus  der  Theorie  der  linearen  Gleichungen  er- 
giebt,  in  Bezug  auf  a'^,  s^',  . . .,  ä^"""  symmetrisch  sind,  und  die  symmetrischen 
Functionen  dieser  Grössen  sich  rational  durch  die  Coefficienten  der  ver- 
schiedenen Potenzen  der  Gleichung 

(la.)  fC^,  z,)  =  0 

und  durch  s^  ausdrücken  lassen,  so  ergiebt  sich  schliesslich  der  Satz: 

Die  Constanten  in  der  rationalen  Function  f{s,z),  welche 
dadurch  bestimmt  wird,  dass  sie  in  den  gegebenen  Punkten 
{s  izj,  {s^,zj,  .. .,  {s^,  z^)  unendlich  gross  erster  Ordnung,  sonst  über- 
all endlich,  und  in  den  gegebenen  Punkten  (i^,  aj,(ij,aj,  ...,  (6,,  aj 
unendlich    klein    erster  Ordnung    wird,    lassen    sich    als   rationale 
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Functionen  dieser  beiden  Reihen  von  Grössenpaaren  darstellen, 
deren  Coefficienten  ihrerseits  rational  aus  den  Constanten  der 
Gleichung  (1.)  zusammengesetzt  sind. 

AVenn  m:>p,  so  ist  nach  R.  A.  F.  §  5  u.  8  die  Bestimmung  einer  ratio- 
nalen Function  gemäss  den  obigen  Bedingungen  stets  möglich,  und  es  ergiebt 
sich  V  =  m—p,  so  wie  dass  der  Zähler  derselben  noch  ausserdem  in  p  Punkten 
verschwindet. 


Es  sei 


'-f 


dF 
ds 


irgend  ein  Integral  erster  Gattung  (R.  A.  F.  §  9),  und  k  irgend  einer  der  sich 
nicht  aufhebenden  Yerzweigungspunkte ,  so  ist  -gp-  in  der  Fläche  T  überall 
ausser  in  k  endlich  und  hat  in  der  Umgebung  von  k  die  Form 

(2.)  -^  =  c,{,-Jc)~'^+c,_,{,-kf'^  +  --  +  c,iz-Jc)-''+G, 

wo  G  nur  i^ositive  ganzzahlige  Potenzen  von  (z  —  ky   enthält. 

Es  seien  nun  e^,  e^,  ...,  s^  p  willkürliche,  aber  feste  Punkte  der  [328 
Fläche  T,  so  lässt  sich  eine  rationale  Function /^^(ä,  ^)  derart  bestimmen,  dass 
der  Xenner  derselben  in  k  unendlich  klein  der  Ordnung  2A  — 1,  in  den  Punkten 
£  unendlich  klein  erster  Ordnung  wird,  während  ihr  Zähler  für  die  noch 
übrigen  Nullpunkte  des  Nenners  von  gleicher  Ordnung  wie  dieser  verschwindet. 
Alsdann  enthält  der  Zähler  noch  2A  willkürliche  Constanten  (R.  A.  F.  §  8), 
über  welche  wir  folgendermassen  verfügen.  In  der  Umgebung  von  k  hat 
'/J^{s,^)  die  Form: 


wo  H  nur  positive  ganzzahlige  Potenzen  von  {^  —  ky  enthält.    Wir  setzen  nun 

(4.) 


gj  —  c^ ,     gj  —  c^_, ,     .  •  • ,     e. 


Dieses  giebt  im  Ganzen  2A  — 1  Bedingungen,  gerade  so  viel,  als  zulässig  sind. 

44* 
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Es  ist  alsdann 

in  den  Punkten  e  unendlich  gross  erster  Ordnung,  sonst  aber  überall  endlich.  — 
Sind  daher  t  ,  t  ,  . . .,  t  Integrale  zweiter  Gattung  von  der  Beschaffenheit ,  dass 
t^  in  £^  unendlich  gross  erster  Ordnung,  sonst  überall  endlich  ist,  sind  ferner 
U  iU  ,  . .  .^  U    ein  System  linearunabhängiger  Integrale  erster  Gattung,  so  dass 


J  ds 


so  ist  (R.  A.  F.  §  5) 

(5.)     ^r-Xi  =  Kh'r  hJ,  +  -  ^  h,t^^  y,JJ,^ yiJJ,^  ■■■  "r  Yx.'üj^  Go^^i., 
wo  die  Grössen  y  und  8  Constanten  bedeuten. 

4. 

Die  Grössen  y,  d  in  Gl.  (5.)  vor.  No.  lassen  sich,  wenn  die  Function  y^ 
und  die  Integi-ale  t^,  gebildet  sind,  auf  algebraischem  Wege  berechnen.  — 
Differentiiren  wir  daher  die  Gleichung  (5.)  vor.  No.  nach  ^,  und  bringen  die 
rationalen  Functionen  von  is^z)  auf  beiden  Seiten  der  erhaltenen  Gleichung 
329]  auf  die  Form  der  Gl.  (2.)  No.  2,  so  ergeben  sich,  wegen  der  voraus- 
gesetzten Irreductibilität  der  Gl.  (l.)  No.  1,  n  Gleichungen,  welche  die  Grössen 
y,  d  linear  enthalten.  Da  diese  Gleichungen  identisch  für  jeden  Werth  von 
z  bestehen,  so  resultiren  aus  denselben  lineare  Gleichungen  für  die  Grössen 
y,  d,  welche  für  dieselben  bestimmte  Werthe  liefern,  da  die  Existenz  der 
Gl.  (5.)  vor.  No.  bereits  erwiesen.  Sind  (0^,  C,,)  die  dem  Punkte  s,  zugehörigen 
Werthenpaare  (*',  ^),  so  wie  a  der  dem  k  zugehörige  Werth  von  *,  so  folgt 
aus  der  Bildungsweise  der  rationalen  Functionen  /^  und  -^  (R.  A.  F.  §  8)  nach 
dem  Satze  in  No.  2,  dass  die  Coefficienten  dieser  Functionen  sich  rational  aus 
den  Coefficienten  von  cp(^,^),  F{s^z)  und  ihren  Ableitungen  nach  A:  und  aus 
(0,  A-)  und  den  (0  ,  C^)  zusammensetzen  lassen.  Ferner  sind  die  Coefficienten 
der  oben  erwähnten  linearen  Gleichungen  für  die  y,  d  rational  aus  den  Coefti^ 
cienten  von  cp(Ä-,^),  F{s,z)  und  deren  Ableitungen  nach  k,  ferner  aus  den 
Coefficienten    von  Xi(*'?'^))  "T^i  ^d~   zsammengesetzt.      Hieraus    folgt,    dass    die 
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Grössen  y,  d  sich  rational  aus  den  Coefficienten  von  cp(*,  ^),  F{s,2)  und  deren 
Ableitungen  nach  k,  ferner  aus  den  Coefficienten  von  cp^(*,  ^),  und  aus  {<3,k) 
und  den  (o,,C,)  zusammensetzen. 

5. 

Es  sei  K  der  Periodicitätsmodul  von  U  an  einem  bestimmten  Querschnitt, 
r,,  K^  resp.  die  Periodicitätsmoduln  von  t^,  U^  an  demselben  Querschnitt,  so 
folgt  aus  Gl.   (5.)  No.  3: 

Nehmen  wir  für  A  successive  0,  1,  2,  . . .,  2j9  imd  eliminiren  aus  den  2p +  i 
Gleichungen  T  ,  T^,  . . .,  T^,  K^,  K^,  . . .,  K^,  so  erhält  man  eine  Gleichung 
der  Form 

(2.)  ^^p-df^  +  ß^p-^  -öi^-~  +  ---  +  ßoK  =  0. 

Dieses  ist  eine  lineare  Differentialgleichung  2ji>'"  Ordnung,  in  welcher  k  als 
unabhängige  Variable  gilt,  und  welcher  die  2p  Periodicitätsmoduln  von  U 
genügen.  Die  Coefficienten  ß  sind  nach  voriger  No.  rationale  Functionen  der 
Coefficienten  in  9(5,^),  F{s,z)  und  deren  Ableitungen  nach  k,  der  Coeffi- 
cienten von  (f^is,^)  und  der  Grössen  (a,A)  und  (es,,  C,).  Allein  die  Perio- 
dicitätsmoduln von  U  sind  über  gewisse  Querschnitte  erstreckte  Integrale,  [330 
\md  daher  durch  die  Coefficienten  in  cp(s,^),  F{s,g)  vollkommen  bestimmt, 
sobald  die  Querschnitte  gegeben  sind,  und  es  lassen  sich  die  Verhältnisse 
der  Coefficienten  ß  aus  diesen  Periodicitätsmoduln  und  ihren  Ableitungen  ohne 
Zuhülfenahme  anderer  Grössen  zusammensetzen  (s.  meine  Abh.  B.  66  d.  J.  ^) 
No.  2).  Hieraus  folgt,  dass  die  Verhältnisse  der  Coefficienten  ß  nur  rationale 
Functionen  der  Coefficienten  in  (f{s,z),F{s,z)  und  deren  Ableitungen  nach 
k  sind. 

Wenn  zwischen  den  Grössen  T^,  2\,...,  T,,  K^,  K^,  ...,  K  besondere 
Beziehungen  bestehen,  so  werden,  wenn  man  für  A  in  Gl.  (1.)  successive 
0,  1,  2,  ...,  (/  setzt,  wo  q  <  2jo,  aus  diesen  q  +  i  Gleichungen  sich  schon  jene 
Grössen    eliminiren    lassen,    und    es    ergiebt    sich    alsdann    eine    Diiferential- 


1)  Abb.  VI,  S.  159  ff.  dieses  Bandei 
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gleichung  niedrigerer  als  Ip^'  Ordnung,  welcher  die  sämmtlichen  Periodicitäts- 
moduln  von  TJ  genügen. 

Das  in  dieser  No.  entwickelte  Theorem  ist  eine  Verallgemeinerung  eines 
auf  die  hyperelliptischen  Integrale  bezüglichen  in  meiner  Arbeit  B.  71  d.  J.  *) 
No.  S  und  11. 

6. 

Jacobi  hat  in  diesem  Journal  B.  36^)  für  das  elliptische  9(0)  als  Function 
von  log 9  =  —  1^-g-  eine  Differentialgleichung  entwickelt,  welche  in  Bezug  auf 
ö(o)  als  abhängige  Variable  von  der  dritten  Ordnung,  in  Bezug  auf  0(0)  und 
seine  Ableitungen  nach  log  ^  vom  14*™  Grade,  und  mit  rein  numerischen 
Coefiicienten  behaftet  ist. 

Fasst  man  dagegen  0(())  als  Function  des  Moduls  h  auf,  so  ist  die  Diffe- 
rentialgleichung, welcher  0(0)  genügt,  bei  weitem  einfacher.  Aus  der  Gleichung 

(1.)  m  =  \ßf 

T         TT 

und  der  bekannten  DifFerentialgleichung 
oder 

331]  folgt  nämlich,  wenn  wir  mit  Jacobi 

&(0)  =  y 
setzen. 


Wenn  man  wiederum  aus  dieser  Gleichung  die  Differentialgleichung  dritter 
Ordnung  von  Jacobi  herleiten  will,  so  folgt  zunächst  aus  Gl.  (2.),  welcher 
K  und  K'  genügen, 

d  /K'\  _       -it 

also 


(4)  dlogq 2^ 


dk  kk"y* 


1)  Abh.  Vm,  8.  241  ff.  dieses  Bandes.    Seh. 
a)  Jacobis  Werke,  Bd.  II,  S.  171  ff.    Seh. 
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Daher  ergiebt  die  Gleichung  (3.) 
(5.) 

DifFerentiirt  man  diese  Gleichung  unter  Anwendung  der  Gl.  (4.)  nach 
log^,  und  eliminirt  Ic  aus  der  entstandenen  Gleichung  und  der  Gleichung  (5.), 
so  erhält  man  die  Differentialgleichung  dritter  Ordnung  von  Jacobi. 

Von  dieser  Differentialgleichung  lässt  sich,  weil  sie  den  Modul  li  nicht  ent- 
hält, unmittelbar  auf  die  Theorie  der  Transformation  der  elliptischen  Functionen 
Anwendung  machen,  wie  Jacobi  1.  c.  gezeigt  hat.  Wir  wollen  nun  im  Fol- 
genden für  0(0,0,...,  0)  als  Function  der  Periodicitätsmoduln  a^  algebraische 
Gleichungen  zwischen  der  Function  und  ihren  partiellen  Ableitungen  nach 
den  «j  herleiten,  welche  ebenfalls  mit  rein  numerischen  Coefticienten  behaftet 
sind.  Diese  erscheinen  als  die  Verallgemeinerung  der  Differentialgleichung 
dritter  Ordnung  von  Jacobi  und  lassen  ebenfalls,  da  sie  von  der  Wahl  des 
Querschnittssystems  unabliängig  sind,  unmittelbare  Anwendung  auf  die  Trans- 
formation der  AsELschen  Functionen  zu. 

Da  jedoch  diese  Relationen  nur  unter  Voraussetzung  der  zwischen  den 
Periodicitätsmoduln  bestehenden  Abhängigkeit  gelten,  so  scheinen  uns  für 
manche  andere  Zwecke,  als  die  sich  auf  die  Transformation  beziehenden, 
solche  Relationen  den  Vorzug  zu  verdienen,  in  welchen  {)(0,  0, ...,  0)  als 
Function  von  einander  unabhängiger  Grössen  auftritt.  Wir  lassen  daher  die 
Herleitung  von  Differentialgleichungen  für  &(0,  0,  ...,0)  folgen,  in  welchen 
die  sich  nicht  aufhebenden  Verzweigungspunkte  als  unabhängige  Variable 
auftreten;  diese  Differentialgleichungen  erscheinen  als  Verallgemeinerung  der 
Differentialgleichung  (3.). 

■^^  [332 

Die  Differentialgleichungen  der  erstgenannten  Art,  nämlich  die  zwischen 
ö(0,  0,  ...,0)  und  seinen  partiellen  Ableitungen  nach  den  Periodicitätsmoduln, 
lassen  sich  durch  rein  algebraische  Eliminationen  erhalten,  ohne  Kenntniss 
des  Ausdruckes  von  x)(0,  0, ...,  0)  durch  die  Klassenmoduln  oder  der  Diffe- 
rentialgleichungen, welchen  die  Periodicitätsmoduln  als  Functionen  derselben 
Grössen  genügen,   wenn    man    von  den  in  meiner  vorangehenden  Arbeit^)  an- 

1)  Abb.  Xn,  S.  321  ff.  dieses  Bande«.    Seh. 
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gestellten  Betrachtungen  Gebrauch  macht.  Diese  Arbeit  wollen  wir  kurz  mit 
2(.  citiren. 

Es  sei  u  ,  u  ,  . . .,  u  ein  System  linear  unabhängiger  Integi-ale  erster  Gat- 
tung, von  der  Art,  dass  der  Periodicitätsmodul  von  u^  am  Querschnitte  a^ 
gleich  Tii,  an  allen  übrigen  a  gleich  Null,  am  Querschnitte  b^  gleich  a^^  (und 
a^  =  a^J,  (R.  A.  F.  §  18  —  21),  so  ist  bekanntlich 

eine  rationale  Function  von  {s,  2). 

Ist  (i  ein  beliebiger  Punkt  der  Fläche  T,  und  « ",  a°\  . . . ,  a"  das  mit  ft 
durch  die  Gleichung 

verknüpfte  Hauptsystem  (s.  m.  21.  No.  J — 6),  und  disponirt  man  über  die  in 
den  u^  enthaltenen  Constanten  derart,  dass  man  setzt: 

(1.)  u,  =   /    du^,  (a  =  l,2,...,p) 

wo  I  der  einem  beliebigen  Werthenpaare  (s,  £)  entsprechende  Punkt  der  Fläche 
T  ist,  so  wird  b(a{u^)\  in  den  Punkten  «',",  ß^"',  ••.,«p'  unendlich  klein  erster 
Ordnung  (s.  m.  21.  No.  3  Gl.  (2.)),  also  E^^{s,z)  in  denselben  Punkten  un- 
endlich gross  zweiter  Ordnung,  sonst  aber  überall  endlich.  Die  Function 
'\>^X^,  z)  wird  ebenfalls  in  diesen  Punkten  unendlich  klein  zweiter  Ordnung 
(s.  m.  2t.  No.  2),  also  ist 

(2.)  (?,^(s,^)  =  £,„(s,^)|/s,^) 

eine  ganze  rationale  Fvmction  von  (s,  z).  Da  tt^  für  jeden  Punkt  der  Fläche 
T  endlich  ist,  so  ist  für  ^  =  00  oder  s  ^  00  G.{s,  z)  ebenso  oft  unendlich 
wie  <\>  ,  demnach  ist  G,{s,z)  wie  cj;  in  Bezug  auf  s  vom  Grade  n  — 1,  in  Bezug 
auf  z  vom  Grade  m  —  1,  also 

(3.)  0,^{s,^)  =  G,  +  G,s  +  G,s'  +  ---  +  a„_,  s"-\ 

wo    G^,  G^,  ...,  G^j    ganze   rationale    Functionen    /m-1''°  Grades    von   z   sind. 
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Wir  setzen  zur  Abkürzung  [333 


wo  q  die  Anzahl  der  u,  nach  denen  differentiirt  wird,  bedeutet.  Dilferentiirt 
man  nun  die  Gleichung  (3.),  indem  man  die  Identität: 

dz  1'      ÖM;iÖMj,  (3«<j        dz 

anwendet,  ?wwmal,  und  setzt  |  ^  ft,  so  bilden  diese  Gleichungen  mit  Gl.  (3.) 
(ebenfalls  für  |  =  ;*)  zusammen  m«  + 1  Gleichungen,  aus  welchen  die  mn  Con- 
stanten der  Functionen  G^,  G^,  . .  .^  G^_^  eliminirt  werden  können.  Das  Re- 
sultat der  Elimination  ist  eine  Gleichung  zwischen  den  Grössen  i/otc...,  in 
welchen  die  Ordnung  der  Differentiation  höchstens  gleich  mn  +  2,  und  zwischen 
den  Coefficienten  von  -p-  und  <\)  und  der  Grösse  ft.  Bezeichnen  wir  diese 
Gleichung  mit 

(A)  =  0. 

Bildet  man  die  ferneren  Ableitungen  der  Gleichung  (3.)  bis  zur  »^?^  +  P'' Ord- 
nung, setzt  i  =  (i  und  eliminirt  aus  jeder  derselben  mit  Hülfe  von  mn  der 
ersten  Gleichungen  die  Constanten  in  G^,  G^,  . . .,  G^_^,  so  mögen  die  neu- 
entstandenen Gleichungen  mit 

(Ä')  =  0,     (.4")  =  0,     .  .  .,     (Ä'")  =  0 

bezeichnet  werden.  Dieselben  werden  theilweise  identisch  erfüllt,  theilweise 
von  einander  abhängig  sein  können.  Immer  aber  wird  für  ein  hinlänglich 
grosses  /  eine  genügende  Anzahl  von  Gleichungen  vorhanden  sein,  um  mit 
Hülfe  der  Gleichungen,  welche  zwischen  den  a  und  ft  bestehen  (s.  m.  21. 
No.  5),  und  der  Gl.  (1.)  No.  1  die  Grösse  ft,  die  Coefficienten  von  F{s,z), 
-—  und  von  cj;_^  zu  eliminiren.  Das  Resultat  ist  eine  Gleichung  zwischen  den 
Grössen  Z/^^^  ,  in  welchen  die  Ordnung  der  Differentiation  höchstens  gleich 
mn  +  l+2,  mit  rein  numerischen  Coefficienten. 

Solcher   Gleichungen    erhält   man    ^  ,    wenn    man   für    A,  ^    alle    zu- 

lässigen Combinationen  macht. 

Fachs,  mathem.  Werke.    I.  45 
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334]  8. 

Da  t}(a(Mj,)J  und  jede  ihrer  Ableitungen  gerader  Ordnung  eine  gerade 
Function  der  ««,  jede  Ableitung  ungerader  Ordnung  eine  ungerade  Function 
derselben  Grössen  ist,  so  verschwinden  die  letzteren,  wenn  in  denselben 
u^  =  ti^  =  •■■  =  u^  =  0  gesetzt  wird.  Daher  verschwinden  auch  die  Ableitungen 
ungerader  Ordnung  von  log&(a(»^)j  für  dieselben  Werthe. 

Die  bekannten  Relationen 


(l.) 

2- 

( 

en 

sich  folgendermassen 

schreiben : 

[    a'^^ 

gi>  _  e'L 

DgÖ 

öa„„'  ö?/„  ö?«„, 


+ 


(2.) 


/aiogi)\' 


Ö  log  l)  Ö'  log  i}  Ö  log  i>     Ö  log  & 

Ort,,,,.  ÖM„  ÖM„.  ÖM„  Ö«„. 


Für  ^«J  =  Mj  =  •••  =  «*p  =  0  gehen  die  Relationen  (2.)  über  in 
(3.) 


aiog&(o,o,...,o)  ^  r a' log a 
a«,,,,  L    aw,", 


aiog&(o,o,  ...,0)  _  [•  a' log {} • 


a«,,,,.  I  a»,,  Qu,,. 


Sind    a,B,c,b,...    unter    einander    verschieden,    so    folgt    aus    der    Form    der 
Thetafunction ,  als  Verallgemeinerung  von  (1.), 

&  i}  a'*  E> 


(*•; 


aa„.  a«,.  ...  du„  dii^  du,  diu 


wo  2A  die  Anzahl  der  ?«,  nach  welchen  auf  der  rechten  Seite  diiferentiirt 
wird,  bedeutet.  Sind  irgend  welche  unter  den  Grössen  a,b,c,  b,...  einander 
gleich,  so  wird  der  Exponent  von  2  auf  der  linken  Seite  der  Gleichung  (4.) 
um  eine  leicht  bestimmbare  Zahl  grösser. 

Aus  dieser  Gleichvmg  folgt,  dass  man  die  partiellen  Ableitungen  gerader 
Ordnung  von  log  ö  für  v^  =  u^  =  •  ■  ■  ^  u  =0  als  rationale  Functionen  mit 
numerischen  Coefficienten  der  Ableitungen  von  ^(ii,  0, . . .,  0)  nach  den  a.^  oder 
auch  als  ganze  rationale  Functionen  der  Ableitungen  von  logö(0,  0,  ...,  0)  nach 
den  a..  darstellen  kann. 
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Mit  Hülfe  dieser  Relationen  führen  wir  die  zwischen  den  Grössen  -L(,i,c... 
in  voriger  No.  gefundenen  Beziehungen  in  Gleichungen  zwischen  den  Ab-  [335 
leitungen  von  logi)(0,  0,  . . .,  0)  nach  den  Periodicitätsmoduln  Wj  über,  wie  sie 
oben  angekündigt  worden. 

Da  jedes  eigentliche  System  («),  welches  mit  ft  durch  eine  Gleichung 
dl  =  0  verknüpft  ist,  als  Hauptsystem  gelten  kann,  wenn  man  das  Querschnitts- 
system a,  b  zweckmässig  wählt  (s.  m.  21.  No.  5),  so  unterliegt  das  in  voriger 
und  dieser  No.  beschriebene  Verfahren  nicht  der  Schwierigkeit,  welche  mit 
dem  Aussondern  des  Hauptsystems  verbunden  ist  (s.  m.  21.  No.  5  und  6). 
Wählt  man  vielmehr  ein  beliebiges  eigentliches  System  («)  als  Hauptsystem 
und  bildet  mit  dem  zugehörigen  '\)  .  d.  h.  demjenigen  ([i^^,  durch  welches  das 
System  («)  mit  j*  verknüpft  ist,  die  Gleichung  (2.)  vor.  No.,  so  erhält  man 
die  oben  entwickelten  Relationen  unter  Voraussetzung  der  entsprechenden 
Querschnittszerlegung. 

Da  jedoch  die  den  verschiedenen  eigentlichen  Systemen  (a)  zugehörigen 
6  sich  nur  durch  die  in  den  C'oeflicienten  derselben  auftretenden  Grössen- 
Systeme  («)  unterscheiden,  die  letzteren  aber  bei  der  oben  angedeuteten  Eli- 
mination herausfallen,  so  folgt:  Die  gefundenen  Relationen  bleiben 
ungeändert  für  jede  beliebige  Art  der  Querschnittszerlegung. 

9. 
Um    für    die    elliptischen    Functionen    auf    diesem    Wege    die    Rechnung 
durchzuführen ,  sei 

(1.)  s'  =  i?(^), 

wo 

ferner  A  der  Periodicitätsmodul  von  f—  am  Querschnitte  a,  und  es  werde 
gesetzt 

(2.)  u  =  ^J    -, 

so  hat  tt  am  Querschnitte  a  den  Periodicitätsmodul  tci,  am  Querschnitte  6 
heisse  er  x.  Es  bleibt  hierbei  unentschieden,  wie  die  beiden  Querschnitte  a 
und  b  zu  legen  sind. 

45* 
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Soll  f)/  /    dt(—  l    (hi  +  P\,  wo  P  einen  der  Werthe 


2   "'"  2 


336]  bedeutet,  verschwinden  für  |  =  y],  wo  r^  ein  beliebiger  Punkt  der  Fläche 
T  ist,  so  ist  bekanntlich 


(3.)  p.  +  P.^  +  |, 


also 

(4.)  2  f  du  =  0. 

Die  den  drei  verschiedenen  Systemen  halber  Periodicitätsmoduln  P  nach 
Gl.  (3.)  zugehörigen  Werthe  «,  oder  die  Functionen  '\)  ,  durch  welche  sie 
mit  fi  verknüpft  sind,  können  also,  wie  aus  der  Gleichung  (4.)  folgt,  nach 
dem  AsELSchen  Theorem  in  diesem  Falle  folgendermassen  gefunden  werden: 
Es  sei  (s  ,  (i)  das  dem  Punkte  ft  zugehörige  Werthsystem  {s,  z),  so  setzen  wir 

(5.)  <\i^ {s,  s)  =  a^+  a^z  +  a^ z"  +  es 

und  bestimmen  die  Constanten  a  und  c  durch  folgende  Bedingungsgleichungen: 

(6.)  %{-^,V')  =  0,   ->;(-«„,  iit)  =  0, 

wo  ^'(s^z)  die  totale  Ableitung  von  ']j^(s^z)  nach  s  bedeutet. 

Die    Bedingungen,    dass    '\  (s,  z)    in    a   unendlich    klein    zweiter    Ordnung 
wird,   sind,   wenn  (^„,  «)  das  dem  Punkte  «   zugehörige  Werthsystem  (*,*)  ist, 

(7.)  'K»«.«)  =  0,     f(s„>«)  =  0- 

Die  Elimination  von  a^^  a^,  a^,  c  aus  den  Gleichungen  (6.)  und  (7.)  ergiebt  für 
«  folgende  Gleichung: 

(8.)  («  -  f)  [2  {%  +  sj  +  («  -  ft) «,  -  K.)]  =  0, 

wo    s'  wieder    die   Ableitung   von    a-   nach   2   bedeutet.     Die    Gleichungen   (6.) 
und  (7.)  ergeben  alsdann  die  Verhältnisse  der  Coefficienten  von  i  (*,  ^). 

Unter  Voraussetzung  irgend   einer  Lage    der  Querschnitte  a  und  b,    sei  « 

diejenige  Wurzel  der  Gleichung  (8.),   für  welche  i^i   /    (bi\  verschwindet,    also 
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das    Hauptsystem    des    allgemeinen    Falles,    welches    sich    hier    auf   ein    Glied 
reducirt,  so  ist  in  diesem  Falle 

(P  log  O  (m) 


(9.) 


E{,,,)  = 


du'' 


und 


(10.)  G{s,2)  =  G^+G,s, 

wo  G^  vom  zweiten,  G^  vom  nullten  Grade  ist. 

Bildet  man  die  Ableitungen  der  Gleichung  (10.)  nach  2  bis  zur  zehnten  [337 
Ordnung,  und  setzt  |  =  ft,  so  kann  man  aus  den  ersten  4  der  1 1  Gleichungen 
die  Coefficienten  von  G^  und  G^  bestimmen,  diese  in  die  nächstfolgenden  sub- 
stituirt  liefern  4  von  einander  unabhängige  Gleichungen,  aus  welchen  man 
mit  Hinzuziehung  von  Gleichung  (8.)  k,  ^,  (i  eliminiren  kann.  Das  Elimi- 
nationsresultat ist   eine  Gleichung   zwischen  L^,  L^,  L^,  L^^,   wenn   man  setzt: 

"  d"  log  Ö  (m)  " 


(11.) 


du" 


Nach  der  vorigen  No.  lassen  sich  diese  Grössen  durch  die  Ableitungen  von 
logö(O)  nach  x  darstellen.  Die  Differentialgleichung  für  9(0),  welche  man 
erhält,  ist  fünfter  Ordnung.  Sie  ergiebt  sich  aus  der  JACOBischen,  für  t  =  log^, 
durch  zweimalige  Differentiation  nach  x. 

10. 
Um  die  Differentialgleichung  herzuleiten,  welcher  d(0,  0, ...,  0)  als  Function 
eines    der    sich   nicht    aufhebenden   Verzweigungspunkte   genügt,   wenden   wir 

den  Ausdruck  von 

ölogi>(0,0,  ...,0) 
dk 
als  Function  von  k  an. 

Es  bedeute  nämlich  C/,  U^,  ...,  U^  wie  in  No.  3  ein  System  linear  unab- 
hängiger Integrale  erster  Gattung,  und  A'l'^  den  Periodicitätsmodul  von  ü^  am 
Querschnitte  a  ;  setzt  man  ferner  die  Determinante 


=  V, 


Ä',»'    AT 


Ä'J" 
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SO  ist  (s.  m.  21.  No.  8  Gl.   (8.)  und  No.  9  GL   (4.)) 

wo  R  auf  algebraische  Weise  sowohl  explicite  von  k  als  auch  von  den  Coeffi- 
cienten  von  ^^(s,^)  und  F{s,z)  abhängt. 
Nach  No.  5  Gleichung  (1.)  ist: 

(2.)    ^^  =  K  TT'  +  ö^S  TT'  +  -  +  s%  25"'  +  y'SAT  +  yl"Mr'  +  •  •  •  +  y'^a'^\ 

wo  TT^  den  Periodicitätsmodul  von  t^  am  Querschnitte  a  bedeutet,  und  y,  d 
sich  rational  aus  den  Coefficienten  von  cp^(^,^),  F{s^z)  und  deren  Ableitungen 
nach  /f,  und  aus  (o,  It)  und  den  (a^,,  C,,)  zusammensetzen  lassen. 
338]  Differentiiren  wir  die  Gleichung  (I.)  2jo'mal  nach  A',  und  setzen  für  die 
Ableitungen  von  ^^"*  ihre  Werthe  aus  (2.),  so  kann  man  aus  den  entstandenen 
2p^-\-i  Gleichungen  die  2^»"  Grössen  A^\  T'T'  eliminiren.  Das  Resultat  der 
Elimination  ist  eine  algebraische  Gleichung  zwischen  den  Ableitungen  von 
ö(0,  0,  ...,0)  als  Function  von  Je,  deren  Coefficienten  algebraisch  aus  den  Co- 
efficienten von  (f^(s,g),  F{s,z)  und  deren  Ableitungen  nach  k,  und  aus  (a,A) 
und  den  (a^,,  C,,)  zusammengesetzt  sind. 

Differentiirt  man  diese  Gleichung  y;mal,  so  kann  man  aus  den  entstandenen 
p  +  \  Gleichungen,  unter  Zuhülfenahme  der  Gleichungen  i^(a^,,  C^)  =  0,  die 
p  Grössenpaare  (a,,,  C,,)  eliminiren,  und  erhält  schliesslich  als  die  gesuchte  Ver- 
allgemeinerung der  Differentialgleichung  (3.)  in  No.  6  eine  Differentialgleichung 

(3.)  M,  =  0, 

deren  Coefficienten  sich  algebraisch  aus  den  Coefficienten  von  'f„(A^^),  F{s,z) 
und  deren  Ableitungen  nach  k  und  aus  (a,  /.)  zusammensetzen. 

1  I. 
Unter    Voraussetzung    der    in    No.  3  —  5    entwickelten    Formeln    und    der 
Differentialgleichung  (3.)  vor.  No.   lassen    sich    die  in  No.  7  u.   8  behandelten 
Relationen    zwischen    den  Ableitungen  von  logö(0,  0,  .. .,  0)  nach    den  Periodi- 
citätsmoduln  a.^  auch  auf  folgende  Weise  herleiten. 
Bekanntlich  ist 
Vi  \  ''^  ^     ö^    7^ 

(^■)  "a    =   -Y24bgjm^bJ  (q  =  1,  2, ...,!)) 
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ein  System  linear  unabhängiger  Tntegi-ale  erster  Gattung  von  der  Beschaffen- 
heit, Avie  es  in  No.  7  gefordert  wird. 

Es  werde  vorausgesetzt,  dass  die  Coefficienten  von  cp^(  .?  ,  ^  ),  als  Func- 
tionen eines  jeden  der  sich  nicht  aufhebenden  Verzweigungspunkte  algebrai- 
schen Differentialgleichungen  genügen,  also  beispielsweise,  wie  die  Coefficienten 
von  F(s,  z),  algebraische  Functionen  von  k  sind.  Da  die  Grössen  Ä^'^  nach 
No.  5  linearen  Differentialgleichungen  genügen,  deren  Coefticienten  rationale 
Functionen  der  Coefficienten  von  '■f^(s,z),  F{s,  s)  und  deren  Ableitungen  nach 
h  vorstellen,  so  sind  auch  die  Coefficienten  von  —r^  Functionen  von  k,  welche 

'  dz  ' 

algebraischen  Differentialgleichungen  genügen.  —  Unter  derselben  Voraus- 
setzung ergiebt  sich,  dass  die  Coefticienten  der  Gleichung  (3.)  vor.  No.  als 
Functionen  von  k  algebraischen  Differentialgleichungen  genügen. 

Nun  ist  nach  No.  5   Gl.  (l.):  [339 

(2.)  ^  =  c^r+«jr.'^r+---  +  <^r;^'"+yr««+ri>,u+--+yi>W' 

wo    die    Grössen   y,  d    sich    nach    No.  4    rational    aus    den    Coefficienten    der 
Functionen  jP(*,^),  -^  und  ihrer  Ableitungen  nach  k,    und   aus  den  Grössen 
(a,A;)  und  den  (a^,  CJ  zusammensetzen. 
Es  ist  aber: 

aioga(o,u,...,o)  ^      aioga(o,o,...,o)  da,, 

^  '^  dk  -^  öa„^  dk 

Differentiiren  wir  diese  Gleichuug  bis  zur  /''°  Ordnung  nach  k,  indem  wir 
stets  i)(0,  0, ...,  0)  als  Function  der  a^  und  diese  wieder  als  Functionen  von 
k  behandeln,  und  setzen  in  jeder  dieser  Gleichungen  für  die  Ableitungen  von 
a,^,  nach  k  deren  Werthe  aus  Gl.  (2.),  so  können  wir  /  so  gross  wählen,  dass 
wir  aus  den  entstehenden  ^+1  Gleichungen,  unter  Zuhülfenahme  der  successiven 
Ableitungen  der  Gleichung  (3.)  vor.  No.  die  Grössen  (a,Ä;),  (o,,,CJ,  T^\  a^, 
und  die  Ableitungen  von  ö(0,  0,  ...,0)  nach  k  eliminiren  können.  Die  Coeffi- 
cienten der  resultirenden  Gleichung  zwischen  den  Ableitungen  von  v)(0,  0, ...,  0) 
nach  den  a 


(4.)  (A,)  =  0 

dz 


hängen  auf  algebraische  Weise  ab  von  den  Coefficienten  von  F(*,^),  -^  und 


360       ÜBER  GEWISSE  DIFFERENTIALGLEICHUNGEN   IN  D.  THEORIE  D.  ABELSCHEN  INTEGRALE. 

ihren  Ableitungen  nach  k,  ferner  von  den  Coefficienten  der  Gl.  (3.)  vor.  No. 
und  ihren  Ableitungen  nach  k.  Mit  Hülfe  der  successiven  Ableitungen  der 
einzelnen  algebraischen  Differentialgleichungen,  welchen  diese  verschiedenen 
Grössen  genügen,  lassen  sie  sich  alle  aus  der  Gl.  (4.)  und  deren  Ableitungen 
eliminiren,  und  man  erhält  eine  Gleichung 

(5.)  (a;)  =.  0, 

welche  eine  Relation  zwischen  den  Ableitungen  von  ö(0,  0,  ...,  o)  nach  den 
a^^  ausdrückt,  mit  rein  numerischen  Coefficienten. 

Den    verschiedenen    sich    nicht    aufhebenden  Verzweigungspunkten  k  ent- 
sprechend ergiebt  sich  eine  gewisse  Anzahl  von  Relationen  dieser  Art. 

Greifswald  im  März  1871. 


ANMERKUNGEN. 


1)  Änderungen  gegen  das  Original. 

Es  wurde  gesetzt: 

S.  348,  letzte  Zeile  Xi(s, «)  statt  x(s,  z), 

„    349,  Zeile  2  v.  o.  und  13  v.  u.  tpv(s,  s)  statt  <p;(s, «), 

„    352,      „      4  V.  u.  ffiu(s, «)  statt  G^{s,z). 

2)  Auf  den  Gegenstand  der  vorstehenden  Abhandlung  ist  der  Verfasser  später  (Zur  Theorie  der  ABELSchen 
Functionen,  Sitzungsberichte  der  K.  preuss.  Akademie  der  Wissenschaften,  1897,  S.  608— 621)  zurück- 
gekommen. ScH. 


XIV. 

ÜBER  DIE  DARSTELLUNG  DER  FUNCTIONEN  COMPLEXER 

VARIABLEN,  INSBESONDERE  DER  INTEGRALE  LINEARER 

DIFFERENTIALGLEICHUNGEN. 

(Journal  für  die  reine  und  angewandte  Mathematik,  Bd.  75,  1873,  S.  177 — 223.) 


Um  eine  mehrdeutige  Function  f{z)  einer  complexen  Variablen  von  [177 
einem  Punkte  A  der  ^-Ebene  längs  einer  vorgeschriebenen  Curve  L  bis  zu  einem 
anderen  Punkte  B  der  Ebene  fortzusetzen,  wird  bekanntlich  die  Curve  L  in 
solche  Abschnitte  zerlegt,  dass  jeder  einzelne  einem  Gebiete  angehört,  inner- 
halb dessen  f{3)  eindeutig  und  stetig  ist.  Die  innerhalb  dieser  Einzelgebiete 
gültigen  Entwickelungen  dienen  alsdann  dazu,  den  Werth  der  Function  von 
Abschnitt  zu  Abschnitt,  und  demnach  auch  den  Endwerth  in  B  zu  berechnen. 
Dieses  Verfahren  leidet  ausser  an  der  grossen  Beschwerlichkeit  in  der  prak- 
tischen Durchführung  an  dem  wesentlichen  theoretischen  Mangel,  dass  das- 
selbe nicht  a  priori  den  Zusammenhang  zwischen  den  Werthen  der  Function 
am  Anfang  und  am  Ende  des  Weges  L  erkennen  lässt.  Selbst  wenn  es  ge- 
lingt, für  die  Function  t\z)  eine  einheitliche  analytische  Darstellung,  welche 
in  der  ganzen  Ebene  gültig  ist,  zu  finden,  z.  B.  eine  solche,  wie  ich  sie  für 
die  Integrale  linearer  Differentialgleichungen  in  den  Annali  di  Matemat.  d.  d. 
Brioschi  e  Cremona,  Ser.  II,  tom.  IV,  fasc.  I')  gegeben  habe,  werden  der 
Natur  der  Sache  nach  die  einzelnen  Glieder  der  Entwickelung  vom  Fort- 
setzungswege abhängig  sein,  es  wird  mithin  dieselbe  Schwierigkeit  auf  die 
einzelnen  Glieder  zurückfallen. 

1)  Abb.  X,  S.  295  8F.  diesoä  Bandes.    Seh. 
Fuchö,  niathem.  Werke.    I.  46 
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Die  folgende  Arbeit  hat  die  hier  aufgeworfene  Frage  zu  ihrem  Ausgangs- 
punkte genommen.  In  derselben  wird  gezeigt,  dass  man  durch  algebraische 
Hülfsmittel  die  ^- Ebene  in  zwei  Gebiete  G^  und  G^  zerlegen  kann  von  fol- 
gender Beschaffenheit: 

Das  eine  Gebiet  G^  ist  ein  endliches,  das  andere  G^  der  übrig  bleibende 
unendlich  grosse  Theil  der  Ebene. 

Die  Grenze  zwischen  beiden  Gebieten  ist  eine  sich  selbst  nicht  schnei- 
dende algebraisch  bestimmbare  Curve,  und  die  sämmtlichen  endlichen  singu- 
lären  Punkte  der  Function  befinden  sich  auf  derselben. 

178]  Innerhalb  des  Gebietes  G^  ist  f{z)  eindeutig  und  stetig,  innerhalb  G^ 
nur  für  ^  =  00  nicht  eindeutig  und  stetig.  Es  werden  für  jedes  dieser  Ge- 
biete Reihen entwickelungen  der  Function  gegeben,  welche  bezüglich  innerhalb 
der  ganzen  Fläche  gültig  sind.  Die  Entwickelung  innerhalb  G^  liefert  die 
durch  die  Umläufe  um  00  von  einander  verschiedenen  Werthe  auf  ähnliche 
Weise,  wie  eine  nach  Potenzen  von  z  fortschreitende  Reihe.  —  Die  Her- 
leitung dieser  Entwickelungen  setzt  nur  voraus,  dass  man  einen  Zweig  einer 
bestimmten  algebraischen  Function  von  z^  der  innerhalb  G^  eindeutig  und  stetig 
ist,   für  jeden  Werth  von  z  innerhalb  dieses  Gebietes  zu  berechnen  verstehe. 

Der  Zusammenhang  der  Functionswerthe  des  einen  und  anderen  Gebietes 
ist  von  dem  Verhalten  der  Function  in  den  Umgebungen  der  auf  der  Grenze 
liegenden  singulären  Punkte  derselben  abhängig.  Ist  derselbe  ermittelt,  und 
führt  eine  Curve  L  von  einem  Punkte  A  des  einen  Gebietes  zu  einem  Punkte 
B  des  anderen  Gebietes,  so  lässt  sich,  wenn  der  Ausgangswerth  der  Function 
in  A  bestimmt  ist,  der  Werth  derselben  in  B  berechnen,  ohne  dass  man  die 
Zwischenstufen  der  Werthe  längs  der  Curve  durchzumachen  hätte. 

Der  Zusammenhang  wird  für  die  Integrale  linearer  Differentialgleichungen 
aufgestellt,  und  somit  für  diese  das  gestellte  Problem  vollständig  gelöst. 

Erste  Abtheilung. 
1. 
Es  sei 

(1.)  F{.)  =  -I^, 

^  ^  wg{w) 

worin  f{w)  und  g{tv)  ganze  rationale  Functionen  bedeuten,   welche  für  w  =  0 
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nicht  verschwinden.     Femer  seien  die  beiden   complexen  Variablen  iv  und  w^ 
mit  einander  durch  die  Gleichung 

(2.)  ^(,,,,,,)  =  ZKh:ZM=.o 

verbunden. 

Dem  Werthe  w  =  0  entsprechen  von  Null  verschiedene  Wurzeln  w^  der 
Gleichung  (2.).  Ist  daher  K^  eine  mit  dem  Radius  r  um  den  Anfang  der  w 
beschriebene  Kreislinie,  so  befinden  sich  die  einem  Punkte  w  der  Fläche  [179 
desselben  zugehörigen  Wurzeln  w^  der  Gleichung  (2.)  sämmtlich  ausserhalb 
JiC,  wenn  r  eine  gewisse  Grenze  nicht  überschreitet. 

Diese  Grenze  sei  r  ^  R,  und  K  die  mit  R  beschriebene  Kreislinie.  Es 
befindet  sich  alsdann  der  Annahme  nach  keiner  der  irgend  einem  Werthe  w 
des  Inneren  von  K  entsprechenden  Werthe  «'^  ebenfalls  innerhalb  K.  Es  ist 
aber  auch  keiner  dieser  Werthe  u\  auf  der  Peripherie  K  gelegen.  Gesetzt 
nämlich,  es  entspräche  einem  Werthe  w  =  ?«""  des  Inneren  ein  Werth  w^  ^=  h/"' 
der  Peripherie  von  7t,  so  würde  auch  wegen  der  Symmetrie  der  Gleichung 
(2.)  in  Bezug  auf  w  und  w^,  dem  Werthe  w  =  w'"  der  Peripherie  ein  Werth 
tv^  =  w""  des  Inneren  von  K  entsprechen.  Da  aber  iv^,  so  lange  es  endlich 
ist,  sich  mit  tv  stetig  ändert,  so  würde  alsdann  auch  einem  dem  w  =  w^^'  hin- 
länglich nahe  im  Inneren  von  K  gelegenen  Punkte  iv  ein  Werth  w^  ent- 
sprechen, der  in  der  Nähe  von  tc\  ^=  w""  ebenfalls  im  Inneren  von  K  befindlich 
wäre.  —  Aus  demselben  Grunde  ist  auch  kein  Punkt  w^,  der  einem  Punkte 
w  der  Peripherie  K  entspricht,  im  Inneren  gelegen.  —  Es  wird  daher  auf 
der  Peripherie  K  einen  oder  mehrere  Werthe  w  geben,  zu  denen  ebenfalls 
auf  der  Peripherie  befindliche  Werthe  i(\  gehören. 

Der  Kreis  K  ist  demnach  der  grösste  der  Kreise  ÜT ,  welche  die  Eigen- 
schaft haben,  dass  die  irgend  einem  Werthe  iv  des  Inneren  derselben  zuge- 
hörigen Werthe  w^  ausserhalb  derselben  befindlich  sind.  Sein  Radius  R  ist 
eine  von  Null  verschiedene  Grösse.  Wir  wollen  den  Kreis  K  den  zur  Func- 
tion F(^w)  zugehörigen  Grenzkreis  nennen. 

Innerhalb  des  Kreises  K  liegt  keine  Wurzel  der  Gleichung 

(3.)  F'iw)  =  0, 

wo  F'{iv)  die  Ableitung  von  F{w)    bedeutet.  Denn  sei  w^  eine  AVurzel  dieser 

46* 
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Gleichung,  so  genügt  der  Gleichung  (2.)  u\  =  w  =  w^.  Befände  sich  nun  w^ 
im  Inneren  von  K,  so  würden  auch  Werthen  w  innerhalb  K,  die  hinlänglich 
nahe  an  w^  liegen,  Werthe  ii\  ebenfalls  innerhalb  K  in  der  Nähe  von  w^ 
entsprechen. 

Die  Wui'zeln  der  Gleichung: 
(4.)  g{w)  =  0 

liegen  ausserhalb  K.  Denn  da  dem  Punkte  w  =:  0  des  Inneren  von  K  ausser 
Mjj  =  oo  die  Wurzeln  der  Gleichung  g{u\)  =  0  zugehören,  so  befindet  sich 
jede  der  letzteren  aus  den  oben  angegebenen  Gründen  ausserhalb  K. 

Hieraus  ergiebt  sich  auch,  dass  nur,  wenn  g{w)  eine  Constante  und 
i8o]  f{^w)  eine  für  w  =^  0  nicht  verschwindende  ganze  rationale  Function  ersten 
Grades  ist,  der  Grenzkreis  die  unendliche  Ebene  umfasst,  in  allen  übrigen 
Fällen  aber  ist  R  eine  endliche  Grösse. 


Beschreibt  der  Punkt  iv  einen  Kreis  K^,  so  beschreiben  die  zugehörigen 
Wurzeln  der  Gleichung  (2.)  vor.  Nummer  Curvenzweige  S^,  S",  ...,  welche  wir 
als  die  mit  K^  zusammengehörigen  Curvenzweige  bezeichnen.  —  Ein 
Punkt  IV  von  7£.  und  ein  Punkt  w^  einer  Curve  S,.  sollen  entsprechend  heissen, 
wenn  w^  mit  w  durch  die  Gleichung  (2.)  vor.  Nummer  verbunden  ist. 

Die  mit  einer  vom  Grenzki'eise  K  eingeschlossenen  Kreislinie  K^.  zu- 
sammengehörigen Curvenzweige  haben  nach  der  vor.  Nummer  weder  mit  dem 
Inneren  noch  mit  der  Peripherie  von  K  einen  Punkt  gemeinschaftlich.  Die 
mit  K  zusammengehörigen  Curvenzweige  dagegen  haben  mit  der  Peripherie 
von  K  einen  oder  mehrere  Punkte  gemeinschaftlich,  treten  aber  nirgendwo 
in  das  Innere  desselben  ein.  Die  letzteren  Curven  seien  S',(S ",...,  und  es 
habe  ß'  mit  K  den  Punkt  w'  gemeinschaftlich.  Es  können  alsdann  zwei 
Fälle  eintreten: 

Entweder  ist  w'  als  Punkt  von  S'  dem  w'  als  Punkt  von  K  entsprechend. 
Es  wird  alsdann  die  Gleichung  (2.)  in  vor.  Nummer  durch  iv^  =  w  =  w'  be- 
friedigt, d.  h.  es  ist  w'  eine  Wurzel  der  Gleichung  (3.)  vor.  Nummer. 

Oder  es  ist  w'  als  Punkt  von  S'  einem  anderen  Punkte  w  =  w"  von  K 
entsprechend.  Es  erlangt  alsdann,  wenn  nicht  die  Curve  S'  längs  einer  w' 
enthaltenden    endlichen    Strecke    auf  K   fällt,    der    Modul   von   w^    längs    der 
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Curve  (5'   für   den   Werth  w  =  w"   den   Minimalwerth  R.      Es  ist   also   unter 
allen  Umständen,  wenn  man 

mi  a.i 

setzt,  -r^  für  w  =  w",  w,  =  w'  Null  oder  unendlich. 
'    atp  '       > 

Nun  folgt  aus  Gleichung  (2.)  vor.  Nummer 
Bewegt  sich  tv  auf  der  Peripherie  K^  w^  auf  (5',  so  ist  dr  =  0,  also 

(2.)  |i^i  +  itL<p.^*l  +  ,,^Al^o. 

Bezeichnen  wir  den  Werth  von  [i8i 


dw 


dw. 


für    tv  =  tv",    w,  =  w' 


mit  A  +  Bi,  so  folgt  aus  Gleichung  (2.) 

(3.)  4^  =  RB,        ^  =  -A    für    tv  =  w",    iv,  =  lo'. 

^   '  d'f  df  ' 

Da  R  weder  Null  noch  unendlich  ist,  so  folgt  also 

JB  =  0     oder     B  =  oo. 


Es    sei   l)  £  =  oo,    so   ist,   da  -J^   für  ?<;  =  w",  w,  =  w'  nach   No.  1   end- 
lieh  ist,  -5-^  für  dieselben  Werthe  Null,  d.  h. 


F'{iv')       F{iv')-F{w") 


w'—tv"       (w'—w"y  ' 

d.  h.  da  w'  und  w"  von  einander  verschieden  angenommen  wurden,  und  nach 
Gleichung  (2.)  vor.  Nummer, 

F'{tv')  =  0. 

Es  wäre  demnach  w'  eine  Wurzel  der  Gleichung  (3.)  vor.  Nummer. 

Es  sei  2)  B  =  Q. 

Die   Durchschnittspunkte   eines   Kreises  K^   mit    den    mit   K^   zusammen- 
gehörigen Curvenzweigen   ergeben   sich    aus   der  Gleichung  (2.)   vor.  Nummer, 
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wenn  man  in  derselben  w  =  re^^  und  iv^  =  re'-P'*  setzt.  Die  Sonderung  des 
reellen  und  imaginären  Theiles  liefert  alsdann  zwei  Gleichungen  zur  Be- 
stimmung der  Werthepaare  cp  und  cp,  als  Functionen  von  r,  welche  Durch- 
schnittspunkten entsprechen,  derart,  dass  der  Durchschnittspunkt  re^'*  der 
Kreislinie  K^  und  der  mit  ihr  zusammengehörigen  Curve  S,.  dem  Punkte  re'*'* 
des  Kreises  K^  entspricht. 

Die  Durchschnittspunkte   sind   imaginär   für    alle  Kreise  innerhalb  K;    es 
ist  wenigstens  einer  reell  für  K  selber.     Für  diesen  Punkt  sei 

w  ^  w    =^  Be^    ,     u\  ^=  w  ^  Me^  . 

Ist  für  diese  Werthe  -^  nicht  Null,  d.  h.  w'  nicht  Wurzel  der  Gleichung 
(3.)  vor.  Nummer,  so  entsprechen  den  Werthen  w  innerhalb  einer  hinlänglich 
kleinen  den  Punkt  w"  umgebenden  geschlossenen  Curve  Werthe  von  w^  eben- 
182]  falls  innerhalb  einer  den  Punkt  w'  umgebenden  geschlossenen  Curve,  und 
zwar  die  innerhalb  K  fallenden  Werthe  u\  den  ausserhalb  K  fallenden  Werthen 
w.  Daher  werden  die  Kreise  K^.  für  Werthe  von  r  >  R  bis  zu  einer  gewissen 
Grenze  von  einer  der  mit  ihnen  zusammengehörigen  Curven  geschnitten.  Eine 
Ausnahme  bildet  nur  der  Fall,  dass  die  mit  K  zusammengehörigen  Curven, 
welche  K  treffen,  in  ihrer  ganzen  Ausdehnung  auf  K  fallen.  In  diesem 
Falle  können  die  Durchschnittspunkte  für  r  >  R  wenigstens  bis  zu  einer  ge- 
wissen Grenze  ebenfalls  imaginär  sein. 

Für    die    Grössen    cp    und    cp^    als    Functionen    von    r    ergiebt    sich    aus 
Gleichung  (1.) 

Der  Annahme  nach  ist  -^  für  iv  =  w",  w^  =  w'  nicht  Null.  Es  ergiebt  sich 
also  aus  Gleichung  (4.)  für  w  =  w'\  u\  =  w': 

Wenn  nun  nicht  die  mit  K  zusammengehörigen  und  K  treffenden  Curven- 
zweige  in  ihrer  ganzen  Ausdehnung  auf  K  fallen,  so  sind  nach  dem  Obigen 
^  und  cpj  für   r  >  R   bis   zu   einer   gewissen  Grenze   reelle  Functionen   von   r. 
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Es  folgt  alsdann  aus  Gleichung  (5.) 

(^  +  1)^  =  0. 

oder  da  R  endlich  und  von  Null  verschieden: 

(6.)  A  =  -l. 

Die  Gleichung  ( 1 .)  giebt  alsdann  für  w  =  w'\  w^  =  w 

(7.)  -^  +  icl<f^  =  -j^  +  td'f, 

woraus  sich  ergiebt: 

(8.)  dr^  =  dr,     d<f^  =  ä'f. 

Ist  aber  w  dem  w"  in  beliebiger  Richtung  unendlich  benachbart  und  inner- 
halb K  gelegen,  also  dr  negativ,  so  muss  den  obigen  Eigenschaften  des  Grenz- 
kreises K  zu  Folge  das  zugehörige  u\  ausserhalb  K  unendlich  nahe  an  w' 
liegen,  also  (h\  positiv  sein,  was  der  ersten  Gleichung  (8.)  widerspricht. 

Demnach  muss  für  w  =  w",  u\  =  w',  -_-^  verschwinden,  oder  w'  =  w"  sein. 
Wir  gelangen  also  in  beiden  Fällen  zu  dem  Resultat:  [183 

Wenn  die  mit  K  zusammengehörigen  und  K  treffenden  Curven 
nicht  in  ihrer  ganzen  Ausdehnung  auf  ÜC  fallen,  so  sind  die  Durch- 
schnittspunkte derselben  mit  K  Wurzeln  der  Gleichung  (3.)  vor. 
Nummer. 

3. 
Der  Fall,    dass    die    mit    dem   Grenzkreise    zusammengehörigen   und    den- 
selben   treflfenden    Curven    in   ihrer   ganzen  Ausdehnung   auf  ihn   fallen,    tritt 
z.  B.  ein,  wenn 

(    f{w)  =  A^+  Ä^  w  +  A^w\ 

\  gM  =  1. 

Die  Gleichung  (2.)  No.  1  wird: 

(2.)  A,-A,ww,  =  0. 

Mit  einem  Kreise  K^  gehört  eine  einzige  Curve  zusammen,  nämlich  ein  Kreis 
JT,,  dessen  Radius 

(3.)  /  =  lmodA. 


(1-) 
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Da  beide  Kreise  concentrisch  sind,    so    können  sie  sich  nur  treffen,   wenn  sie 
zusammenfallen,  wenn  also 


(4.)  '    r'  =  r  =  y  mod  ^  =  R. 


A 

Der  Kreis  mit  dem  durch  diese  Gleichung  bestimmten  Radius  ist  der  Grenz- 
kreis für  dieses  Beispiel. 

Die  Gleichung  (3.)  No.  1  wird: 

(5.)  A^-A^vf  =  0. 

Man  sieht,  dass  die  Wurzeln  dieser  Gleichung  sich  auf  der  Peripherie  des 
Grenzkreises  befinden. 

Wir  wollen  zeigen,  dass  allgemein,  wenn  die  mit  dem  Grenzkreise 
zusammengehörigen  und  ihn  treffenden  Curven  in  ihrer  ganzen 
Ausdehnung  auf  denselben  fallen,  auf  der  Peripherie  desselben 
sich  Wurzeln  der  Gleichung  (3.)  No.  1  befinden. 

Es  folgt  nämlich  für  die  correspondirenden  Punkte  der  Peripherie  K  und 
einer  mit  K  zusammengehörigen  und  auf  sie  fallenden  Curve,  da  gleichzeitig 
dr  =  0,  dr^  =  0,  aus  Gleichung  (l.)  vor.  Nummer 

^    '  div       ^      dii\    '      ' 

184]  Hieraus  ergiebt  sich,  dass  für-  solche  correspondirenden  Punkte 

reell  ist.  Es  geht  daher  für  solche  correspondirenden  Punkte  die  Gleichung 
(1.)  vor.  Nummer  über  in: 

^(-^  +  ü??j  +  ^  +  "^?i  =  0,     d.  h. 

(7.)  di\  =  —Adr,     d<f^  =  —  Ad'^. 

Bezeichnen  wir  wieder  mit  iv  =  w",  w^  =  w'  zwei  solche  correspondirenden 
Punkte,  so  entspricht  den  Eigenschaften  des  Grenzki-eises  zu  Folge  einem 
dem  iv"  unendlich  benachbarten  im  Inneren  von  K  befindlichen  Werth  w  ein 
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dem  w'  unendlich  benachbarter  ausserhalb  K  befindlicher  Werth  «o^,  d.  h. 
einem  negativen  dr  ein  positives  di\.  Die  erste  Gleichung  (7.)  ergiebt  daher, 
dass  A  positiv  ist.  Bewegt  sich  nun  der  Punkt  w,  um  die  Peripherie  K  zu 
erzeugen,  so  bewegt  sich  gleichzeitig  u\^  um  die  correspondirenden  Punkte 
der  mit  K  zusammengehörigen  Curve  zu  erzeugen.  Aus  der  zweiten  Glei- 
chung (7.)  ergiebt  sich,  dass  sich  die  beiden  auf  der  Peripherie  K  bewegenden 
Pimkte  IV  und  w^  in  entgegengesetzter  Richtung  bewegen,  und  da  w  jeden- 
falls einen  vollständigen  Umlauf  vollzieht,  so  folgt,  dass  sie  sich  begegnen 
müssen,  also  zwei  correspondirende  Punkte  zusammenfallen.  Für  solche  aber 
geht  die  Gleichung  (2.)  No.  1  über  in 

F\tv)  =  0. 
Da    innerhalb    des    Grenzkreises   keine  Wurzel    der   Gleichung   (3.)   No.  1   be- 
findlich ist,  so  ergiebt  sich  als  Resultat  der  Untersuchung  dieser  drei  Nummern 
der  Satz: 

Der  Radius  des  Grenzkreises  ist  der  Modul  derjenigen  Wurzel 
der  Gleichung 

(A.)  F'{w)  =  0, 

welche  unter  allen  Wurzeln  derselben  den   kleinsten  Modul  hat. 

4. 

Es  werde  die  complexe  Grösse  z  mit  der  complexen  Grösse  w  durch  die 
Gleichung 

(1.)  z  =  F{w) 

verbunden,  wo  F{iv)  dieselbe  Bedeutung  hat  wie  in  No.  1. 

Jedem  Kreise  K^.  in  der  w  Ebene  entspricht  eine  geschlossene  Curve  [185 
C,.  in  der  z  Ebene;  dem  Grenzkreise  K  entspreche  die  geschlossene  Curve  C, 
welche  Grenzen rve  heissen  möge. 

Die  den  Kreisen  K^  innerhalb  K  entsprechenden  Curven  C^  schneiden 
sich  weder  selbst  noch  unter  einander.  Denn  von  den  einem  solchen  Schnitt- 
punkte z  zugehörigen  Wurzeln  w  der  Gleichung  (1.)  müssten  mindestens  zwei 
verschiedene  sich  innerhalb  des  Grenzkreises  K  befinden.  Dieselben  seien  w 
und  H'j,  so  würden  sie  die  Gleichung: 

(2.)  F{w)-F{w,)  _  ^ 

w  —  w^ 

Fuchs,  mathem.  Werte.    I.  47 


370  DARSTELLUNG  DER  FUNCTIONEN  COMPLEXER  VARIABLEN. 

befriedigen.  Dieses  ist  aber  der  Definition  des  Grenzkreises  zu  Folge  nicht 
möglich. 

Eliminirt  man  z  zwischen  der  Gleichung 

(3)  ^l9{^v)w\  _      (lf{tv)   ^  Q 

^  ''  div  die 

und  der  Gleichung  ( I .) ,  so  erhält  man  die  Gleichung 

(4.)  F'{w)  =  0. 

Die  den  Wurzeln  dieser  Gleichung  entsprechenden  Werthe  von  z  sind  also 
die  Verzweigungspunkte  der  algebraischen  Function  w  von  ^,    Gleichung  (l.). 

Zwei  Curven  C^  und  C^,  welche  zwei  unendlich  benachbarten  Kreisen 
innerhalb  K  entsprechen,  liegen  so,  dass  diejenigen  Punkte,  welche  zwei  un- 
endlich benachbarten  Punkten  der  beiden  Kreise  entsprechen,  selber  unend- 
lich benachbart  sind,  dass  also  die  eine  Curve  von  der  anderen  ganz  um- 
schlossen wird. 

Da  nun  C.  für  unendlich  kleine  r  ganz  im  Unendlichen,  für  endliche, 
von  Null  verschiedene,  hinlänglich  kleine  r  ganz  im  Endlichen  sich  befindet, 
so  folgt,  dass  von  zwei  Curven  C^,  die  zu  verschiedenen  Kreisen  innerhalb  K 
gehören,  diejenige  die  andere  umgiebt,  welche  dem  kleineren  Kreise  entspricht, 
und   dass    die  Curve  C^  sich   nach   allen  Richtungen  ins  Unendliche  erstreckt. 

Es  sei  F  die  von  der  Grenzcurve  C  in  der  z  Ebene  eingeschlossene 
Fläche,  so  ergiebt  sich  aus  dem  Vorhergehenden,  dass,  wenn  r  von  Xull  bis 
R  wächst,  die  Ebene  z  sich  mit  einer  Schaar  geschlossener,  continuirlich 
aneinander  liegender  und  sich  umschliessender  Curven  C,.  erfüllt,  welche  die 
ganze  Ebene  mit  Ausschluss  der  Fläche  F  einfach  bedecken.  Diese  von  ihnen 
bedeckte  Fläche  heisse  F'. 

i86]  Es  entspricht  alsdann  jedem  Punkte  der  vom  Grenzkreise  eingeschlossenen 
Fläche  in  der  w- Ebene  nur  ein  Punkt  der  Fläche  F'  in  der  ^- Ebene,  und 
umgekehrt,  oder  beide  Flächen  sind  Abbildungen  von  einander. 

5. 

Es  seien  in  der  ^-Ebene  die  Punkte  ^,,  ^,,  ...,  ^„^.,  gegeben,  so  kann  man 
die  ganze  rationale  Function  /«*™  Grades  ^{w)  so  bestimmen,  dass  die  Function 

(1.)  .  =  -^)- 
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für  die  willkürlichen  Punkte  a^,  a^,  ...,  a^^^  in  der  M>-Ebene  resp.  die  Werthe 

(«<'-«m+l). 


,  s^^^  liefert. 

In  der  That  sei 

f(ic)  =  {^v  —  a^){^v— «, 

"^    ^          w  —  a,.' 

SO  ist 

(2.)  ?(^)-*E^/;», 

wo  t"{w)  die  Ableitung  von  f(w)  bedeutet,  die  gesuchte  Function 
Allgemeiner  ist  die  Function: 

^  '^  w  ' 

für  eine  beliebige  rationale  Function  <\i{w)  von  iv,  die  für  keinen  der  Punkte 
«,«,...,«   ,    unendlich  wird,  von  derselben  Eigenschaft. 

Der  Radius  des  Grenzkreises  der  Function  (3.)  ist  nach  No.  3  der  kleinste 
Modul  der  Wurzeln  der  Gleichung: 

(4.)  ivf'(w)  —  tp  (tu)  +  lü  [ij/  (w)  f'{w)  +  f{iv)  <!''(«')]  —  <}'  (w)  /'(«<')  =  0) 

wo  die  Ableitungen  durch  obere  Accente  angedeutet  sind. 

Es  seien  insbesondere  «,,  a^'  •••i'^m+i  ^^®  »w  +  1  Wurzeln  der  Gleichung: 

(5.)  lü^+'-l  =  0, 

so  geht  die  Gleichung  (4.)  über  in: 

(6.)  ivvf'iw)  —  ^{w)  +  '\t{w)  [miv"''*'^+  1]  +  wS^'iw)  (w"'"^'  —  1)  =  0. 

Ist  der  Radius  des  Grenzkreises  der  Function  (1.)  grösser  als  Eins,   oder 
was  dasselbe  ist,  sind  die  Moduln  der  Wurzeln  der  Gleichung: 

(7.)  ic(ci'{tv)—  ^{w)  =  0 

sämmtlich  grösser  als  Eins,  so  wählen  wir  '\i{;w)  =  0.  Ist  dagegen  der  [iSy 
Modul  von  mindestens  einer  der  Wurzeln  der  Gleichung  (7.)  kleiner  oder  gleich 
Eins,  so  wählen  wir  '\){w)  so,  dass  die  Moduln  der  Wurzeln  der  Gleichung 
(6.)  sämmtlich  grösser  als  Eins  werden.  Den  Nachweis  der  Möglichkeit  einer 
solchen  Wahl  und  die  wirkliche  Herstellung  einer  der  gemachten  Anforderung 
genügenden  Function  <\i(w)  wollen  wir  im  Folgenden  geben. 

47* 
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6. 
Wir  wählen: 


wo  a  und  ß  Constanten,  und  zwar  letztere  von  Eins  verschieden.  Setzen  wir 
zur  Abkürzung 

(2.)  w<f'{iv)  —  f{tv)  =  G{w), 

so  geht  die  Gleichung  (6.)  vor.  Nummer  über  in: 

[ö.)  ix{w)  (w'"'-'-ßy  ~   ■ 

Zunächst  wollen  wir  ß  so  bestimmen,  dass  die  Function: 
(4.)  H{ic)  -  p^TT^^T 

innerhalb  des  mit  dem  Radius  Eins  um  den  Anfang  der  w  beschriebenen 
Kreises  E  und  auf  der  Peripherie  weder  Null  noch  unendlich  wird.  Ist 
dieses  erreicht,  so  sei  M  der  Minimalwerth  des  Moduls  von  H{w)  innerhalb 
und  auf  der  Peripherie  von  E,  N  der  Maximalwerth  des  Moduls  von  G(iv) 
innerhalb  desselben  Kreises  und  auf  dessen  Peripherie,  so  darf  man  a  nur 
so  wählen,  dass 

(5.)  Mmoda>  N, 

um  zu  erreichen,  dass  die  Wurzeln  der  Gleichung  (3.)  oder 

(6.)  0{w)-aH{w)  =  0 

sämmtlich  ausserhalb  E  befindlich  sind. 
Es  ist  nun  erstlich  ersichtlich,  dass 

mod  ^  >  1 

sein  muss.  Setzt  man  nämlich  den  Zähler  von  H{w)  gleich  Null,  so  ist 
mod  ß  das  Product  der  Moduln  der  Wurzeln  der  gebildeten  Gleichung, 
welche  sämmtlich  grösser  als  Eins  sein  sollen. 

i88]  Wählt  man  mod  /J  >  J ,  so  wird  H{w)  innerhalb  E  und  auf  der  Peripherie 
von  E  nicht  imendlich.  Wie  ß  näher  zu  bestimmen  ist,  damit  H{w)  auch 
innerhalb  derselben  Grenzen  nicht  verschwinde,  soll  nunmehr  gezeigt  werden. 
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7. 

Aus  der  Abhandlung  des  Herrn  Hermite  (Extrait  d'une  lettre  k  M.  Bor- 
CHARDT,  dieses  Journal,  Bd.  52,  p.  4  5)  ergiebt  sich  nämlich  leicht  folgender  Satz: 
Es  sei  gegeben  die  Gleichung: 

(1.)  Fi,)  =  0, 

wo  F(z)  eine  ganze  rationale  Function  mit  beliebig    complexen  Coefficienten. 
Substituiren  wir 

iu  —  1 


(2.) 


iu  +  1 


wo  i  =  \/— 1  und  p  reell  und  positiv,  und  bezeichnen  die  dadurch  entstandene 
Gleichung  mit: 

(3.)  R{h)  =  0, 

so   ist    die    Anzahl    der  Wurzeln    dieser    Gleichung,    in    denen   der   Coefficient 
von  i  positiv  oder  negativ  ist,   respective   gleich  der  Anzahl  der  Wurzeln  der 
Gleichung  (1.),  die  ausserhalb  oder  innerhalb    der  mit  dem  Radius  q  um  den 
Nullpunkt  der  ^  beschriebenen  Kreisfläche  liegen. 
In  der  That  folgt  aus  Gleichung  (2.) 


(X-Qf  +  f^'    (x-Qf  +  f 


(i)  ..  —  i^-^^  =  -'^-^ +  i 


wenn  man 

2  =  X  +  yi 

setzt.     Da  der  Punkt  z  sich  ausserhalb  oder  innerhalb  des  mit  dem  Radius  g 
beschriebenen  Kreises  befindet,  je  nachdem 

x'  +  f-Q'^O, 
so  ist  der  Satz  bewiesen. 

Um  die  Anzahl  der  Wurzeln  der  Gleichung  (3.)  mit  positiven  und  nega- 
tiven Coefficienten  von  i  zu  finden,  bedienen  wir  uns  eines  Satzes,  welchen 
Herr  Hermite  in  derselben  Abhandlung  (p.  44)  gegeben.  Danach  ist  eine  [189 
quadratische  Form  ^  zu  bilden,  welche  in  eine  Summe  von  Quadraten  linearer 
Functionen  ihrer  Variablen  mit  reellen  Coefficienten  zu  verwandeln  ist.  Es 
ist  alsdann  die  Anzahl  der  positiven  und  negativen  Quadrate  resp.  gleich  der 
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Anzahl    der  Wurzeln   der  Gleichung  (3.)    mit   positiven  und  negativen  Coefti- 
cienten  von  i*). 

Für  unseren  Zweck  sei  die  Gleichung  (I.)  eine  quadratische: 

(5.)  Fi^)  =  A„+A,z  +  A,s'  =  0 

und  9  =  1,  so  verwandelt  die  Substitution 

iu  —  1 


(6.) 
dieselbe  in: 


iu  +  1 


(7.)  -(A,  +  A,  +  A,)u'+2i{Ä,-Ä,)u  +  A,-A^+A,  =  0. 

Setzt  man 

ia  +  a'i  =  —{Ag+A^  +  A^), 
b  +  b'i  =  2i{A^-A,), 
c  +  c'i  =  A^  —  A^  +  A^, 
so  ist 

(9.)  \%  =  {a'h-ah')z\+2{ac-ac')z,z,+  {h'c-hc')zl**). 

Verwandelt  man  diese  quadratische  Form  in  eine  Summe  von  zwei  Quadraten, 
so  befinden  sich  innerhalb  des  Kreises  mit  dem  Radius  Eins  eine,  zwei,  oder 
keine  Wurzel  der  Gleichung  (5.),  je  nachdem  eines  der  Quadrate,  beide,  oder 
keines  das  negative  Vorzeichen  hat. 

190]  8. 

Die  Gleichung,   welche   man  erhält,   wenn  man  den  Zähler  der  Function 
H[w)  (No.  6  Gleichung  (4.))  gleich  Null  setzt,  lautet: 


*)  Bei  dieser  Gelegenheit  bemerken  wir,  dass,  wenn  man  bloss  wissen  will,  ob  überhaupt  innerhalb 
des  Kreises  mit  dem  Radius  q  eine  Wurzel  der  Gleichung  (1.)  enthalten  ist,  oder  was  dasselbe  besagt,  ob 
überhaupt  der  Coefficient  von  i  in  einer  Wurzel  der  Gleichung  (3.)  negativ  ist,  diese  Frage  häufig  schon 
durch  folgenden  Satz  entschieden  werden  kann: 

Ist  der  Coefficient  irgend  eines  der  Quadrate  der  Form  Q^  negativ,  so  befinden  sich 
Wurzeln  der  Gleichung  (1.)  innerhalb  des  mit  q  beschriebenen  Kreises. 

In  der  That  bleibt  bekanntlich  die  Anzahl  der  positiven  und  negativen  Vorzeichen  in  der  in  eine 
Summe  von  Quadraten  transformirten  Form  5  für  jede  Transformation  dieselbe.  Man  kann  aber  immer 
eine  solclie  Transformation  vornehmen,  bei  welcher  das  Quadrat  mit  dem  negativen  Vorzeichen  beibehalten 
wird  (vergl.  Sekret,  Cours  d'algfebre  sup.  t.  I,  p.  426). 

**)  In  der  HEKMiTKschen  Abhandlung  (S.  44)  sind  irrthümlicherweise  die  Coefficienten  der  Form 
(9.)  des  Textes  mit  entgegengesetzten  Vorzeichen  versehen. 
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(1.)  ß-{m  +  2-mß)v  +  v^  =  0, 

wo 

(2.)  V  =  «ü"*' 

gesetzt   ist.      Diese    Gleichung,    verglichen    mit    Gleichung   (5.)   vor.    Nummer 
giebt  statt  Gleichung  (7.)  vor.  Nummer: 

(3.)  {m  +  1)(1- ß)n'  +  2i{ß-l)u  +  m  +  3  -  (in-l)ß  =  0. 

Es  sei  demnach  ß  reell,  so  ist 

;     a  =  (wj  +  l)(l-/3),  a'  =  0, 

(4.)  &  =  0,  &'=  2(/3-l), 

'     c  =  »»+ 3  — (m  — 1)/3,     c  =  0. 
Es  ist  alsdann 

(5.)  13  =  2  (,»  +  1)  (1  _  ^y  .^  +  2  (/3  - 1)  [,«  +  3  -  (,»  - 1)  /3]  4 , 

eine  Form,  die  nur  Quadrate  enthält. 

Die  Gleichung  (l.)  hat  keine  "Wurzel  v    innerhalb    des  Kreises    mit    dem 
Radius  Eins,  oder  was  dasselbe  ist,  die  Gleichung 

(6.)  H{iv)  =  0 

hat  keine  Wurzel  w  innerhalb  des  Kreises  E^  wenn 

2(/3-l)[y»+3-(m-l)^]>0, 

oder,    da   nach  No.  6    der    absolute  Werth  von  ß  grösser   als  Eins    sein    muss, 

m  +  3 


»»  —  1 
Wir  wählen 

(8.)  ß  =  ^- 

«t  —  1 

Die  Function  <^{iv)  in  No.  6  lautet  alsdann 

a  {in  —  1) 


(9.)  -  if{w)  = 


xmd  die  Function  H{iv)  wird: 

nn^  mu-\  -  ('»-i)[(^^-i)'t>"'"^"+ 2t<;"'+'  +  m  +  i] 
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191]  In  der  That  folgt  aus  der  Gleichung: 

(11.)  (m-l)M;'""-^"+ 2w™+'  +  ?»  +  l  =  0 

-  1  ±  t  Sjm^  -  2 

Da  der  Modul  dieses  Ausdruckes 


i 


m  +  1 


1  ' 

so  hat  die  Gleichung  (1  1.)  keine  innerhalb  E  oder  auf  der  Peripherie  E  be- 
findliche Wurzel. 

9. 
Der    Minimalwerth    M    des    Moduls    der    Function    H(w)    innerhalb    des 
Kreises  E  ergiebt  sich 


_    \l{m  —  1)  {nv"  +  m*  +  m"  —  3  w*''  —  6  m  +  2) 
(^•)  ^  m*+2m'+4m'+2m-l 

Wählt  man  daher  a  so,  dass 

(2.)  ilfmoda>iV, 

so  ist  der  Radius  des  Grenzkreises,  der  zur  Function: 

„  _   yW   ,         a(m-l)(w'"+'-l) 
^^•>  IV     '^  [(w-l)w'"+'-(m  +  l)]M) 

gehört,  grösser  als  Eins. 

Es  ist  zu  bemerken,  dass  es  nicht  erforderlich  ist,  den  Maximalwerth  N 
des  Moduls  von  G{iv)  innerhalb  E  wirklich  aufzusuchen.  Es  lässt  sich  viel- 
mehr jedesmal  unmittelbar  eine  positive  Zahl  N'  angeben,  unterhalb  welcher 
sich  N  befinden  muss,  und  die  Ungleichung  (2.)  ist  a  potiori  befriedigt,  wenn 

(2a.)  Jfmod  a>iV'. 

Das  Quadrat  einer  solchen  Zahl  N'  wird  erhalten,  wenn  man  in  G{ic)  für  w 
setzt  re^*,  alsdann  G{w)  mit  dem  conjugirten  Werthe  multiplicirt,  endlich  in 
dem  so  erhaltenen  Quadrate  des  Moduls  von  G{w)  die  negativen  Vorzeichen 
in  positive  verwandelt   und    an    die  Stelle  von  coscp,  sincp,  >•  die  Einheit  setzt. 

Ebenso  kann  man  in  die  Ungleichung  (2.)  statt  M  jede  kleinere  positive 
Zahl  M'  setzen;  z.  B.  für  w^2 


/.  •v  ^r.  (3»w-l)\/>K-l         ,  ,       „,  3w-l 

(4.)  M  =  -^ -^4 oder  auch     31'  =      „    , 

^   '  9m  9w 
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Es  sei  wie  in  No.  5 
und 


10.  [192 

f(tv)  =  11."'+' -1 


^{^)  =%f^fSv). 


Wenn  die  Gleichung 

(1.)  w^'{w)  —  tp{tv)  =  0 

innerhalb  E  befindliche  Wurzeln  hat,  so  ist  es  häufig  möglich,  durch  eine 
Permutation  der  Grössen  s^,  z^,  ...,  s^^^  in  dem  Ausdrucke  für  <f{w),  welche 
einer  veränderten  Zuordnung  dieser  Grössen  zu  den  auf  der  Peripherie  von 
E  liegenden  Einheitswurzeln  a^,  a^,  . ..,  «^^^^  gleichkommt,  zu  bewirken,  dass 
für    die    veränderte  Function  <f^(w)    die   sämmtlichen  Wurzeln    der  Gleichung: 

(la.)  M;cp,'(w)  — cp,(M;)  =  0 

ausserhalb  E  liegen.    Wir  werden  in  No.  1 2  ein  solches  Beispiel  kennen  lernen. 
In  solchen  Fällen  reicht  die  Substitution : 

(2.)  .  =  ll^ 

w 

aus,  um  einen  Grenzkreis  zu  erzielen,  dessen  Peripherie  E  umgiebt. 

Wenn  aber  für  jede  Permutation  der  Grössen  z^,  z^,  ...,^^^,  einige  oder 
mehrere  Wurzeln  der  Gleichung  (1 .)  innerhalb  E  befindlich  sind,  so  muss 
man  zur  Substitution  (3.)  vor.  Nummer  seine  Zuflucht  nehmen,  deren  zuge- 
höriger Grenzkreis  den  Kreis  E  umgiebt. 

Es  sei  z.  B. 

m  =  3,     ^,  =  1,     z^  =  0,1,     ^•g  =  0,1.1,     z^  =  -0,1. 
Für  ?w  =  3  ist  allgemein 

(3.)  j      f(^)    =    T[^.  +  «^j-^8-«^*+('^i  +  ^»  +  ^s+^4)M' 

I  +  (^1  -  «^8 -  ^»  +  i^J  W"  +  (^, -  ^j  +  ^a-  ^J  W'j  > 

daher  wird  die  Gleichung  (1.): 

(4.)     G{w)  =  -[s^  +  iz^-s^-iz^]Jr[z^-iz^-z^+i2^]w'+'i[3^-s^  +  z,-ä,]w'  =  0. 

Fuchs,  mathem.  Werke.    L  48 
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Für  unser  numerisches  Beispiel  ist  der  Modul  des  Coefficienten  von  w'  in 
dieser  Gleichung  stets  grösser  als  der  von  m'°,  welche  Permutation  der  Grössen 
^r  ,  ^  ,  ^  ,  ^  auch  gewählt  werde.  Es  hat  demnach  in  diesem  Falle  die  Glei- 
chung (4.)  mindestens  eine  Wiu'zel,  deren  Modul  kleiner  als  Eins,  die  also 
innerhalb  E  liegt. 
193]    Für  die  obige  Permutation  lautet  die  Gleichung  (4.) : 

(5.)  G{tv)  =  -(1  +  0,1. i)  +  (l-0,3.i)ti>^+2(l  +  0,1.0;t''  =  0. 

Man  erhält : 

{modi  G{ivjf  =  1,01  -  (1,94  cos  2 tp  + 0,8  sin  2 cp)r'- 4,04  cos  3 (p./ 
+  1,09 >•*  +  (3,88  cos  9-1,6  sin  9)  r"  +  4,04  »^ 


(6 
wenn 


...^P' 


gesetzt  wird.  Werden  in  (6.)  die  negativen  Vorzeichen  in  positive  verwandelt 
und  statt  r  sowie  statt  der  Cosinusse  und  Sinusse  die  positive  Einheit  gesetzt, 
so  ist  innerhalb  E 

(7.)  (modG  («(;))'<  18,4. 

In  unserem  Falle  ist 

,8.)  M^^. 

Wir  bestimmen  demnach 

(9.)  Vgimoda>Vl8;4, 

und  können  danach 

(10.)  a>31 

annehmen.     Die  Substitution  (3.)  vor.  Nummer  wird  alsdann 

(l  +  0,l.i)(l  +  w  +  ?(;°)  +  (l-0,3.i)M;'       31      w'-l 
^     •>  ^  ~  4w  "^4    {w*-2)w' 

Der  dieser  zugehörige  Grenzkreis  umgiebt  den  &eis  E. 

11. 
Fassen  wir  nunmehr  die  Hauptresultate  der  vorhergehenden  Untersuchung 
zusammen. 
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I.  Es  sei 

(1.)  FM  =  -I^, 

wo  f{w)  und  g{iv)  ganze  rationale  Functionen  der  complexen  Variablen  w 
sind,  die  für  w  ==  0  nicht  verschwinden,  und  JS  der  kleinste  unter  den  Moduln 
der  Wurzeln  der  Gleichung: 

(2.)  F'{n^  =  0. 

Es  bedeute  ferner  K  die  in  der  Ebene  der  w  mit  dem  Radius  H  um  den 
Nullpunkt  beschriebene  Kreislinie,  G  die  Curve  der  ^-Ebene,  welche  [194 
diesem  Ki'eise  vermittelst  der  rationalen  J'unction 

(3.)  z  =  F(w) 

zugehört,  so  entspricht  jedem  Punkte  innerhalb  K  nur  ein  Punkt  in  dem 
ausserhalb  C  liegenden  unendlichen  Flächenraume  F',  und  umgekehrt,  d.  h. 
die  Flächen  K  und  F'  sind  Abbildungen  von  einander. 

Wir  nennen  K  den  Grenzkreis  und  die  Curve  C  die  Grenzcurve,  welche 
zur-  Function  (3.)  gehören. 

II.  Sind  in  der  ^-Ebene  m  +  1  Punkte  z^,  2,^,  ...,  s^^^^  gegeben,  so  lassen 
sich  die  Functionen  f{w)  und  g{w)  folgendermassen  bestimmen: 

1)  Der  Radius  jR  des  Grenzkreises  ist  gTösser  als  Eins,  so  dass  die  Curve 
Cj  in  der  ^'- Ebene,  welche  dem  Kreise  E  mit  dem  Radius  Eins  in  der  w 
Ebene  entspricht,  ganz  der  Fläche  F'  angehört. 

2)  Den  Punkten  ^p  ■^'2,  ••  •>  ■^,„+1  entsprechen  in  willkürlicher  Zuordnung 
m+\  Punkte  auf  der  Peripherie  £,  welche  die  ?w+l'™  Wurzeln  der  Einheit 
darstellen. 

Aus  dieser  Bestimmung  ergiebt  sich,  dass  einerseits  die  innere  Fläche 
des  Kreises  E  und  die  äussere  unendliche  Fläche  der  Curve  C^,  andererseits 
der  Ring  zwischen  den  Kreisen  K  und  E  und  der  Ring  zwischen  den  Curven 
C  und  Cg  Abbildungen  von  einander  sind. 

Wir  wollen  die  Curve  C^  den  zu  dieser  so  bestimmten  Substitution  (3.) 
zugehörisren  Absonderungsschnitt  nennen. 


48^ 
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12. 

Um    zum    Vorhergehenden    ein    Beispiel    zu    geben,    seien    vier    Punkte 
s  .  z  ,  z  .  z    in  der  ^- Ebene  gegeben,  derart  dass 

und  man  setze  nach  No.  5 

(1.)  ^  =  A_|^^  +  ^^i  +  („.^_^^i)j,»}, 

so  liefern  die  vier  auf  der  Peripherie  des  mit  der  Längeneinheit  um  den  An- 
fang der  w  beschriebenen  Kreises  £  liegenden  Punkte  «,=  1,  «^  =  i,  «^  =  — i, 
«^  ^  — «  resp.  die  vier  Werthe  ^j,  z^^  z^^  z^. 
Es  sei 

z  -=  x^ryi,     z^  =  x,,+  i/i,i, 

195]  und  es  bewege  sich  w  auf  der  Peripherie  des  mit  dem  Radius  r  um  den 
Anfang  der  w  beschriebenen  Kreises  K^,  so  dass 

w  =  r{cos  f  +  ism'f), 

alsdann  folgt  aus  Gleichung  (1.)  oder 

l    rr  =  -  (a;,  cos  cp  +  a;,  sin  ?)('+-)-  (y,  sin  'f  -  y,  cos  cp)  ( /•  -  -)  , 
(2.)  ^  ^) 

I    2/  ^  yjC'^iSincp  — arjcos*)!?- 1  +  (t/jCOS 'f +  yjSm  tp)!  >•  + — 


Eliminirt  man  zwischen  diesen  Gleichungen  coscp  und  sincp  und  setzt: 

i    p    =  xJr  +  -\-y  ()■--],         /),  =       xJr-j\  +  yJr  +  j\ 
(3.)       } 

j    ;),  =  X,  (r  +  jj  +  y,[r-  -j ,        p,  =  -  x,  (r  -  -  j  +  y,  (i-  +  -j , 

so  ergiebt  sich  als  Gleichung  der  Curve  C^  in  der  ^- Ebene: 

(4.)  4{j)l  +l}l)x'-8(pp^  +  p,p^).ry  +  A{i/  +  pl)f  ^  {PJh-PlhY- 

Diese  Gleichung  stellt  eine  Ellipse  dar,   deren  Mittelpunkt  im  Anfang   der  Zy 
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"wenn 

Die  Längen  der  Halbaxen  der  Ellipsen   a^,  und   b^  ergeben   sich    auf  bekannte 
Weise,  wenn  man 

(5.)  a;, +  ]/,  =  «,     x\-y,  =  u,     y,  +  x^  =  ß,     y^-x^  =  ß' 

setzt : 


(6.) 


-S/a'  +  ß^-rS/c^Tr 
bl  =  ' 

Die  Ellipse  verwandelt  sieb    in   ein  System   zweier  zusammenfallender  gerader 
Linien,  wenn 

PiPi-PPi  =  0 
oder 

(7.)  («3+^.),,3_(„..  +  ^.)J__  0. 

Diese  Gleichung  hat  eine  reelle  positive  Wurzel:  [196 

Für  r  =  0  sind  die  Axen  der  Ellipse  unendlich  gross,  füi-  wachsende  Werthe 
von  r  nehmen  die  Quadrate  der  Halbaxen  ab,   bis   für  den  Werth  (8.)  von  r 


d.  h.  die  Ellipse  eine  mit  der  Axe   2  a^  zusammenfallende  Doppellinie  wird. 

Für  Werthe  von  r,  die  gi'össer  sind  als  der  Werth  (8.),  nehmen  al  und 
bl  wieder  fortwährend  mit  wachsendem  r  zu. 

Bekanntlich  sind  die  Richtungen  der  beiden  Axen  der  Ellipse  die  der 
beiden  durch  die  Gleichung : 

(9-)  iPPi  +  Pd}3)x^  +  {fi  +  Pl-p'-Pl)^y-{pPi  +  P2Ps)if  =^  0 

dargestellten  auf  einander  senki-echten  Geraden.     Nun  ist 

PPi+P>Ps  =  4(a;,«/,  +  a;,yJ,    pl  +  pl-p^-pl  =  '^{:y\^  y\- x\- a?^) , 
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also  von  r  unabhängig.  Es  sind  demnach  die  Richtungen  der  Axen  für  alle 
Ellipsen  dieselben;  die  der  Axen  2a,.  co'incidirt  mit  der  geraden  Doppellinie, 
in  welche  die  Ellipse  für  den  Werth  (8.)  von  r  übergeht,  und  deren  Glei- 
chung ist : 

(10.)       (ß  V«''  +  ß'  -  «'  V«'  +  ß")^  -  (-  ß'  V«"  +  /3^  +  /3  V«'  +  ß"')'J  =  0- 
Die  Gleichung,  welche  den  Grenzkreis  liefert  (s.   Gleichung  (A.)  No.  3)  ist 

(11.)  w'(,,-,,i)-(^,  +  sJ)  =  0. 

Hieraus  ergiebt  sich  als  Radius  desselben 


Durch  Vergleich ung  von  (8.)  und  (12.)  folgt,  dass  die  Grenzcurve  C  die 
gerade  Doppellinie  ist,  welche  sich  in  der  Richtung  der  Linie  (10.)  nach 
beiden  Seiten  des  Anfangspunktes  bis  zum  Abstände  v^(a'  +  /3'')(o:"  +  /3')  erstreckt. 
Die  Fläche  F'  ist  demnach  die  durch  diese  Dojipellinie  begrenzte  unendliche 
Ebene. 

Ist 

(13.)  x^y,-x,y^^O, 

d.  h.  liegen  2  und  ^^  nicht  mit  dem  Nullpunkte  in  gerader  Linie,  so  kann 
man  voraussetzen,  dass  der  Ausdiiick  (13.)  positiv  ist,  da  eine  Vertauschung 
197]  von  z^  und  z^  demselben  das  entgegengesetzte  Vorzeichen  verschafft,  wenn 
er  negativ  ausfällt. 

Es  ist  aber  unter  dieser  Voraussetzung  J2  >  1,  es  genügt  also  die  Sub- 
stitution (1.)  auch  der  in  vor.  Nummer  unter  IL  aufgestellten  Bedingung,  dass 
der  Kreis  E  innerhalb  des  Grenzki-eises  sich  befindet. 

Liegen  aber  z^  und  z^  mit  dem  Nullpunkte  in  gerader  Linie,  so  ist 

(14.)  x,y,-^,y^  =  0 

und  demnach  jR  =  1 .  Der  Kreis  E  fällt  alsdann  mit  dem  Grenzki-eis  /i,  die 
Grenzcurve  mit  dem  Absonderungsschnitt  zusammen. 

In  diesem  Falle  ist  nach  No.  9  Gleichung  (3.)  an  die  Stelle  der  Sub- 
stitution ( I .)  die  folgende  zu  setzen : 
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WO    a   nach   No.  9    zu    bestimmen    ist.      Der    zu    dieser    Substitution    gehörige 
Grenzkreis  umschliesst  den  I\Ji-eis  E. 

Eine  andere  Behandlung  dieses  Falles,  wo  die  Gleichung  (14.)  befriedigt 
wird,  ergiebt  sich  aus  der  folgenden  Nummer. 

13. 

Die  in  No.  5 — 11  getroffene  Bestimmung  der  Function  F{w)  (No.  11 
Gleichung  (3.))  kann  diu-ch  allgemeinere  ersetzt  werden,  welche  von  der  in 
No.  11  erwähnten  darin  abweichen,  dass  den  Punkten  z  ,  z  ,  ...,  ^  m  +  t 
willkürliche  Punkte  auf  der  Peripherie  von  JE  entsprechen. 

In  gewissen  FäUen  kann  man  sich  auch  einfacherer  Functionen  bedienen, 
um  eine  einfach  zusammenhängende  Fläche  in  der  ^- Ebene  so  zu  bestimmen 
dass  auf  deren  Begrenzung  C,  gegebene  Punkte  sich  befinden,  und  dass  sie 
ganz  einer  anderen  einfach  zusammenhängenden  Fläche  angehört,  die  eine 
Abbildung  einer  Kreisfläche  Jl  in  der  w-Ebene  ist,  derart,  dass  die  Begrenzung 
Cg  einem  Kreise  E  entspricht. 

Liegen  z.  B.  die  Punkte  ^,,  2^,  ...,  s^^^^  auf  einer  geraden  Linie  L,  welche 
gegen  die  reelle  Axe  der  ^- Ebene  unter  dem  Winkel  ö  geneigt  ist  und  vom 
Anfangspunkte  den  Abstand  l  hat,  und  setzt  man 

1  +  e       '^  IV 

wo  «  und  /3  beliebige  reelle  Grössen  sind,  so  entspricht  jedem  PuiLkte  der  w- 
Ebene  nur  ein  Punkt  der  ^- Ebene,  und  umgekehrt. 

Ist  [198 

z  =:  X  +  yi, 
so  ergiebt  sich  für 

w  =  e^  , 

\     a;  =  ±  ?  sin  &  +  cos  ö  -  ' 


'oc  +  ß  +  ?      ,A' 
(2.)  (  .         2  j 

I     y  =  +  ?  cos  &  +  sin  i> ~ — 5 ^• 

I  cos^ J-^-^) 
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Multiplicirt  man  die  erste  Gleichung  mit  sini>,  die  zweite  mit  cosÖ  und  sub- 
trahirt,  so  folgt: 

(3.)  X  sin  ö  —  y  cos  ö  =  ±  ?. 

Dieses  ist  die  Gleichung  der  Linie  h.  Während  also  w  die  Peripherie  £ 
beschreibt,  bewegt  sich  der  Punkt  z  auf  der  geraden  Linie  L. 

Umgekehrt  ergeben  die  Gleichungen  (2.)  zu  jedem  Punkte  der  Linie  L 
einen  Punkt  der  Peripherie  £. 

Die  gerade  Linie  L  theilt  die  ^- Ebene  in  zwei  Hälften  T  und  T\  wovon 
die  eine  dem  Inneren,  die  andere  dem  Äusseren  des  Kreises  jE  entspricht. 

14. 
Um  noch  ein  zweites  Beispiel  für  eine  einfachere  Bestimmung,  wie  sie  in 
vor.  Nummer   angedeutet   worden,    zu  geben,    seien   ^,,  ^,,  ^3,  z^   vier   beliebige 
Punkte  in  der  ^-Ebene,   a^,  a^,  a^,  «^  vier  beliebige  Punkte  auf  dem  Kreise  £ 
in  der  w- Ebene,  und  es  werden  die  Coefficienten  in  der  Function 

so  bestimmt,  dass  a^,  w^,  «j,  «^  in  willkürlicher  Zuordnung  den  Punkten  z^,  2^,  z^,  z^ 
entsprechen.     Hierzu  sind  die  Gleichungen: 

(2.)  Ä,+  Ä,a^+Ä,al-B,a,z^=  iB,+  B,al)s^  (fc=l,2,3,4) 

zu  erfüllen.     Zu  diesen  fügen  wir  die  Bestimmung: 

(3.)  A,B,-A,B,  =  0 

199]  hinzu.     Aus  den  Gleichungen  (2.)  folgt: 

(    AJ,.  =  X;^„+A,.:B,,  (1  =  0,1,2) 


A  = 


1 

«l 

a] 

-«,^, 

1 

«2 

«' 

-«2~% 

1 

«3 

«1 

-«3^-3 

1 

«4 

«^ 

-  «4-4 

und  X.,  A^  aus  A  hervorgehen,   wenn   man   die   »+l'°  Verticakeihe  resp.    durch 
^o  ^a)  ■ä',,  z^  und  a'^j,  a'^,,  «Iz^,  a^z^  ersetzt. 
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Die    Bestimmung    ist    immer    ausführbar,    wenn    a^,  a^,  a^,  «^    so    gewählt 
werden,  dass  A  nicht  verschwindet,  was  immer  möglich  ist. 

Es  seien  w  und  iv^  zwei  AVerthe  von  w,  welchen  dasselbe  2  zugehört,  so 
folgt  aus  Gleichung  (1.)  mit  Rücksicht  avif  (3.) 
(5.)  B„-B.^ww^  =  0. 

Beschreibt  daher  w  um  den  Nullpunkt  einen  Kreis  mit  dem  Radius  r,  so  be- 
schreibt iv^  ebenfalls  einen  Kreis,  dessen  Radius  gleich  ymod-^^- 

Hieraus  folgt,   ähnlich   wie    in  No.  3,   dass   innerhalb    des  Kreises  K  mit 
dem  Radius 


(6.)  R  =  \/mod^ 


-B2 

nicht    zwei    verschiedenen  Werthen  w   gleiche  Werthe  z   entsprechen  können. 
Dieser  Kreis  ist  also  der   zur  Function  (1.)    gehörige  Grenzkreis   in    dem 
Sinne  der  No.  1. 

Durch  Substitution  der  Werthe  von  A^  und  A^  aus  (4.)  in  (3.)  erhält  man: 
(7.)  y.,Bl+i^.-y.,)B„B-X,Bl  =  0. 

Nun  ergiebt  sich  aber 

(8.)  A,  =  -Xj«,«,«,«,, 

also 

(9.)  mod  A„  =  modxj. 

Demnach  ist  der  Modul  des  Products  der  beiden  Wurzeln  -^  der  Gleichung  [200 
(7.)  gleich  Eins,  also  die  eine  grösser  und  die  andere  kleiner  als  Eins,  oder 
beide  gleich  Eins. 

Die  beiden  Werthe  w^  und  u\,  für  welche  2  unendlich  wird,   sind  durch 
die  Gleichung 

(10.)  iv'  +  ^w  +  ^  =  0 

gegeben.     Da  hiernach 


(11.)  moiw^w^  =  mod-p^  =  R', 


so  ist 

modw,  >-K,     modtÜ2<i?, 

d.  h.  von  diesen  beiden  Werthen  befindet  sich  der  eine  innerhalb ,  der  andere 
ausserhalb  des  Grenzkreises,  oder  beide  auf  dem  Umfange  desselben. 

Fuchs,  matliom.  Werke.    I.  49 
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Es  sei  C  diejenige  geschlossene  Curve  in  der  ^-Ebene,  welche  dem  Grenz- 
kreise K  entspricht,  und  F'  derjenige  Flächentheil  der  von  derselben  zer- 
schnittenen  unendlichen  ^-Ebene,  welcher  den  Punkt  z^  =  ^  enthält,  so  ist 
das  Innere  von  K  eine  Abbildung  von  F'.  Aus  Gleichung  (5.)  ergiebt  sich, 
dass  auch  das  Äussere  von  K  Abbildung  von  F'  ist. 

Wenn  .R  ^  1 ,  so  wollen  wir  das  Innere  von  K,  wenn  J?  <  ] ,  das  Äussere 
mit  cp  bezeichnen. 

Es  sei  ferner  E  der  mit  dem  Radius  Eins  um  den  Nullpunkt  der  w  be- 
schriebene Kreis,  so  fällt  die  zugehörige  Curve  C^  in  der  ^- Ebene  ganz  in 
F'.  Je  nachdem  jR  ^  1  oder  R  <  l,  bezeichnen  wir  das  Innere  oder  das 
Äussere  des  Kreises  E  mit  tj;,  während  der  von  C,  abgegrenzte  Flächentheil 
von  F',  welcher  den  Punkt  z^=^  -^  enthält,  mit  e  bezeichnet  werden  soll. 

Die  Flächentheile  ^  und  s,  so  wie  die  Reste  F'—z  und  'f  — c}^  sind  Ab- 
bildungen von  einander. 

In  dem  Falle,  dass  w^  innerhalb  ^  sich  befindet,  entspricht  ein  excen- 
trischer  Punkt  w^  der  Fläche  ^  dem  Unendlichkeitspunkte  von  z.  Allein  man 
kann  durch  Anwendung  einer  linearen  Substitution  die  Fläche  <];  und  einen 
daran  anstossenden  Ringtiächentheil ,  welcher  einen  Theil  des  von  K  und  E 
gebildeten  Ringes  ausmacht  und  seinerseits  von  E  und  einem  den  Nullpunkt 
umgebenden  excentrischen  Kreise  begrenzt  wird,  so  abbilden,  dass  der  Fläche 
<\  eine  Kreisfläche  E\  dem  Punkte  w^  der  Mittelpunkt  des  letzteren  Kreises, 
endlich  dem  Ringfiächentheile  ein  Kreisring  entspricht,  der  vom  Kreise  E' 
2oi]  und  einem  ihn  umgebenden  concentrischen  Kreise  gebildet  wird.  Dieses 
wollen  wir  in  der  folgenden  Nummer  nachweisen. 

15. 

Setzen  wir 

t 

(1.)  10    =    Wj  + 


aA-bt 


und  bestimmen  a  und  h  so,    dass,    wenn  t   sich    auf  der  Peripherie   eines   um 

den  Nullpunkt  der  complexen  Variablen  t  mit  dem  Radius  Eins  beschriebenen 

Kreises  E'  bewegt,  w  die  Peripherie  des  Kreises  E  beschreibt. 

Aus  (J.)  folgt: 

mo^  +  aw 


(2.)  t  = 


1  +  bw.  —  bw 
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Bezeichnet  man  die  conjugirten  complexen  Werthe    mit    oberen  Accenten,    so 
ist  füi-  solche  t,  die  auf  der  Peripherie  E'  liegen: 

(3.)  «'  =  1- 

Für  die  zugehörigen  Werthe  w  ergiebt  sich  aus  den  Gleichungen  (2.)  und  (3.) 
j   (aa'-W)ww'-[iaa'-bb')w',-b]w-[{aa'-bb')w^-b']w' 
(*■)  (  +(aa'-bb')w^iv[-bw,-b'w!,-l  =  0. 

Die  Forderung,   dass  diese  Gleichung  den  Kreis  E  darstellen  soll,  liefert  die 

Gleichungen 

{   {aa'—bb')wl  —  b  =  0, 
(^•^  I   {aa-bb')w^tv[-btv^-b'w',-l  =  bb'-aa'. 

Aus    diesen   beiden   Gleichungen    in  Verbindung   mit   den    sich    daraus    durch 
Vertauschung  von  *'  mit  -i  ergebenden  folgt: 

Die  erste  Gleichung  liefert  für  b  einen  endlichen  Werth,  da  in  unserem  Falle 

w,tv'^  =  (modi  tv^f  ^  1. 
Die  zweite  Gleichung  (6.)   liefert    den  Modul   von  «,    während    das  Argument 
dieser  Grösse  unbestimmt  bleibt. 

Da  für  t  =  0,  w  =  «',  einen  Punkt  im  Inneren  von  c|>  darstellt,  so  ist 
das  Innere  des  Kreises  E'  das  Bild  der  Fläche  (];. 

Irgend  einem  um  den  Anfang  der  t  mit  dem  Kadius  r  beschriebenen 
Kreise  in  der  i-Ebene  entspricht  nach  den  Relationen  (1.)  und  (6.)  ein  Kreis 
in  der  w-Ebene,  dessen  Gleichung:  b°^ 

(7.)  {l-r'iv^iv'^)ww'-(l-r')tv',iv  -{l-r^)iv,w'+  i(-\w',-r'  =  0, 

welcher  mit  dem  Kreise  E  excentrisch  ist  und  denselben  nicht  schneidet. 

Ist  Ä  >  1,  so  ist  r  >  1,  ist  E  <  1,  so  ist  r  <  1,  und  in  beiden  Fällen  so 
gross  zu  wählen,  dass  der  Kreis  (7.)  noch  ganz  in  der  Fläche  cp  befindlich 
ist,  damit  der  Ring  zwischen  dem  Kreise  E'  und  dem  mit  r  beschriebenen 
Kreise  K'  die  Abbildung  des  vom  Kreise  K  und  von  dem  durch  die  Gleichung 
(7  )  dargestellten  Kreise  gebildeten  excentrischen  Ringes  wird. 

49* 
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Man  kann  übrigens  a^,  «,,  «3,  «^  stets  so  wählen,  dass  die  Wurzeln  der 
Gleichung  (7.)  vor.  Nummer  nicht  gleich  werden.  Nimmt  man  alsdann  für 
-s^  diejenige  Wurzel,  deren  Modul  grösser  als  Eins,  so  ist  auch  der  Radius 
des  Grenzkreises  grösser  als  Eins  (s.   Gleichung  (6.)  vor.  Nummer). 


II.  Abtheilung. 
1. 

Es  sei  f{^)  eine  Function,  welche  nur  eine  endliche  Anzahl  von  Ver- 
zweigungs-  und  Unstetigkeitspunkten  enthält.  Soll  dieselbe  von  einem  Punkte 
A  bis  zu  einem  Punkte  B  der  a'-Ebene  fortgesetzt  werden,  so  geschieht  dieses 
bekanntlich  vermittelst  des  TAYLORSchen  Satzes  angewendet  auf  eine  Reihe 
von  Kreisen,  welche  den  Unstetigkeits-  und  Verzweigungspunkten  ausweichen 
und  zusammen  das  zwischen  A  und  B  sich  erstreckende  Curvenstück  enthalten. 
Dieses  Verfahren  ist,  abgesehen  von  seiner  Beschwerlichkeit  in  praktischer 
Beziehung,  nicht  geeignet  a  priori  über  den  Zusammenhang  der  Werthe  der 
Function  in  den  beiden  Grenzen  des  von  A  nach  B  sich  erstreckenden  Weges 
eine  Vorstellung  zu  verschaffen. 

Theilt  man  die  Ebene  in  eine  gewisse  Anzahl  Gebiete  G  derart,  dass 
eine  einheitliche,  für  alle  Fortsetzungswege  direct  brauchbare  analytische  Dar- 
stellung innerhalb  eines  jeden  derselben  und  gleichzeitig  das  Gesetz  des  Über- 
ganges aus  einem  Gebiete  in  das  andere  bekannt  ist,  so  kann  man  den  Werth 
in  B  angeben,  sobald  der  in  A  und  der  Weg  L,  der  von  A  nach  B  führt, 
gegeben  ist,  ohne  erst  alle  Zwischenstufen  von  Werthen,  welche  den  übrigen 
Punkten  von  L  angehören,  zu  bestimmen. 

Die  einfachste  Art  einer  solchen  Darstellung  würde  im  Allgemeinen 
203]  diejenige  sein,  für  welche  die  Anzahl  der  Gebiete  G  den  kleinsten  Werth 
hat.     Diese  kleinste  Zahl  ist  Zwei. 

Wir  wollen  in  der  That  zeigen,  wie  man  die  Ebene  z  in  zwei  Gebiete 
Gj  und  G^  zerlegen  kann  derart,  dass  innerhalb  eines  jeden  dieser  Gebiete 
eine  einheitliche  analytische  Darstellungsweise  der  angegebenen  Art  vorhanden 
ist,  und  ihr  Zusammenhang  durch  die  analytische  Natur  der  Function  f{^) 
vermittelt  wird. 
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Sind  nämlich  2^,  z^,  .. .,  ^^^^  die  endlichen  Verzweigungs-  und  Unstetig- 
keitspvmkte  (singulären  Punkte)  der  Function  f{g)  und 

(1.)  ^  =  F{w),  \ 

wo  F{iv)  die  in  No.  11,  Abth.  I  angeführten  Eigenschaften  besitzt,  so  wird 
der  zur  Substitution  (1.)  zugehörige  Absonderungsschnitt  C^  die  sämmtlichen 
Punkte  z^,  3^,  ...,  3^_^_^  in  sich  aufnehmen  und  die  Ebene  2  in  zwei  einfach 
zusammenhängende  Gebiete  G^,  G^  theilen,  wovon  das  erstere  sich  ins  Un- 
endliche erstreckt,  das  letztere  von  endlicher  Ausdehnung  ist. 

Der  Punkt  ^r  =  oo  ist  im  Allgemeinen  auch  ein  singulärer  Punkt  der 
Function  f{<'),  demnach  auch  der  Punkt  w  =  0  im  Allgemeinen  ein  singulärer 
Punkt  von 

fiFiw))  =  t\{w), 

ausserdem  sind  in  der  Fläche  des  Kreises  E  nur  noch  die  auf  der  Peripherie 
desselben  liegenden  m  +  1*™  Wurzeln  der  Einheit  «,,  a^,  ...,  a,^^,  singulare  Punkte 
der  Function  f^{w). 

Es  werde  nun  vorausgesetzt,  dass  es  in  der  Umgebung  von  w  =  0  eine 
Darstellung  der  Function  f[{w)  gebe, 

(2.)  f\(iv)  =  U^v), 

so  ist  diese  innerhalb  E  gültig. 

Ist  alsdann  w^  diejenige  Wurzel  der  Gleichung  (1.),  welche  für  z  =  oo 
verschwindet,  so  ist 

(3.)  m  =  ^oC'"») 

eine  Darstellung  der  Function  f(z)  für  das  Gebiet  G^,  da  die  Kreisfläche  E 
und  das  Gebiet  G^  Abbildungen  von  einander  sind. 

Innerhalb  des  Gebietes  G^  ist  die  Function  f^z)  eindeutig,  endlich  und 
continuirlich.     Es  ist  demnach  [204 


<'•)  «^)  -  ^m-- 


das  Integral    erstreckt    über    den   inneren  Rand  des  Absonderungsschnittes  C^. 
Da   der  Ring  zwischen  C^  und  der  ganz  von  C^  umschlossenen  Grenzcurve  C 
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und  der  Kreisring  zwischen  E  und  dem  Grenzkreise  K  Abbildungen  von  ein- 
ander sind,  so  ist  auch 

das  Integral  über  den  äusseren  Rand  des  Kreises  E  erstreckt. 

Die  Function  f  {w)  ist  innerhalb  des  Kreisringes  zwischen  K  und  JE7 
eindeutig,  endlich  und  continuirlich ,  ist  also  in  diesem  Gebiete  nach  ganzen 
positiven  und  negativen  Potenzen  von  w  entwickelbar.  Die  Bestimmung  der 
Coefficienten  dieser  Entwickelung  ist  namentlich  von  dem  Verhalten  von  f^{w) 
in  der  Umgebung  der  singulären  Punkte  a^,  a^,  ...,  a^^,  abhängig. 

Da  die  Function  f^{w)  am  inneren  Rande  von  E  durch  die  Entwickelung 
(2.)  berechenbar  ist,  so  kann  ihre  Bestimmung  am  äusseren  Rande  auch  er- 
folgen vermittelst  der  Entwickelung  (2.)  unter  Zuhülfenahme  der  Beziehungen, 
welche  für  den  Umlauf  von  w  um  je  einen  Punkt  «  sich  ergeben. 

Es  sind  demnach  auf  die  eine  oder  andere  Weise  die  Functionswerthe 
am  äusseren  Rande  von  E  bekannt,  und  der  Ausdruck  (5.)  giebt  die  Ent- 
wickelung von  f{z)  im  Gebiete   G^. 

Wird  die  Function  f{z)  aus  dem  einen  der  Gebiete  G^  und  G^  in  das 
andere  fortgesetzt,  so  lässt  sich  zu  dem  Werthe  der  Function  am  Anfang  des 
Weges  der  Werth  am  Ende  desselben  resp.  vermittelst  der  Entwickelungen 
(3.)  und  (5.)  bestimmen,  ohne  dass  die  Functionswerthe  für  die  Zwischen- 
punkte des  Weges  zu  berechnen  wären,  wenn  nur  das  Verhalten  der  Function 
in  der  Umgebung  der  singulären  Punkte  ^j,  z^,  ...,  3^_^^  bekannt  ist. 

3. 

Die  Entwickelung  (2.)  vor.  Nummer  ist  mit  Hülfe  der  algebraischen 
Function  w^  von  z  gebildet.  Die  Entwickelbarkeit  im  Gebiete  G^  ist  also 
von  der  Kenntniss  der  Function  w^  innerhalb  desselben  Gebietes  abhängig. 
Die  algebraischen  Functionen  dürfen  jedoch  bei  der  Darstellung  transcendenter 
Functionen  mit  Recht  als  bekannte  Elemente  vorausgesetzt  und  verwendet  werden. 
205]  In  gewissen  besonderen  Fällen  lässt  sich  w^  durch  die  LAGRANGEsche  Reihe 
bestimmen. 

Ist  nämlich  r  der  kleinste  Radius  der  um  den  Anfang  der  z  beschrie- 
benen Kreise,   welche   die   sämmtlichen  Werthe   von  s   einschliessen ,   für  die 
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die  Gleichung  (1.)  vor.  Nummer  gleiche  "Wurzeln  w  besitzt,  so  ist  «;„  mit 
Hülfe  der  LAGRANGESchen  Reihe  für  die  Fläche  ausserhalb  des  Kreises  mit 
dem  Radius  r  nach  ganzen  Potenzen  von  —  entwickelbar.  Der  Beweis  dieses 
Satzes  ergiebt  sich  nach  den  CAucHYschex.  ^rincipien  (man  vergl.  die  elegante 
Abhandlung  des  Herrn  Rouche:  sur  la  serie  de  Lagrange,  Joum.  de  l'Ecole 
Polytechn.,  cah.  39,  p.  193  sqq.,  auch  aufgenommen  in  Serret,  Cours  d'algebre 
superieure,   3.  edition,  p.  462  sqq.). 

Gelingt  es  nun  in  besonderen  Phallen  die  Function  F{w)  so  zu  bestimmen, 
dass  der  Absonderungsschnitt  C^  ganz  in  dieses  Gebiet,  für  welches  die  La- 
GRANGEsche  Reihe  gilt,  hineinfällt,  so  gilt  dieselbe  a  potiori  im  Gebiete  G  , 
welches  alsdann  ein  Theil  jenes  ersteren  Gebietes  ist. 

4. 

AVir  machen  nunmehr  von  den  vorhergehenden  Principien  Anwendung 
auf  die  Darstellung  der  Integrale  linearer  Differentialgleichungen  mit  ratio- 
nalen Coeflicienten. 

Es  sei  gegeben  die  Differentialgleichung 

deren  Coefücienten  p„,  p^_^,  ■■■iP^  ganze  rationale  Functionen  von  z  sind.  Als- 
dann sind  ausser  2  =  00  die  einzigen  singulären  Punkte  der  Integrale  derselben 
die  Wurzeln  der  Gleichung: 

(2.)  Pn    =    0 

(vergl.  meine  Abb.,  dieses  Journal  Bd.  66*),  No.  1).  Dieselben  seien  z  ,z  ,  ...,z 

Es  sei 

(3.)  ,  =  F(t.), 

wo  F{w)  die  in  No.  11,  Abth.  I  charakterisirte  rationale  Function  bedeutet, 
und  es  werde  durch  die  singulären  Punkte  die  zur  Substitution  (3.)  gehörige 
Absonderungscurve  C^  gelegt  und  dadurch  die  ^-Ebene  in  die  beiden  in  No.  2 
charakterisirten  Gebiete  G^  und  G^  getheilt. 

Es  sollen  folgende  Aufgaben  gelöst  werden:  [206 

I.  Eine  analytische  Darstellung  eines  Fundamentalsystems  von  Integralen 
der  Differentialgleichung  (l.):  15/,,  </j,  •••,i/„  gültig  für  das  Gebiet  G^  zu  finden. 

1)  Abb.  VI,  S.  159  ff.  dieses  Bandes.    Scb. 
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II.  Eine  analytische  Darstellung  eines  Fundamentalsystems  von  Integralen 
der  Differentialgleichung  (l.):  \,\,---ifln  gültig  innerhalb  des  Gebietes  G^ 
anzugeben. 

III.  Den  Übergang  von  dem  einen  der  beiden  Systeme  zu  dem  anderen 
längs  einer  vorgeschriebenen  den  Absonderungsschnitt  überschreitenden  Linie 
zu  bestimmen. 

5. 
Substituirt  man  für  2  den  Werth  aus  Gleichung  (3.)  vor.  Nummer  in  die 
Differentialgleichung  vor.  Nummer,  so  erhält  man: 

.    ^      ,„/   s„  .r      /   m2  TW   \d"ii  rf"~'?/  d"~''y  _ 

(1.)      ^{wr-'[w!jiw)fE{w)--^J,  +  g„_. -j^  +  g„., -^^  +  ••  ■  +  go2/  -  0. 

worin  die  Coefficienten  der  Ableitungen  von  y  ganze  rationale  Functionen 
von  w  sind,  und  zwar  ist  R{w)  der  Zähler  des  Resultats  der  Substitution  von 
2  aus  Gleichung  (3.)  vor.  Nummer  in  p^,  ferner 

(2.)  W{w)  =  wg{w)f'(w)-f{w)[g{w)  +  wg'{w)], 

wo  f{w)  und  g{w)  die  in  No.  5  — 10  Abth.  I  bestimmten  Functionen  und 
/"(w),  g'{w)  ihre  Ableitungen  bedeuten.  Der  Exponent  A  ist  abhängig  vom 
Grade  der  Functionen  jö„,^^_,,  ...,  j:>„. 

Die  endlichen  singulären  Punkte  der  Differentialgleichung  (1.)  sind: 

1)  die  Wurzeln  der  Gleichung: 

W{w)  =  0 

oder,  was  dasselbe  bedeutet,  die  Wurzeln  der  Gleichung: 

(3.)  F'iw)  =  0; 

2)  der  Punkt  w  —  0  und  die  Wurzeln  der  Gleichting 
(4.)  giw)  =  0; 

3)  die  Werthe  w,   für  welche  ^   einen  der  Werthe  ^,,  ^,, 1  ^m+i  G^'hält. 

Der  Definition  des  Grenzkreises  K  gemäss  befindet  sich  innerhalb  des- 
selben keiner  der  singulären  Punkte  No.  1 ),  folglich  enthält  um  so  weniger 
die  Kreisfiäche  E  einen  derselben. 
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Da  ferner  der  Definition  des  Grenzkreises  gemäss  nicht  zwei  ver-  [207 
schiedenen  Punkten  innerhalb  desselben  ein  und  derselbe  Werth  z  entspricht, 
so  folgt,  dass  von  den  verschiedenen  Werthen  w,  welche  je  einem  Punkte 
z^^  z^^  ...,  z^^^  entsprechen,  nur  je  einer,  nämlich  die  Punkte  a^,  «^,  . ..,  a^^^^^ 
auf  der  Peripherie  des  Kreises  E  sich  innerhalb  jBl  befinden. 

Endlich  ist  von  den  singulären  Punkten  No.  2)  nur  der  Punkt  w  =  0 
innerhalb  JiT  gelegen,  da  die  Wurzeln  der  Gleichung  (4.)  ausserhalb  K  be- 
findlich sind  (s.  No.  1   Abth.  I.). 

In  meinen  Abhandlungen,  dieses  Journal,  Bd.  66^),  No.  3  und  Bd.  68^), 
No.  1,  ist  gezeigt,  dass  es  ein  Fimdamentalsystem  von  Integralen  der  Diffe- 
rentialgleichung (1.)  l)j,  l)^,  ...,  l)„  von  der  Beschaffenheit  giebt,  dass  sein  Aus- 
druck in  der  Umgebung  von  w  =  0  ist : 

(5.)  t)a  =  '«-■''"  ?n.  (a  =  l,2,...,,0 

wo  h  das  -pj-^fache  des  Logarithmus  der  a'*"  Wurzel  der  dort  (Bd.  66,  No.  3) 
als  Fundamentalgleichung  charakterisirten  Gleichung  w'™  Grades  und  cp^  eine 
in  der  Umgebung  von  w  =  0  eindeutige  Function  bedeutet,  wenn  nämlich  die 
Wurzeln  der  Fundamentalgleichung  sämmtlich  verschieden  sind. 

Sind  dagegen  A  Wurzeln  h\,  k^,  . ..,  k^  gleich  k,  so  treten  an  die  Stelle 
der  Elemente  l)^,  l)„,  ...,  t)^  in  Gleichung  (5.)  die  folgenden: 

(5a.)  9a  =  ««-''Sa '-f  ab  (log ««')""".  (a  =  l,2,...,l) 

wo  cf^i^  in  der  Umgebung  von  w  ^  0  ebenfalls  eindeutig  ist. 

Die  Umgebung  des  Punktes  w  :=  0  ist  im  vorliegenden  Falle  die  ganze 
Kreisfläche  E,  die  Begrenzung  ausgeschlossen.  Deshalb  sind  die  Ausdrücke 
(5.)  und  (5a.)  für  diese  ganze  Fläche  gültig. 

Bekanntlich  lassen  sich  die  Functionen  cp^  und  '.p^^  nach  ganzen  positiven 
und  negativen  Potenzen  von  w  ent%vickeln.  Substituirt  man  also  nach  Vor- 
schrift der  No.  2  für  w  die  Wurzel  w^  in  die  Ausdrücke  (5.)  und  (5a.),  so 
erhält  man  eine  analytische  Darstellung  eines  Fundamentalsystems  von  Inte- 
gralen der  Differentialgleichung  (1.)  No.  4,  y^-,  y^i  ■■■,  y„,  gül^tig  für  das  Gebiet 
Gj,  wie  es  in  der  Aufgabe  I.  No.  4  verlangt  wurde. 

1)  Abh.  VI,  S.  159  ff.  dieses  Bandes.    Seh. 
»)  Abh.  VII,  S.  205  ff.  dieses  Bandes.    Seh. 
Fnchs  ,  mathem.  Werte.    I.  50 
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Wie  in  meinen  oben  erwähnten  Abhandlungen  1.  c.  nachgewiesen,  giebt 
es  ebenso  wie  zum  Punkte  w  =  0  zu  den  singulären  Punkten  a^,  a^,  ...,  a,__^j 
2o8]  je  ein  zugehöriges  Fundamentalsystem  von  Integralen  der  Differential- 
gleichung (1.)  vor.  Nummer,  dessen  Darstellung  in  der  Umgebung  des  zuge- 
hörigen singulären  Punktes  analog  den  Formen  (5.)  und  (5a.)  vor.  Nummer 
ist.  Das  zum  singulären  Punkte  cc^  zugehörige  Fundamentalsystem  werde 
mit  l).,,,  l)«„  •••.  %n  bezeichnet. 

Da  sich  jedes  Integral  linear,  homogen  und  mit  constanten  Coefficienten 
durch  die  Elemente  eines  Fundamentalsystems  darstellen  lässt,  so  hat  man 
Gleichungen  von  folgender  Form: 

(1-)  ^^a  =  icCw  C=I;2;:::;m+i) 


Es  ist  unsere  Aufgabe,  die  Grössen  h"'^  zu  bestimmen. 

Es    sei    C,,C^,...,C^   irgend    ein    Fundamentalsystem    von    Integralen    der 
Differentialgleichung  (l.)  vor.  Nummer,  und  man  setze: 


(2.) 


d'-'C, 

fZ"- 

2  r 
"=1 

dw"  ' 

dw^ 

-2 

d^-'Z, 

rr- 

2r 

■=2 

dw^-' 

dw^ 

-2 

d"-'  !:„ 

d"- 

c„ 

dw"-' 

dw' 

-2 

c, 


^a,c, 


Q 


und 

r  g«-'  die 

SO  ist 

(4.)  z>(!:„c„...,Q  =  CxM, 

wo  C  von  w  unabhängig  ist  (vergl.  meine  Abhandlung,  Bd.  66,  No.  2). 

Nachdem  über  die  additive  Constante  des  in  Gleichung  (3.)  enthaltenen 
Integrals  ein  für  allemal  verfügt  worden,  ist  die  Constante  C  in  Gleichung  (4.) 
vollständig  bestimmt,  wenn  das  Fundamentalsystem  C,,  C,,...,C„  gegeben  ist. 
Der  Werth    dieser  Constanten   für   das   Fundamentalsystem   ^J^i' ^^xj' •  •' '^x»   ^^^ 
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C'""';   man  hat  alsdann  die  Gleichung: 

(5.)  D  (i}^, ,  i),3 ,  •  •  • ,  t;-,J  =  C"-'  X  (w). 

Die  Constanten  C"  sind  von  Null  verschieden,  und  die  Function  i{w)  wird 
für  Werthe  von  w,  die  nicht  zu  den  singulären  gehören,  weder  Null  noch 
unendlich  (vergl.  meine  Abhandlung,  Bd.  66,  No.  2). 

Ersetzt  man  in -D  (l)._^, ,  t).^^ ,  . . . ,  t).J  das  Element  \^  durch  l)^,  so  erhält  [209 
man  aus  Gleichung  (1.)  und  den  n-l   ersten  Ableitungen  derselben: 

(6.)  B  (t)^., ,  .  . . ,  t>,,,_, ,  IJa ,  l),,c+, ,  . . . ,  l;x  J   =   Kl  D  (')x. ,  ')x2 ,  •  •  • ,  l)/. J- 

Setzt  man 

(7.)  i)(i;,,,  t;,„  ...,  t),.,c-..  9a,  i)v..c+i,  ••■'  >?•/.»)  =  C^a'zOf). 

so  ist  C™  eine  Constante,  die  NviU  oder  von  Null  verschieden  ist,  je  nachdem 
h  ^  _  ^  ,  t)  5  l).  )  •  • )  ')y.„  kß™  Fundamentalsystem  darstellt  oder  ein  solches 
darstellt  (s.  meine  Abhandlung,  Bd.  66,  No.  2). 

Dividirt  man  die  Gleichung  (7.)  durch  die  Gleichung  (5.),  so  folgt: 

(8.)  D  (t)x.,  •  •  •  >  l)x,c-: .  9a,  9x,c+. ,  •  •  • ,  9..„)  G'"   -   B (9,, ,  Q,,,  •  •  ■ ,  t).  J  C^»'. 

7. 
Es  sei  um  «^  ein  Kreis  (x)  beschrieben,  welcher  ganz  in  der  Fläche  des 
Grenzkreises  K  sich  befindet,  und  keinen  der  übrigen  singulären  Punkte  ent- 
hält, so  sind  die  oben  (vor.  Nummer)  erwähnten  Reihenentwicklungen  des 
Fundamentalsystems  ^.^.,  ^.^,,  •  ■•,  4)y.„  innerhalb  des  Kreises  (x)  gültig,  also  für 
jeden  Punkt  seiner  Fläche  ausser  a^  diese  Functionen  nebst  ihren  Ableitungen 
bestimmbar.  Ist  «  ein  von  «^  verschiedener  Punkt  des  gemeinsamen  Flächen- 
theils von  (x)  und  E,  so  sind  für  diesen  Punkt  nach  den  beiden  vorher- 
gehenden Nummern  sowohl  die  Reihenentwicklungen  für  l)^,  tj^,  ...,  ^„,  als  auch 

die  für  l).,.,  tJ«„.-.,lU  gi^iltig. 

Setzt   man  daher   in  Gleichung  (S.)   vor.  Nummer  a   statt   w,    und   deutet 
dieses  durch  Hinzufügung  des  Index  a  an,  so  liefern  die  Gleichungen: 

(1.)  D(l),„  t),„  ...,  l;v.„)„C™    =    I>(1)..„  •••,  l)/.,c-.-  9a,  9x,c+.,  •••-  9xJaC'", 

(a=:  1,2,  ...,w,    c=l,2,...,w,    x  =  1,2,.  ..,w  +  l) 

die  Verhältnisse  C^'^':C"'". 

50* 
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Setzt  man  ebenso  in  Gleichung  (6.)  vor.  Nummer  «  für  w,  so  folgt: 

(2.)  D  (i;,, ,  t;,., ,  . . . ,  i).,„)„  6'/^'  =  !>().),„...,  lj.,,,_, ,  l)„ ,  t)>,.,,+, ,  • . . ,  9„)«. 

Aus  den  Gleichungen  (1.)  und  (2.)  ergiebt  sich: 

(3.)  C'"'-*b;;'J'  =   C^*',      (a  =  l,2,...,w,    c=l,2,...,n,    x  =  1,  2,  . . .,  ?n  +  l). 

Aus  No.  6  folgt  auch,  dass  die  Verhältnisse   C^^':C""   von  a  unabhängig  sind. 

8. 

Gehört  die  Differentialgleichung  (1.)  No.  4  zur  Klasse  derjenigen,  die 
ich  in  meiner  Abhandlung,  Bd.  66,  No.  4  dahin  charakterisirt  habe,  dass  ihre 
2io]  Integrale  für  irgend  einen  singulären  Punkt  a  nach  Multiplication  mit 
einer  bestimmten  Potenz  von  z  —  a  und  für  ^  ^  oo  nach  Multiplication  mit 
einer  bestimmten  Potenz  von  —  nicht  mehr  unendlich  sind,  so  kann  die  Be- 
Stimmung  der  Grössen  6*^^'  vereinfacht  werden. 

Es  sei  wiederum  a^  einer  der  auf  der  Peripherie  von  E  liegenden 
singulären  Punkte,  »',5 ''jj  •••,  »'„  die  n  Wurzeln  der  zu  diesem  gehörigen  de- 
terminirenden  Fundamentalgleichung  der  Differentialgleichung  (1.)  No.  5,  sowie 
t).  ,  i). j,  •••»  *)xn  ^^^  Fundamentalsj'stem  von  IntegTalen  derselben  Differential- 
gleichung, dessen  Elemente  der  Reihe  nach  zu  den  obigen  Wurzeln  als  Ex- 
ponenten gehören  (s.  meine  Abhandlung,  Bd.  66  No.  4  und  Bd.  68  No.  4), 
und  es  werde  vorausgesetzt,  dass  die  Grössen  r  so  geordnet  sind,  dass  der 
reelle  Theil  von  r^  nicht  kleiner  ist  als  der  reelle  Theil  von  r^,  wenn  b  >  a. 
Man  hat  alsdann  innerhalb  (x) : 

WO   G  (»')  die  Form  hat: 

(2.)    G„  {w)  =  '^„  +  .},  log  (w  -  « J  +  .;.,  [log  (10  -  « J]'  +  ---  +  ^,  [log  {w  -  a  Jf , 

in  welcher  '\i^,  <\i^,  ...,  '\i^  nach  positiven  ganzzahligen  Potenzen  von  w  —  a^  fort- 
schreitende Reihen  vorstellen,  welche  für  w  =  a^  nicht  gleichzeitig  verschwinden 
(s.  meine  Abhandlung,  Bd.  66). 

Ebenso  seien  die  Wurzeln  der  zum  singulären  Punkte  iv  =  0  gehörigen 
detcrmiuirenden  Fundamentalgleichung  r^,  r^,  ...,  r^,  so  ist  innerhalb  JE 

(3.)  %  =  w'"!!,, 
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WO  iT„  die  Form  hat 

(4.)  S"^  =  T„  +  -,  log  IV  +  -,  (log  <  +  •••+  T^  (log  w)\ 

in  welcher   t^,-^,...,!^    nach   positiven   ganzzahligen  Potenzen   fortschreitende 
Reihen  sind,  die  für  w  =  0  nicht  sämmtlich  verschwinden. 

9. 
Multiplicirt  man  die  1 '°,  2'^,  . . . ,  w*°  Horizontalreihe  der  Determinante 
I>{\.^\^^■■■^%,)  i'esp-  mit  (w-aj"'',  (w-«J~'■^  ...,(w-«J~''",  ferner  die 
l'°,  2'°,  ...,  n*°  Verticalreihe  resp.  mit  (ir  — «.^)"~',  (ir  — «.^/'"^  ...,  (w  — «^)",  so  sind 
die  einzelnen  Elemente  der  transformirten  Determinante  für  w  =  «^  nur  un- 
endlich wie  ein  Ausdruck 

L  =  a  +  h\og{io  —  «^)  +  ■  ■  ■  +  l[\og{iv  —  a.Jf, 
(s.  meine  Abhandlung,  Bd.  66,  No.  6),  und  der  Ausdruck  [211 

(1-)  I>(t).„,l).^,,,..,tj.,J((i'-ft'J 

für  w  =  ß.^  weder  Null  noch  unendlich  (s.  meine  Abhandlung,  Bd.  66,  No.  4). 

Hieraus  folgt  auch,  dass  zur  Berechnung  des  Ausdruckes  (l.)  für 
xo  =  tt.^  nicht  die  Kenntniss  der  gesammten  Reihenentwicklungen 
von  t)_  ,  l)x2 )  •  •  • )  i^xn  nöthig  ist,  dass  es  vielmehr  genügt,  von  jeder 
derselben  nur  die  n  ersten  Glieder  zu  ermitteln,  und  dass  die 
übrigen  Glieder,  da  sie  zum  Ausdrucke  (1.)  für  w  =  «^  nichts  bei- 
tragen, bei  der  Berechnung  desselben  wegzulassen  sind. 

Der  Werth  des  Ausdruckes  (1.)  für  w  =  «.^  heisse  F'*'. 

Aus  Gleichung  (8.)  No.  6  und  vor.  Nummer  ergiebt  sich,  dass  der  Ausdruck 

(2.)  D{Vi.^„...,)).^,_„\)„\}.,_,^„...,l)^„)(:w-tt.J 

für  w  =  u^  nicht  unendlich  wird. 

Multiplicirt  man  aber  die  l'°,  2'°,  c— l'*,  c+l*°,  ...,  n^  Horizontalreihe  von 
■^(^x.'  •••'  l).,,c-.>  ^a'  ')-x,c+i'  •••'  W  J^esp.  mit 

{w  —  a.J~  ',  (;w  —  a.,)~  %  ...,  {ic  —  cc.,)      *^~',  (w  — «y)"  "^■^',   ...,  (w  —  a.,)~ ^" , 
ferner  die  1*^,  2*^, ...,  ?t*^  Verticalreihe  resp.  mit  (w  —  aji"~\  (w  — a.^)""°,  ...,  (iv  —  a^y, 
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SO  ist  also  die  so  transformirte  Determinante  mit  {iv  —  aj  '^  multiplicirt  für 
w  =  «  endlich.  Die  einzelnen  Elemente  dieser  Determinante  ausser  denen 
der  c*'"  Horizontalreihe  sind  iüx  w  =  a^  nur  unendlich  wie  ein  Ausdruck  L.  — 
Nach  der  zwischen  t)^  und  den  tj.^^  bestehenden  Beziehung  (1.)  No.  6  und  vor. 
Nummer  enthalten  die  einzelnen  Glieder  der  c*™  Horizontalreihe  mit  (w  -  a^)  ' 
multiplicirt  nur  Potenzen  von  w-k^,  deren  Exponenten  in  ihrem  reellen  Theile 
nicht  negativ  sind.  Sind  daher  U^,U^,...,U^  die  Unterdeterminanten  der 
transformirten  Determinante  nach  der  c'™  Horizontalreihe,  so  liefern  nur  die- 
jenigen Anfangsglieder  der  Reihenentwickelungen  für  t)^^,  l)^^,  ...,  t;,^^  zum  Aus- 
drucke (2.)  für  w  =  «y  nicht  verschwindende  Beiträge,  welche  in  den  Ent- 
wickelungen  der  ^7^,  U^,  ...,  U^  Potenzen  von  w  —  k^  hervorbringen,  deren  Ex- 
ponenten nicht  grösser  sind  als  der  reelle  Theil  von  i\  —  )\. 

Die  Potenzen  von  iv  —  a^  und  log  {w  —  a,J  lassen  sich  innerhalb  E  in 
Reihen,  welche  nach  positiven  ganzen  Potenzen  von  w  fortschreiten,  ent- 
wickeln, Aveil  mod  w  <  mod  «^  innerhalb  _E. 

Ebenso  gelten  für  die  Integrale  l)^  in  der  Umgebung  von  w  =  0,  also 
212]  innerhalb  E  Reihenentwicklungen  nach  Potenzen  von  w  und  logw  von 
der  in  Gleichung  (3.)  vor.  Nummer  angegebenen  Form. 

Man  behalte  nun  zur  Berechnung  des  Ausdruckes  (2.)  für  w  =  a^ 
von  den  Reihenentwickelungen  der  Integrale  ^^i' ^Jx«'  ••  '  ^'x«  ^^^^'  ®^ 
viele  Anfangsglieder  bei,  dass  die  Exponenten  der  Potenzen  von 
w  —  u.^  in  den  Entwickelungen  der  U^,U^,...,U^  nicht  grösser  sind 
als  der  reelle  Theil  von  >"j  — »',,  entwickele  alsdann  die  sämmtlichen  im 
Ausdrucke  (2.)  verbleibenden  Potenzen  von  w  —  a^  und  die  Potenzen  von 
log(w  — «^)  nach  Potenzen  von  w,  und  setze  auch  für  l)^  die  Reihe  (3.)  vor. 
Nummer,  so  nimmt  der  Ausdruck  (2.)  folgende  Form  an: 

(3.)  q:1  itv)  +  9<',' {w)  log  «<;  +  ...  +  Q^'^^ («0  [log  «-]', 

wo  p"c(m'),  PacCw),  •  •  •)  pI'cW  nach  Potenzen   von   w  fortschreitende  Reihen    be- 
deuten,   die    innerhalb    E   convergent    sind.     Da    aber    der   Ausdruck  (2.)   für 
w  ^  u^  endlich  ist,   so  folgt,    dass  auch  die  Form  (3.)  für  w  =  a    endlich  ist. 
Multiplicirt  man  daher  die  Gleichung  (8.)  No.  6  beiderseits  mit 
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und  setzt  w  =  a.^,  so  ergiebt  sich : 

(,.  C^   _    qZM  +  P'a'c'(«x)  log  C^  +  -  •  ■  +  (.''U«J  (log  ^J 

Aus  den  Gleichungen  (5.),  (6.),  (7.)  No.  6   folgt  aber 

SO  dass  der  Ausdruck  (4.)  den  Werth  von  W^l  liefert. 

10. 

Die  durch  Gleichung  (1.)  No.  6  festgestellten  Relationen  zwischen  den 
t)^  und  den  \)^^  lassen  sich  unmittelbar  als  Relationen  zvsäschen  dem  zum  sin- 
gulären  Punkte  ^  =  oo  zugehörigen  Fundamentalsystem  von  Integaalen  der 
Differentialgleichung  (1.)  Xo.  4  «/,,  ^Z^,  •••,  y„  und  dem  zum  singulären  Punkte 
z  =^  z  zugehörigen  Fundamentalsystem  von  Integralen  derselben  Differential- 
gleichung y.^^,  y.,.„  ■■■,  y.,_„  darstellen. 

Setzt  man  in  der  That  in  Gleichung  (l.)  No.  6  für  w  die  Wurzel  w^  der 
Gleichung  (3.)  No.  4,  welche  für  ^  =  00  verschwindet,  so  gehen  t)j,  1)^,  ...,  t)^ 
in  y^,  y^,  ...,  y^  über,  welche  innerhalb  G^  dargestellt  sind  (s.  No.  5  am  Ende). 
Durch  dieselbe  Substitution  für  w  gehen  aber  auch  die  in  der  Umgebung 
von  «.^  dargestellten  Integrale  »J.^. ,  ^^^ ,  ■  •  • ,  9x«  ^^  2/xi' ^X2)  •••' 2/-^«  ü^^'"'  ^^^  ^^ 
verwandeln  sich  die  Darstellungen  der  ersteren  in  der  Umgebung  von  cc.^  [213 
in  Darstellungen  der  letzteren  in  der  Umgebung  von  z^,  da  die  erstere  Um- 
gebung ganz  innerhalb  des  Grenzki-eises  K,  die  letztere  innerhalb  F'  fällt. 

Die  Gleichungen  (1.)  No.  6  geben  also: 

(!•)  va  =  p'^y..,  (;i;;2:::::,;;i) 

wo  die  Grössen  t™  durch  die  Gleichung  (3.)  No.  7,  oder  in  dem  Falle,  dass 
die  Differentialgleichung  zu  der  in  No.  8  erwähnten  Klasse  gehört,  durch  die 
Gleichungen  (4.)  und  (5.)  vor.  Nummer  bestimmt  sind. 

11. 
Wir   gehen   nun    dazu    über,    innerhalb    G^    ein    Fundamentalsystem    von 
Integralen  der  Differentialgleichung  (1.)  No.  4  zur  Darstellung  zu  bringen. 
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Zu  dem  Ende  setzen  wir  das  System  </^,  welches  innerhalb  G^  dargestellt 
worden,  über  die  Absonderungscurve  fort,  und  zwar  längs  eines  zwischen 
zwei  beliebigen  der  singulären  Punkte  ■?,,  ^"3,  •••,  ^™+,  Hegenden  Theiles  der- 
selben, z.  B.  zwischen  z^  und  z^.  Nennen  wir  einen  zwischen  s.^  und  z^_^^  lie- 
genden Theil  der  Absonderungscurve  /^,  so  haben  die  Integxale  y^  auf  beiden 
Seiten  von  /  unendlich  wenig  von  einander  verschiedene  Werthe,  also  sind 
die  Werthe  der  y^  längs  l^  innerhalb  G^  durch  dieselben  Reihen  No.  5  ge- 
geben wie  innerhalb   G^. 

Um  die  Ausdrücke  für  die  y^  längs  l^  innerhalb  G^  zu  erhalten,  ver- 
fahren wir  folgendermassen : 

Es  gehe  y^^  nach  einem  Umlaufe  um  2^  über  in : 

(1-)  2/xa    =    <'a2/xl  +  <i2/x.  +  •  •  •  +  ^llly^n,  (a  =  1,  2,  . . .,  w) 

SO   sind   die  Grössen  tt  bestimmbar,   nachdem   das  System  y^^iy^^i  ■••iy-,_n   ^^~ 
gestellt  ist.     Bezeichnen  wir  die  Substitution 


(2.) 


mit  n.  und  die  Substitution : 


(3.) 


61?    17'    ...    17:! 


,        '^nl        "m        •   •   •       '  nn 

214]  mit  B^,  so  wie  die  inverse  Substitution  der  letzteren  mit  B[~".  Wendet 
man  nunmehr  auf  y^,  y^,  ■•-,?/„  die  Substitution 

(4.)  B,  l\  i?r»  B,U,  B[-"  ...B,n,  B';"  =  S^ 

an,  so  erhält  man  die  Werthe  des  fortgesetzten  Fundamentalsystems  längs 
l^  innerhalb  G^,  wenn  man  in  den  erhaltenen  n  linearen  Functionen  von 
y,i  y^T  ••■1  Vn  f^i"  'Hß  letzteren  Functionen  die  Werthe  der  Reihen  aus  No.  5 
für  die  Punkte  längs  l    innerhalb   G,  setzt. 
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Hiermit   sind    die  Werthe  der  y^  längs    der  Absonderungscurve  innerhalb 
G    vermittelst  der  in  No.  5  für  das  Gebiet  G,  bestimmten  Eeihen  ausdrückbar. 

2  * 

12. 
Da    die    Integrale    der   Differentialgleichung  (1.)  No.  4    innerhalb   G^   ein- 
deutig,   endlich   und   continuiiiich   sind,    so    ergiebt   sich    als    Darstellung    der 
Fortsetzungen  von  y^i  y^i  ■■■•,  y^  innerhalb   G^: 


('•)  ^.»ik/f^"". 


,  n) 


das  Integral  erstreckt  über  den  innerhalb  G^  befindlichen  Rand  der  Abson- 
derungscurve C^.  Es  bedeutet  hierbei  y^{t)  die  Function  ?/„,  wenn  statt  der 
Variablen  z  die  Variable  t  gesetzt  wird. 

Substituirt  man  in  (l.) 

(2.)  t  =  F(iv)    (s.  No.  4  Gleichung  (3.)), 

so  erhält  man 

(3.)  y«  =  ^  f-J^P—F'(tv)dw, 

das  Integral  über  den  äusseren  Rand  des  Kreises  E  erstreckt. 

Zur  wirklichen  Berechnung  des  Integrals  (3.)  zerlegt  man  dasselbe  in 
Theilintegrale ,  erstreckt  längs  je  eines  Theiles  A^  der  Peripherie,  der  zwischen 
«^  und  a^^j  befindlich  ist,  so  dass,  wenn  man  ein  solches  Theilintegral  mit 
A^  bezeichnet: 

(4.)  2/a  =  ^[^\  +  A,  +  ---  +  A^+J. 

In  der  vor.  Nummer  ist  aber  gezeigt  worden,  wie  y^(^^  längs  des  Theiles  l.^ 
innerhalb  G^,  also,  was  dasselbe  ist,  yj^w)  längs  l^  ausserhalb  JS  mit  Hülfe  der 
Reihen,  die  in  No.  5  für  2/i)  ^j>  •  •  ■>  ^„  oder,  was  dasselbe  ist,  für  l)^,  l)^,  . . .,  t)^  [21s 
gegeben  worden,  ausdrückbar  ist.  Diese  Ausdrücke  sind  auch  in  die  bezüg- 
lichen A  zu  substituiren.  Alsdann  liefert  Gleichung  (4.)  das  in  No.  4,  IL 
geforderte  Fundamentalsystem  rj^,  yj^,  ...,  r^^. 

13. 

Nachdem  wir  nun  in  No.  5  und  12  für  jedes  der  Gebiete  G^  und  G^  ein- 
heitliche   analytische   Darstellungen    eines  Fundamentalsystems    von  Integralen 
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der  Differentialgleichung  (1.)  No.  4  gegeben,  von  der  Besdiaffenheit,  dass  jede 
innerhalb  des  ganzen  Gebietes  G^  oder  G^  gültig  ist  und  innerhalb  G^ 
die  den  verschiedenen  Umläufen  um  ^  ==  oo  entsprechenden  AVerthe  wie  eine 
Potenzreihe  liefert,  muss  noch,  wie  in  No.  4,  III.  gefordert  wurde,  gezeigt 
werden,  wie  von  dem  einen  Gebiete  zu  dem  anderen  übergegangen  wird.  Es 
ist  demnach  folgende  Aufgabe  zu  lösen.  Eine  Curve  L  führe  von  einem 
Punkte  A^  innerhalb  G^  zu  einem  Punkte  A^  innerhalb  G^^  nach- 
dem sie  ein  oder  mehrere  Mal  die  Absonderungscurve  über- 
schritten. Gegeben  seien  die  Indices  der  Curventheile  /^,  welche 
überschritten  werden,  die  Werthe  der  y^  in  A^  sollen  unmittelbar 
berechnet  werden,  ohne  die  Werthe  derselben  für  die  Continuität 
der  Zwischen  werthe  der  Curve  L  zu  berechnen. 

Es  überschreite  L  der  Reihe  nach  die  x'^bsonderungscurve  in  den  Theilen 
l  ,  L,  l  ,  L,  . . .,  I  ,  wo  auch  zwei  oder  mehrere  Indices  einander  gleich  sein 
können,  wodurch  das  mehrfache  Überschreiten  eines  Theiles  einbegTiffen  ist. 
Hierbei  wird  L  abwechselnd  in  G^  ein-  und  austreten,  und  zuletzt  längs  l^ 
eintreten.  Nach  No.  1 1  ist  beim  Eintritt  aus  G^  in  G^  längs  l^  auf  das  System 
y^i  y^i  ■■  -i  y„  die  Substitution  S.^  anzuwenden,  also  umgekehrt  beim  Austritt 
aus  G^  in  G^  die  inverse  Substitution  Ä!"".  Demnach  hat  man  auf  y^i  y^i  ■  ■■i  y^ 
die  Substitution: 

(1.)  S„ Sp'Sy S'^f" ...  s^ 

anzuwenden,  in  den  erhaltenen  linearen  Functionen  für  die  y^  ihre  Darstellungen 
aus  vor.  Nummer  zu  setzen,  und  aus  den  so  erhaltenen  Ausdrücken  unmittel- 
bar die  Werthe  der  y^  in  A^  zu  berechnen. 

14. 

Ist  ein  beliebiges  Integral  y  der  Differentialgleichung  (1.)  No.  4  dadurch 
gegeben,  dass  für  z  ^  A^,  y  nebst  seinen  n  —  l  ersten  Ableitungen  vorgeschriebene 
Werthe  annehmen,  so  ist  zunächst  auf  bekannte  Weise  (s.  meine  Abhandlung, 
2i6]  Bd.  66,  No.  2)  y  als  lineare  homogene  Function  des  Fundamentalsystems 
Vii  Vi^  •■  -1  Vn  darzustellen,  wodurch  sein  Ausdruck  für  das  Gebiet  G^  determi- 
nirt  ist.     Es  sei 

(1-)  y  =  K,y,  +  K,y,  +  ---  +  K„y„, 
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SO  ist  in  vor.  Nummer  bestimmt  worden,  welche  Werthe  Pii  y^,  ■■  ■■,  y„  in  A^ 
erhalten.  Die  Relation  (1.)  ist  aber  sowohl  für  das  Gebiet  G^  als  für  das 
Gebiet  G  gültig,  folglich  sind  nur  die  nach  vor.  Nummer  für  die  y^  eruirten 
Werthe  in  (1.)  einzusetzen,  um  den  Werth  von  y  in  A^  zu  erhalten. 


15. 
Wir  wollen  das  Vorhergehende    durch   das  Beispiel    einer   linearen  Diffe- 
rentialgleichung  zweiter  Ordnung   mit   vier   endlichen   singulären  Punkten   er- 
läutern.    Es  sei  nämlich: 

(1.)      (,^-,l)is^-,l)^^  +  (,(,-,J(3,^+2,^s-4)^-(i{3,-'+2,,.-4)y  =  0, 

wo  ft  positiv  und  keine  ganze  Zahl. 

Diese  Differentialgleichung  hat  das  Integral 

(2.)  y,  =  z-,,. 

Bezeichnet    vj    ein    zweites    Integi-al,    welches    mit   y^    ein    Fundamentalsystem 
bildet,  so  ist 


Vi 


_C_ 


und  C  eine  von  Null  verschiedene  Constante  ist  (s.  meine  Abhandlung,  Bd.  66, 
No.  2,  Gleichung  (3.)).     Hieraus  folgt 


''  =  ^yj(^.-ty-p^^^'^" 


wo   C  eine  neue  Constante. 
Daher  ist 


(3.) 


y. 


/^         äs 


ein  Integral  der  Differentialgleichung  (1.). 
Da  eine  Gleichung  der  Form 
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217]  WO  J£j,  K^  Constanten  bedeuten,  nicht  identisch  besteht,  so  bilden  y    und 
y^  ein  Fundamentalsystem. 

16. 
Es  werde  zunächst  vorausgesetzt,   dass  die  vier  Punkte  ±z  ^±z    nicht  in 
gerader  Linie  liegen,   und   auf  die  Differentialgleichung  (1.)  vor.  Nummer  die 
Substitution  aus  No.  12,  Abth.  I,  Gleichung  (1.)  angewendet: 

wo 

y  =  z^-z^i,     d  ==  z^-\-  z^i, 

so  verwandelt  sich  dieselbe  in: 


(2.) 


WO 

E^{w)  =  ^y\v* -\-  4.yz,tv^  +  {<oyd -4:z\)w''  +  i.8z,w  +  Zö\ 

Macht  man  dieselbe  Substitution  in  y^,  y^,  so  erhält  man  ein  Fundamental- 
system von  Integralen  der  Differentialgleichung  (2.): 

/  _     {iv-l){yiv-d) 

\     ''  2w  ' 

(      ^'  ''J,      (^v-ly{yu;-Syq'^' 
WO 

^  iw*-l){y*w'-d') 

*  ~  {tv-l){yw-d) 

Die  singulären  Punkte  der  Differentialgleichung  ( 1 .)  vor.  Nummer  sind  ausser 
g  ^  00  :  z  =  ±z^,  z  ^  ±z^,  die  der  Differentialgleichung  (2.)  dieser  Nummer 
sind  ausser  m;  =  0,  dem  Mittelpunkte  des  Grenzkreises  K,  die  Punkte  ±1,  ±i, 
welche  innerhalb  K  auf  der  Peripherie  von  E  liegen,  und  die  Punkte 
±— ,  ±«  — ,  ±1/—,  wovon  die  vier  ersten  ausserhalb  K,  die  beiden  letzten  auf 
der  Peripherie  von  K  liegen,  wie  sich  aus  No.  12  Abth.  I  ergiebt,  wenn  ^j,  ^, 
so  geordnet  sind,  dass 
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Die  zum  singulären  Punkte  w  =  0  gehörige  determinirende  Fundamental-  [218 
gleichung  der  Differentialgleichung  (2.)  ist: 

(4.)  »•»+(l-3fi,)r-3ft  =  0. 

Es  sind  daher  t)^,  %  resp.  die  zu  den  Wurzeln  derselben  —  1,  3fi.  als  Exponenten 
gehörigen  Integrale  derselben. 

Die  Absonderungscurve  C,  ist  in  diesem  Falle  eine  Ellipse,  deren  Mittel- 
punkt im  Anfange  der  z,  deren  grosse  Axe  in  die  Richtung  der  Geraden 
(Gleichung  (10.)  No.  12,  Abth.  I)  fällt,  und  deren  Axenlängen  sich  aus  den 
Gleichungen  (6.)  ebendas.  ergeben,  wenn  man  r  =  1  setzt. 

17. 
Um    die  Darstellung    von   ij^   innerhalb   G,  zu   erhalten,    beschränke    man 
w  in  ^j  Gleichung  (3.)  vor.  Nummer  auf  die  Fläche  von  E,  so  ist  der  Factor 
von  w^"   unter   dem  Integralzeichen   innerhalb  E   nach    positiven  ganzzahligen 
Potenzen  von  w  entwickelbar,   da  mod|-<l.     Es  sei  demnach 

.   <  yw^  —  d  2  , 

^    ^  {w  —  lfiyiv  —  öyq'^  "       ' 

SO  ergiebt  sich  innerhalb  E: 

(2.)  t,.  =  2--t,.e.--[^+^^*.  +  ^..'+-]-- 

Nach  No.  2  ist  hierin  w„  statt  w  zu   setzen,    um  y^  innerhalb   G^  darzustellen. 
Nun  ist  nach  Gleichung  (1.)  vor.  Nummer 


■s -s/s'- yd 
(3.)  u\  =  ^ ^— , 

wo  das  Vorzeichen  der  Wurzelgrösse  innerhalb  G^  dadurch  bestimmt  ist,  dass 
für  ^  =  00,  m;„  =  0  ist.  Denn  innerhalb  G,  ist  die  WurzelgTÖsse  von  Null 
verschieden,  weil  dem  Werthe  z  =  \Jyö  der  Werth  w^  =  i/y  entspricht,  und 
da  dieser  Pimkt  sich  ausserhalb  E  befindet,  so  ist  auch  2  =  \/yd  ausserhalb 
G^  zu  suchen. 

Demnach  ist  innerhalb   G^: 


(A.)       ,.  =  ..-..(.-.,)(i^^)        t.J^i'^i- 
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219]  18. 

In  der  Umgebung  von  w  ^  l  ist 


(1.)  S 


(w-iyiyiv-Sfq" 
in  einer  Reihe  der  Form: 

(2.)  s=  ,  ^"is, +-^  +  i:o+!:.(w-i)  +  --- 

^    '  (w  — 1)         w  — 1         "        '^  ' 

darstellbar,  wo 

(3.)  C_.  =  [i^(»-l)'s]___. 

Es  sei  daher  e  ein  fester  Punkt  in  der  Umgebung  von  w  ^=  i,  so  ist  in  der- 
selben Umgebung  nach  Gleichung  (3.)  No.  16: 

(4.)  t,,  =  2^"«^, JW-2^"+'9.E  +  2^"+'i,,[^-  +  r_Jog(tü-l)  +  |:„-^(M;-ir^-], 

wo  E  ein  Constante  ist,  deren  Werth: 

E  =  ^  +  C_.log(e-l)  +  i„^(s-ir'. 

Ist  t)[  der  Werth  von  t)^,  in  vi^elchen  dasselbe  nach  einem  Umlaufe  um  1  über- 
geht, so  folgt  aus  Gleichung  (3.),  dass 

(5.)  ^;  ==  2'"+^7iic_,t).  +  t),. 

19. 
Die  zum  singulären  Punkte  w  =  i  gehörige  determinirende  Fundamental- 
gleichung der  Differentialgleichung  (2.)  No.  1  6  ist 

(1.)  r(r-l)  +  iir  =  0. 

Es  sei  ^j,,  t)jj  das  zu  den  Wurzeln  0,  1— jt  derselben  als  Exponenten  gehörige 
Fundamentalsystem  von  Integralen  derselben  Differentialgleichung,  so  ist  in 
der  Umgebung  von  w  =  i 

(2.)  l).H  =  ^„     t),,  =  (t«-ir"<l'«, 

wo  tj;.^j  eine  nach  positiven  ganzzahligen  Potenzen  von  w  —  i  fortschreitende 
Reihe  ist.     Es  ist  f ür  w  =  »,  ^,  =  ^2~^xi  ferner  nehmen  wir  ({'«(0  =  1  ^^- 
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Es  sei  X)^  wie  bisher  dadurch  fixirt,  dass  sein  Ausdruck  innerhalb  E 
durch  Gleichung  (2.)  No.  17  gegeben  ist,  so  ist  in  dem  Fläch enth eile ,  [220 
welcher  der  Umgebung  von  w  =  i  und  der  Fläche  von  E  gemeinschaftlich  ist: 

(3.)  t,,  =  6r't5,  +  &-(«<;-i)'-"4-,, 

Dividirt  man  diese  Gleichung  durch  t)^  und  difFerentiirt  nach  w,  so  erhält  man: 

(4.)  2'"+'s  =  &™(e^-0-"y..H. 

wo  XzjW  ^^^^  nach  positiven  ganzzahligen  Potenzen  von  w  —  i  fortschreitende 
Reihe  bedeutet,  welche  füi"  w  =  i  den  Werth  — ^^  hat.  Die  Gleichung  (4.) 
giebt  daher,  nachdem  man  beiderseits  mit  {w  —  iy  multiplicirt,  für  w  =:  i 

^  '^  '      2"(i-ft)(.-3-^.)[^,^-.(^-.+^jr 

Setzen  wir 

1        rrf°5(if-i)"- 


1.2  ...  a  [        dw' 
mit  der  Nebenbestimmung,  dass 

s,,  =  [S{w-iri=, 

oder 

S,o  =   0. 

je   nachdem  m  >  0   oder    m  =  0,    wenn  m    die    grösste    ganze    in  ft   enthaltene 
Zahl  bedeutet,  so  dass 

u  ^  ;»  +  A ,     0  <  A  <  1 , 
so  ist 

Hs-  (w  -  i)-''  |;„  s,„  {w  -  i)  j  dw 
für  w  =  i  endlich.     Es  folgt  daher  aus  Gleichung  (3.),  dass  ebenso 

W  (iv  -  iy-^  <|.,,  -  2^''+'  i;.  {IV  -  0'-^  Sa  ^—i 

für  w  ^  i  endlich  ist,  und  demnach  von  der  Form 

ist,  wo  Ä^j  eine  nach  positiven  ganzzahligen  Potenzen  von  w  —  i  fortschreitende 
Reihe  bedeutet. 
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Es  ergiebt  sich  daher  aus  Gleichung  (3.) 

j     2^"+'  t).  r\s-iw-  i)-"  S„  s,, (w  -  iA  dtv 
(6.)  J  -b      L  "  J 

22i]  Für  w  =  i  giebt  diese  Gleichung 

(7.)      6«'  =  2="'-^'  r  [S  -  (t(;  -  0""  ia  «.a  («^  -  if]  dio  -  2^"+'  (-  if-"  ±,  f~'f^'°  ■ 

Das  Integral  in  dieser  Gleichung  erstreckt  sich  innerhalb  E,  und  die  Be- 
rechnung desselben  ist  auszuführen,  indem  sowohl  ä  als  auch  die  Potenzen 
(w  — i)"'''^"  nach  Potenzen  von  w  entwickelt  werden,  wodurch  der  Ausdruck 
unter  dem  Integralzeichen  in  eine  nach  Potenzen  von  w  fortschreitende  Reihe 
verwandelt  wird,  die  eine  Integration  bis  w  =  i  zulässt. 

20. 

Die  Gleichung  (l.)  vor.  Nummer  ist  auch  die  determinirende  Funda- 
mentalgleichung der  Differentialgleichung  (2.)  No.  16  für  die  singulären  Punkte 
Mj  :=  —  1,  w  ^  —i.  Bezeichnen  wir  die  zugehörigen  Fundamentalsysteme  resp. 
i^it  1)3,,  t)3,  und  \)^^,  t)^^,  so  dass 

(1.)  t;3,  =  l)^,     1)3,  =  (;ü  +  1)'-"'{'32, 

(2.)  l)«  -=  l}.,     \.  =  {w  +  iY->'<^,„ 

wo  4^2?  4^42  nach  positiven  ganzzahligen  Potenzen  resp.  von  iv  +  \  und  w  +  i 
fortschreitende  Reihen  sind,  die  resp.  für  %v  = —l  und  w  = —i  den  Werth 
Eins  haben. 

Es  ist  alsdann  analog  der  Gleichung  (3.)  vor.  Nummer 

(3.)  y,  =  c»).+co^^+ir"<{'s2, 

(4.)  l),  =  hT\\  +  h['\tv+iy-'''!^,,. 

Es  ergiebt  sich  analog  der  Gleichung  (5.)  vor.  Nummer 

(5.)  bf  = 


(6.)  K  = 


(i-ft)2"(^.+.~,)[.~.(^,-^jr' 
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und  wenn  man: 

d^Siw  +  iT]       _^ 


1.2...0  L        dw"        j,„^_^ 
1         [d^Sitv  +  iy 


1.2  ...  a  l        div'^ 
setzt,  so  ist  analog  der  Gleichung  (7.)  vor.  Nummer 

(7.)     bf  =  2».-'y"'[s-0.  +  ir'|„S3,(M;  +  l)'']c?t.-2=."-|„^-^-,  ["=* 

(8.)      h'-  =  r'^^^j"' \s-{w+  i)-"  ia 5., (^t'  +  if] d^v  -  2^''- 1-"  ±.-^^^ , 

worin  die  Integrale  innerhalb   E  zu  erstrecken  und  wie  das  Integral  in  Glei- 
chung (7.)  zu  berechnen  sind. 

Bezeichnet  man  mit  ^"',  ^™,  l),**  die  AVerthe,  in  welche  1),  nach  einem 
Umlauf  resp.  um  i,  —1,  —i  übergeht,  so  folgen  aus  den  Gleichungen  (3.) 
vor.  Nummer  und  (3.)  und  (4.)  dieser  Nummer  die  der  Gleichung  (4.)  No.  18 
analogen  Gleichungen: 

j     ^?  =  K'[i-a]t),+  at),, 

(9.)  Qf  =  6f[l-«]l5.+  «9„ 

wo 

gesetzt  ist. 

Die  Bestimmung  der  Grössen  b'^\  b^^'  hätte  nach  Vorschrift  der  No.  9 
erfolgen  können,  wenn  man  aus  der  Differentialgleichung  (2.)  No.  16  für  \)^ 
und  die  t}^^  die  hinreichende  Anzahl  von  Gliedern  ihrer  Reihenentwickelungen 
abgeleitet  hätte.  Wir  zogen  es  aber  bei  unserem  Beispiele  vor,  die  Berech- 
nung dieser  Grössen  direct  an  die  Form  des  Integrals  t)^  Gleichung  (3.)  No.  16 
anzuknüpfen. 

21. 

Nach  No.  12  ist  innerhalb   G, 


ichs,  inUhBin.  Werte.    I. 
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das  Integral   über    den    äusseren  Rand    des   Kreises  E   erstreckt.     Wir    haben 
nach  der  dortigen  Vorschrift  dasselbe  in  vier  Integrale  zu  zerlegen,  erstreckt 
über  den  äusseren  Rand  der  vier  Quadranten,  in  welche  die  singulären  Punkte 
±  1 ,  ±  i  die  Peripherie  zerfallen. 
Setzen  wir 


yw  —  0  p 


so  ist 


(3.)  y^  =  -^\  I    \), Edw  +  j       t}^Rdw+ I      t)jRdw+        \)^Rdw\, 

223]  die  sämmtlichen  Integrale  längs  des  äusseren  Randes    des    entsprechenden 
Quadranten  erstreckt. 

Nach    den    Gleichungen    (9.)    vor.    Nummer    und    den    Vorschriften    der 
No.  11  —  12  ist 

/      f     t),  Rdiv  =  (     [hf  (1  -  «)  9,  +  « t)J  -Rdiü , 
(4.)  i      f    \,Rdw  =  j    '[(6f  +  6'/'a)(l-«)t).  +  «'t)Ji2(?w, 

f       r    i),  Rdw  =    r  [(öf  +  ?;f' «  +  h\" a-){l-  a) t),  +  «^  t)J 


Rdw, 


wo  die  Integrale  linkerhand  längs  des  äusseren,  die  entsprechenden  rechter- 
hand  längs  des  inneren  Randes  des  von  den  beiden  Grenzen  des  Integrals 
abgetheilten  Quadranten  zu  erstrecken  sind.  Werden  die  Werthe  (4.)  in 
Gleichung  (3.)  substituirt,  so  kann  man  in  jedem  der  vier  Integrale  für  l), 
die  Entwickelung  nach  Potenzen  von  %v  aus  Gleichung  (2.)  No.  17  setzen,  und 
die  Integrationen  vollziehen. 

Man  besitzt  also  in  der  Gleichung  (3.)  nach  dieser  Substitution  eine  ein- 
fach berechenbare  Entwickelung  gültig  im  ganzen  Gebiete  G^. 

Der  Übergang  aus  dem  einen  Gebiete  G^  in  das  andere  G^  geschieht  mit 
Hülfe  der  in  No.  1 8  —  20  enthaltenen  Formeln  nach  Vorschrift  von  No.  13 
und   14. 

Liegen  die  vier  Punkte  ±z^,±z^  in  gerader  liinie,  so  ist  die  Differential- 
gleichung (1.)  No.  15  nach  No.  13  Abth.  I  zu  transformiren. 

Greifswald,  den  30.  Juli  1872. 


ANMERKUNGEN. 


1)  Änderungen  gegen  das  Original. 

Es  wurde  gesetzt: 

S.  364,  Zeile    2  würden  statt  würde, 

„    365,      „      10  V.  u.  so  ist,  da  statt  so  ist  auch,  da, 

_    366,  Gleichung  (4.)  w.i-^^  statt  tv,-p-, 

ar  clr 

„    371,  Zeile  10  Function  <^(w)  von  w  statt  Function  von  tv, 

„    372,      „      14  V.  u.  und  auf  dessen  statt  und  dessen, 

„    379,      „        8  V.  u.  TO+1'™  statt  w  +  1, 

„    386,      „        3  welcher  statt  welche,  g(,  statt  z, 

„    394,      „        7  ist  statt  sind, 

„    398,      „        5  Horizontalreihe  statt  Verticalreihe, 

„    402,      „        4  liefert  statt  liefern, 

„      „  ,      „      14  V.  u.  hat  man  statt  ist. 

2)  Wie  zuerst  Herr  Nekrassoff  bemerkt  hat  (siehe  die  in  russischer  Sprache  abgefasste  Abhandlung  des 
Herrn  Anissimoff  „Die  Grundlagen  der  Theorie  der  linearen  Differentialgleichungen"  in  den  Wissen- 
schaftlichen Berichten  der  Universität  Moskau,  Mathematische  Abtheilung,  Ausgabe  IX,  1889)  ist  die  in 
dem  Satze  am  Schlüsse  der  No.  3  (S.  369)  enthaltene  Regel  für  die  Bestimmung  des  Radius  des  Greuz- 
kreises  nicht  allgemein  gültig.     Vergl.  hierzu  die  Abhandlungen: 

Fuchs,  Bemerkung  zu  der  Arbeit  im  Bande  75,  S.  177  dieses  Journals,  Journal  für  die  reine  u.  angew. 

Mathematik,  Bd.  106  (1890),  S.  1-4; 
Nekeassoff,   liber  den  FucHsschen  Grenzkreis,   Mathematische   Sammlung  (Zeitschrift  der  Moskauer 

mathematischen  Gesellschaft)  Bd.  14,  4  (1890)  S.  537—548  (russisch); 

—  ,  Über  den  FucHSSchen  Grenzkreis,  Mathematische  Annalen,  Bd.  38  (1890),  S.  82—90; 
FüCHS,  Über  eine  Abbildung  durch  eine  rationale  Function,  Journal  für  die  reine  u.  angew.  Mathematik, 

Bd.  108  (1891),  S.  181-192; 
Anissimoff,  Über  den  FüCHSschen  Grenzkreis,  Mathematische  Annalen,  Bd.  40  (1892),  S.  145  —  147; 
Anmerkung  der  Annalen-Redaction,  ebenda  S.  147  —  148; 
Anissimoff,  Der  FüCHSsche  Grenzkreis,  Warschau,  1892  (russisch); 

—  ,  Bemerkung   über   den   FucHsschen   Grenzkreis,   Mathematische   Sammlung,    Bd.  16  (1892), 
S.  234-235  (russisch); 
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Nekkassoff,  Erklärungen,  veranlasst  durch  die  Abhandlung  des  Herrn  Prof.  FrcHs  im  CVllI.  Bande 
des  Journals  für  Mathematik,  Mathematische  Sammlung,  Bd.  16  (1892),  S.  219  — 227  (russisch); 
FiCHS,  tlber  eine  besondere  Gattung  von  rationalen  Curven  mit  imaginären  Doppelpunkten,  Sitzungs- 
berichte der  K.  preuss.  Akademie  der  Wissensch.  1900,  S.  74—78. 

Auf  den  Gegenstand  der  ersten  AbtheUung  der  vorstehenden  Arbeit  beziehen  sich  noch  die  Ab- 
handlungen XV,  XVII,  XVm  dieses  Bandes. 

Der  Schluss  auf  S.  398,  Zeile  4,  3  v.  u.  bedarf  noch  einer  genaueren  Begründung,  da  aus  der  Thatsache, 
dass  eine  Function  in  einem  Punkte  der  Peripherie  des  Convergenzkreises,  der  zu  einer  ein  Element  dieser 
Function  darstellenden  Potenzreihe  gehört,  einen  endlichen  Werth  besitzt,  nicht  ohne  Weiteres  gefolgert 
werden  kann,  dass  diese  Potenzreihe  in  jenem  Punkte  auch  convergirt.  Für  den  hier  vorliegenden  Fall 
und  noch  für  gewisse  Fälle  allgemeinerer  Natur,  hat  Herr  Thome  (Journal  für  die  reine  u.  angew.  Mathe- 
matik, Bd.  87  (1879),  S.  247-257  und  331-349,  vergl.  Bd.  95  (1883),  S.  97,  Bd.  100  (1887),  S.  167 ff.) 
die  Frage  der  Convergenz,  der  in  Betracht  kommenden  Potenzreihen  in  den  Punkten  der  Peripherie 
ihres  Convergenzkreises  mit  Hülfe  der  Theorie  der  FouRiERschen  Reihen  erledigt;  man  vergl.  auch  die 
Darstellung  und  Anwendung  der  TnoMEschen  Untersuchungen  im  »Handbuche  der  Theorie  der  linearen 
Differentialgleichungen«,  Bd.  I  (1895),  S.  228  ff.  und  S.  454  fi'.  SCH. 


XV, 

ÜBER  DIE  DAESTELLUNG  DER  FUNCTIONEN 
COMPLEXER  VARIABLEN. 

Anhang  zur  Abhandlung  Bd.  75  dieses  Journals  S.  177  fF.  ^). 
(Journal  für  die  reine  und  angewandte  Mathematik,  Bd.  76,  1874,  S.  175 — 176.) 


Um  eine  Function  f{^)  der  complexen  Variablen  s  innerhalb  des  in  [175 
obiger  Abhandlung  mit  G^  bezeichneten  Gebietes  darzustellen,  ging  ich  (s. 
S.  203^)  der  Abh.)  von  der  Entwickelung  aus,  welche  für  die  durch  die  ratio- 
nale Substitution 

(1.)  2  =  F{tv) 

transformirte  Function 

(2.)  f(F{w))  =  f,{w) 

in  der  Umgebung  von  w  =  0,  demnach  innerhalb  £1  gültig  ist.    Dieselbe  sei : 

(3.)  f,{tv)  =  i^,{w). 

Um  nun  für  jeden  Punkt  z  der  Fläche  G^  den  Werth  f{z)  der  Function  zu 
bestimmen,  muss  man  den  zu  z  gehörigen  Werth  w  =  iv^  berechnen,  und  in 
die  Gleichung  (2.)  substituiren. 

Es  wurde  dort  (S.  204^),  No.  3)  bemerkt,  dass  die  Entwickelbarkeit  von 
f{z)  innerhalb   G^  von  der  Kenntniss   des  Verlaufes    des  Zweiges  w^   der  alge- 


1)  Abh.  XTV,  S.  361—410  dieses  Bandes.    .Seh. 

2)  S.  389  dieses  Bandes.    Soh. 

3)  S.  390  dieses  Bandes.    Scb. 
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braischen  Function  w  von  z  aus  Gleichung  (1.)  abhängig  sei,  und  hinzugefügt, 
dass  die  algebraischen  Functionen  bei  der  Darstellung  transcendenter  Func- 
tionen mit  Recht  als  bekannte  Elemente  vorausgesetzt  und  verwerthet  werden 
dürften.  Auf  diese  Bemerkung  ist  auch  auf  S.  1 7  8 ')  in  der  Einleitung  hin- 
gewiesen worden. 

Der  Zweck  dieser  Notiz  ist  nachzuweisen,  dass  die  ausgesprochene 
Voraussetzung  der  allgemeinen  Kenntniss  des  Verlaufes  der 
Zweige  algebraischer  Functionen  für  unseren  Zweck  überflüssig 
sei,  und  damit  eine  Schwierigkeit,  welche  der  Anwendung  der  dort  ent- 
wickelten Principien  entgegenstehen  könnte,  als  eine  nur  scheinbare  erkennen 
zu  lassen. 

In  der  That  ist  dort  (s.  S.  194^))  nachgewiesen,  dass  die  Flächen  G^  und 
E  durch  die  Substitution  (1.)  vermittelte  Abbildungen  von  einander  sind,  dass 
demnach  jedem  Punkte  z  innerhalb  G^  ein  und  nur  ein  Punkt  w  der 
Fläche  E  nach  Gleichung  (1.)  entspricht. 

176]  Da  der  Kreis  E  die  Einheit  zum  Radius  hat,  so  ergiebt  sich,  dass  unter 
den  Wurzeln  w  der  Gleichung  (1.)  für  jedes  z  innerhalb  G^  stets  eine  und 
nur  eine  vorhanden  ist,  deren  Modul  kleiner  oder  gleich  Eins. 

Diese  Wurzel  ist  der  gesuchte  Werth  w  =  w^. 

Man  kann  demnach  zu  jedem  z  innerhalb  G^  den  zugehörigen  Werth 
w  =  w^  eindeutig  finden,  und  alsdann  mit  Hülfe  der  Gleichung  (3.)  den 
Werth  von  f{z)  berechnen. 

So  würde  in  dem  Beispiele  S.  218^)  Gleichung  (3.)  ebendaselbst  für  ein 
bestimmtes  z  das  Vorzeichen  der  Quadratwurzel  so  zu  wählen  sein,  dass  der 
Modul  von  w^  kleiner  oder  gleich  Eins.    Der  andere  Wurzelwerth  der  Gleichung 

yiv*—2ziv-\-  8  ~  0 

hat  dann  in  der  That  einen  die  Einheit  übertreffenden  Modul,  weil 

S 


mod 

y 


Grcifswald  im  A])ril   1873. 


>)  S.  362  dieses  Bandes.  Seh. 
<)  S.  379  dieses  Bandes.  Seh. 
»)  a.  405  dieses  Bundes.     Seh. 


XVI. 

ÜBER  EEI.ATIONEN,  WELCHE  FÜR  DIE  ZWISCHEN  JE  ZWEI 

SINGULÄREN  PUNKTEN  ERSTRECKTEN  INTEGRALE  DER  LÖSUNGEN 

LINEARER  DIFFERENTIALGLEICHUNGEN  STATTFINDEN. 

(Journal  für  die  reine  und  angewandte  Mathematik,  Bd.  76,  1874,  S.  177—213.) 


Den  Satz  über  die  Vertauschung  von  Parameter  und  Argument  bei  [177 
der  dritten  Gattung  der  hyperelliptischen  Transcendenten,  aus  welchem  Herr 
Weierstrass  (Programm  des  Braunsberger  Gymnasiums  1 848/49 '))  die  seiner 
Theorie  dieser  Transcendenten  zu  Grunde  liegende  Verallgemeinerung  der 
LEGENDRESchen  Gleichung  für  die  Periodicitätsmoduln  der  Integrale  erster  und 
zweiter  Gattung  hergeleitet,  hatte  bereits  Abel  (Oeuvres  completes  t.  II., 
p.  54  —  65 ^j)  auf  lineare  Differentialgleichungen  ausgedehnt.  Jacobi  (dieses 
Journal  B.  32  und  mathematische  Werke  B.  I,  S.  363^))  hat  den  Entwicke- 
lungen  Abels  eine  übersichtlichere  Gestalt  gegeben  und  sie  weiter  ausgeführt. 
Es  war  jedoch  —  wie  er  am  Schlüsse  der  eben  erwähnten  Abhandlung  be- 
merkt —  unmöglich,  den  entwickelten  Theoremen  eine  wohlbestimmte  Form 
zu  geben,  weil  zur  Zeit  für  die  Ergründung  des  Charakters  der  Functionen, 
welche  linearen  Differentialgleichungen  mit  rationalen  Coefficienten  genügen, 
noch  wenig  geschehen  war.   — 

Die  Resultate  meiner  Untersuchungen  über  die  Natur  dieser  Functionen 
haben   mir   nunmehr    auch    die  Mittel    gewährt,    in    der  folgenden  Arbeit    die 


1)  Weierstrass'  Werke,  Bd.  I  (1894),  S.  in  ff.    Seh. 

8)  Nouvelle  e'dition,  t.  n  (1881),  S.  47— 54.    Seh. 

S)  Jacohis  gesammelte  Werke,  Bd.  n  (1SB2),  S.  121  ff.    Seh. 
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AßEL-JACOBischen  Theoreme  zu  präcisiren.  Gleichzeitig  gestatteten  sie,  aus 
denselben  Relationen  für  die  zwischen  je  zwei  singulären  Punkten  erstreckten 
Integrale  der  Lösungen  linearer  Differentialgleichungen  Relationen  herzuleiten, 
analog  denjenigen,  welche  Legendre  für  die  Periodicitätsmoduln  der  ellip- 
tischen und  Herr  Weierstrass  für  die  der  hyperelliptischen  Integrale  gefunden. 

1. 

Sind  A  ,  A  ,  A  .....  A    Functionen  von  .r,  und  setzt  man  mit  Jacobi 
(1.)  bl  =^  Ay  +  Ä,y'  +  Ä,f''+:.  +  ^„y", 

wo  2/'*  die  «*°  Ableitung  einer  Function  y  von  x  bedeutet,  ferner 
f    [yl  =  B,y  +  B,y'+B,y'^>  +  --  +  B„y'^\ 


(3.)  [y\  =^  -JB,y  +  -^iB.y)-^iB,y)  +  ...±^iB„y), 


178]  so  ist  auch 

und  für  zwei  beliebige  Functionen  y  und  3  von  x 

ein    vollständiger   Differentialquotient    (s.  J.  M.W.  B.  I,   S.  367'j).      Wir    be- 
zeichnen mit  Jacobi 

(4.)  /|^[2/].  +  2/[4H^  =  [2/.  4 

Um  die  durch  das  Integral  eingeführte  unbestimmte  Constante  zu  lixiren,  soll 
im  Folgenden  immer  sein : 

(5.)  [y,^]  =  ±xH„ 

1 

wo 


(5a.) 


=  '^,{-lT^''-''-"-^iB,y). 


Sind  y  und  z  resp.  Integrale  der  Differentialgleichungen 

[yl  =  0,   W,  =  0, 


1)  JacobiB  Werke,  Bd.  H  (1S82),  S.  128.    Sob. 
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SO   wird    nach    Gleichung   (4.)    der   Ausdruck    [</,^]    eine    von   x   unabhängige 
Grösse. 

Es  werde  jetzt  vorausgesetzt,  dass  A^^  A^^  ...^  A^  ganze  rationale  Func- 
tionen von  X  seien.  Nennt  man  alsdann  mit  Jacobi  21^.  die  Function  von  a, 
welche  aus  A.  erhalten  wird,  wenn  man  «  für  x  substituirt,  und  setzt: 

x—a  ' 

SO  ist  P.  eine  ganze  rationale  Function  von  x  und  a. 

Vertauscht  man  die  unabhängige  Variable  x  in  [^],,  [^Jj,  [?/)  •ä']  oiit  der 
Variablen  a,  und  nennt  die  Functionen,  in  welche  y  und  ^  dadurch  über- 
gehen, ^,  ä,  so  wollen  wii-  die  Resultate  resp.  mit  [l)J"\  [t)]^'',  [^,s]""  bezeichnen, 
während  im  Gegensatz  hierzu  für  die  unveränderten  Ausdi-ücke  resp.  die 
Zeichen  [«/]f,  [yX')  [Pi  ~T^  eintreten.     Man  hat  alsdann  nach  Jacobi 

(6.)  \^'\\-LJ" ^  u. 

WO  [179 

(6a.)  ü=-P,  +  -^—^  +  ...±-^ 

eine  ganze  rationale  Function  von  x  und  «  ist.     Setzt  man 

(7.)  C^=  ^C«,«"'^;'', 

so  zeigt  Jacobi,  dass  C^^  den  Coefficienten  von  x''  in  dem  Ausdrucke  [ic~'"~']f', 
oder  auch  den  Coefficienten  von  «"'  in  dem  Ausdrucke  [— a"-^"']'"'  darstellt. 
Es  seien  y  und  j  zwei  Integi-ale  resp.  der  Differentialgleichungen 

(8.)  br  =  0,  [äir  =  0, 

so  ist  nach  Gleichung  (4.) 

a  r       1    ]*'  _  ,  r    1    ]'" 

dx  r  '  x—a\     ~  ^\x  —  a\,  ' 

(9.)  {  J  L  J2 

K  )  >    a  r    1       1""       r    i 


a«  «—X 


Multiplicii't  man  die  erste  Gleichung  mit  5,   die  zweite   mit  y   und  subtrahirt, 
so  erhält  man,  mit  Rücksicht  darauf,  dass 


Fuchs,  mathem.  Werke.    I.  53 
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nach  Gleichung  (6.) 

2. 
Es  gehöre  die  Differentialgleichung 

(1.)  yr  =  0 

zu  der  Klasse  derjenigen,  welche  ich  in  früheren  Arbeiten  dahin  charakterisirt 
habe,  dass  ihre  Integrale  für  einen  singulären  Punkt  a  mit  einer  Potenz  von 
x  —  a  und  für  a;  =  oo  mit  einer  Potenz  von  --  multiplicirt  nicht  mehr  unend- 
lich vs^erden.  —  Sind  a,,  a^,  ...,  a  die  singulären  Punkte  der  Differential- 
gleichung (l.)  und  setzt  man 

Fix)  =  ix-a,){x-a,)...{x-a^), 

so  hat  dieselbe  alsdann  die  Form: 

(B.)  [y]'f  =  S»^<n-<.H,-u(^)^(^)"2/"'  =  0. 

0 

i8o]  wo  F^{.r)   eine   ganze    rationale  Function    des   ä"'™  Grades   bedeutet,    siehe 
meine  Abh.  Bd.  66  dieses  Journals,  S.  139fF.  *). 
Die  Differentialgleichung 

(2.)  wr  =  0 

wird  alsdann: 

(c.)  wr  =  ±ai-^r'£,\F,„-.n,-ui^)Fixr^\  =  o. 

Entwickelt  man  die  Differentialquotienten  in  dieser  Gleichung,  so  ergiebt  sich, 
dass  dieselbe  die  Form  hat: 

WO  wiederum  G^{x)  eine  ganze  rationale  Function  von  x  des  fc*""  Grades  bedeutet. 
Es  gehört  daher  die  Differentialgleichung  (C.)  ebenfalls  zu  der  erwähnten 
Klasse   von  Differentialgleichungen,   und    sie    hat   dieselben  singulären  Punkte 
wie  die  Differentialgleichung  (B.). 

1)  S.  178  n.  dieses  Bandes.    Seh. 
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Es  sei  a  einer  der  singulären  Punkte  a^,  a^,  ...,  a  ,  so  ist  nach  der  in 
meiner  oben  citirten  Abh.  S.  147*)  gegebenen  Vorschrift,  wenn  man  in  der 
Differentialgleichung  (B.)  y  durch  {x  —  dfu  ersetzt,  der  Coefficient  von  {x  —  a^u 
im  Resultate  der  Substitution,  für  x  =  a,  die  linke  Seite  der  zum  singu- 
lären Punkte  a  gehörigen  determinirenden  Fundamentalgleichung 
der  Diiferentialgleichung  (B.).     Dieselbe  lautet  also: 

(D.)  S  -F'i.o-., W  Flaf-'  r (r  - 1) . . .  (r -  «  +  A  +  1)  +  F„,,_„(a)  =  0. 

Substituirt  man  ebenso  {x  —  ayu  für  z  in  die  Diiferentialgleichung  (C),    so  ist 
der  Coefticient  von  (x  —  aju  im  Resultate  der  Substitution,  für  x  =  a, 

(E.)     "^xi-'^r-'-'F,,,_MFW-\n-k  +  s)(n-k  +  s-l)...{s  +  l)-F„,^_,,ia)  =  0. 

Dieses  ist  die  zum  singulären  Punkte  a  gehörige  determinirende  Fundamental- 
gleichung der  Differentialgleichung  (C.)  oder  (3.). 
Setzt  man  in  derselben 

(4.)  s  =  -r-l, 

so  verwandelt  sie  sich  in  die  Gleichung  (D.). 

Es  findet  also  zwischen  den  zu  demselben  singulären  Punkte  gehörigen 
determinirenden  Fundamentalgleichungen  der  Differentialgleichungen  (B.)  und 
(C.)  die  Beziehung  statt,  dass  die  Wurzeln  der  einen  die  entgegen- 
gesetzten Werthe  der  um  Eins  vermehrten  "Wurzeln  der  anderen 
sind. 

3.  [i8i 

Es  sei 

so  hat  die  Differentialgleichung  (B.)  wieder  die  Form: 

(2.)  taAy'"  =  0. 

Setzt  man 

n(Q-l)  =  p, 

so  ist  A^  eine  ganze  rationale  Function  vom  Grade  ja  +  A. 


I)  S.  187  dieses  Bandes.    Seh. 
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Substituirt  man  —  für  x  in  A.,  so  wird 

(3.)  ^^  =  ^- 

■wo  Cj  eine  ganze  rationale  Function  von  ti  vom  Grade  p  +  ^  bedeutet. 

Setzt  man  den  Werth  (3.)  in   die  DifFerentialgleichung  (2.)    ein,   so    wird 
dieselbe : 

(4.)  ia<^aW"""?r   =    0. 

0 

Substituirt  man  hierin 

(5.)  y  =  u'v, 

wo  V  eine  Reihe  der  Form 

a,       a„ 

(6.)  ^  =  «»  +  ^  +  #+-- 

bedeutet,  so  erhält  man: 

(7.)  S«^a«"-"^'"'    =    0, 

0 

WO 

Px  ='Sa(-l)"(A  +  a)„r(r  +  l)...(r  +  a-l)C,,. 

0 

lind  insbesondere: 

^0  =  ^a{--^rr{r  +  l)...{r  +  a-l)G,. 

0 

Setzt  man  in  (7.)  —  für  ^«  und  die  Reihe  (6.)  für  v,  so  ist  die  niedrigste 
Potenz  von  —  im  Resultate  der  Substitution  die  w*%   und  zwar  ist  der  Coeffi- 

X 

cient  von  (— )  der  Werth  von  P^a^  für  u  =  0.  Bezeichnet  man  daher  mit 
(S  den  Werth  von  C^  für  u  =^  0  oder  den  Coefficienten  der  höchsten  Potenz 
182]  von  X  in  A^^  so  folgt  daraus,  dass  P^  für  u  =  0  verschwindet: 

(8.)  'I,.{-iyr{r  +  l)...ir  +  a-l)^,  =  0 

0 

als  determinirende  Fundamentalgleichung  der  Differentialgleichung  (2.)  für  den 

Punkt  X  =  00. 

Die    linke    Seite    der    zu    «^00    gehörigen    deter mini r enden 

Fundamentalgleichung   der  Differentialgleichung  (2.)  wird  daher 

gefunden,   wenn   man  in  (2.)  [— j  v  für  y  substituirt,    den  Coefficienten   von 

V  m  der  transformirten  Diflferentialgleichung  herstellt,  denselben  mit  rr'~''  multi- 

plicirt  und  im  Resultat  a;  =  00  setzt. 
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Substituirt   man    daher   in   der  Differentialgleichung  (2.)  voriger  Nummer, 
■welche  gleichbedeutend  ist  mit: 

(9.)  i:a(-ir'^iA^j  =  o, 

worin  der  Grad  des  Coefficienten  von  z  ebenfalls  der  ^^  ist, 


(i)'"' 


so  erhält  man 

dx 


(10.)  ia(-ir'ilf^<.^^-^"''"'l  =  o- 


Da  C  C  ...  C  für  o;  =  oo  oder  u  =  0  endlich  sind,  ferner  die  Ableitungen 
Ä;*"  Ordnung  derselben  mit  a;*  multiplicirt  noch  Null,  so  ergiebt  sich  als  Co- 
efficient  von  w  in  Gleichung  (Hl.)  mit  x'~''  multiplicirt  für  »  =  oo 

i]a(-l)'""'(2J-S  +  0)(j'-S +  "-!)•••  (i^-«  +  l)®a- 

Demnach  ist  die  zu  a;  =  oo  gehörige  determinirende  Fundamentalgleichung 
der  Differentialgleichung  (9.): 

(11-)  i:,(-l)'-(i)-s  +  a)(i5-s  +  a-l)...(i;-s  +  l)6,  -  0. 

0 

Setzt  man  hierin 

(12.)  2^  —  s+l=r     oder     s^p  —  r  +  1, 

so  verwandelt  sich  dieselbe  in  die  Gleichung  (8.).  Man  hat  daher  als  Er- 
gänzung zu  dem  Satze  am  Schlüsse  der  vorigen  Nummer  den  Satz: 

Es  findet  zwischen  den  zu  a;  =  oo  gehörigen  determinirenden  Funda- 
mentalgleichungen der  Differentialgleichungen  (2.)  und  (9.)  die  Beziehung 
statt,  dass  die  Wurzeln  der  einen  aus  denen  der  anderen  er-  [183 
halten  werden,  wenn  man  die  letzteren  der  Reihe  nach  von^  +  1 
subtrahirt. 

Wir  wollen  im  Folgenden  Differentialgleichungen,  welche  zu  einander 
in  derselben  Beziehung  stehen  wie  die  Differentialgleichungen  (B.)  und  (C.) 
adjungirte  Differentialgleichungen,  die  Wurzeln  der  zu  demselben  singulären 
Punkte  oder  zum  Punkte  a;  =  00  gehörigen  determinirenden  Fundamental- 
gleichungen je    einer    dieser   Differentialgleichungen,    welche   resp.    durch    die 
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Gleichung  (4.)  voriger  JN'iimmer  oder  Gleichung  (12.)  dieser  Nummer  mit  ein- 
ander verknüpft  sind,  adjungirte  Wurzeln,  endlich  die  Elemente  der  zu 
demselben  singulären  Punkte  oder  zum  Punkte  a;  =  oo  gehörigen  Fundamental- 
systeme von  Integralen  je  einer  dieser  Differentialgleichungen,  welche  adjun- 
girten  Wurzeln    als  Exponenten    entsjirechen,   adjungirte  Elemente   nennen. 

4. 
Sind  die  Coefficienten  der  Functionen  F  „_,,(ic)  in  Gleichung  (B.)  un- 
bestimmt, so  kann  man  dieselben  so  wählen,  dass  sie  für  die  einzelnen  singu- 
lären Punkte  a^ ,  «^ ,  . . . ,  a^  beliebige  vorgeschriebene  Werthe  annehmen.  In 
der  That  seien  ej*",  e^'",  . . .,  £^"'  willkürliche  Werthe,  die  -F,„„_j,(*)  i'esp.  für 
ic  ^  Oj ,  «2 ,  . . . ,  a    erhalten  soll ,  so  kann  man : 

wählen,  wo  E'^'(x)  eine  unbestimmte  ganze  rationale  Function  des  Grades 
(i{q  —  1)  —  q  bedeutet. 

Setzt  man  andererseits  in  Gleichung  (D.)  für  r  successive  die  beliebigen 
aber  von  einander  verschiedenen  Werthe  ^\}  '>\,  ■  ■  ■ ,  >\,  so  liefern  die  so  ge- 
bildeten n  linearen  Gleichungen  mit  den  Grössen 

als  Unbekannten  für  dieselben  bestimmte  Werthe,  weil  die  Determinante  des 
Systems  gleichbedeutend  ist  mit  dem  Producte  der  Differenzen  der  Grössen 
»•j,  j-j,  ...,  r^  multiplicirt  mit  einer  Potenz  von  F\a). 

Wenn  also  in  der  Differentialgleichung  (B.)  die  Coefficienten  F  _  (.r) 
unbestimmt  sind,  so  können  sie  so  gewählt  werden,  dass  die  Wurzeln  der 
zu  den  einzelnen  singulären  Punkten  a^,  a^,  ...,  a^  gehörigen  de- 
terminirenden  Fundamentalgleichungen  beliebige  vorgeschrie- 
bene Werthe  erhalten. 

AVir  wollen  nunmehr  voraussetzen,  dass  die  sämmtlicheu  Wurzeln  der 
zu  den  einzelnen  singulären  Punkten  a^,  a^,  . . .,  a^  gehörigen  determinirenden 
184]  Fundamentalgleichungen  der  Differentialgleichung  (B.)  von  einander 
verschieden  und  in  ihrem  reellen  T heile  negativ  und  absolut 
kleiner  als  Eins  sind. 
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Nach  dem  Satze  am  Schlüsse  der  No.  2  sind  alsdann  auch  die  Wurzeln 
der  zu  den  einzelnen  singulären  Punkten  a^,  cr^,  ...,«  gehörigen  determi- 
nirenden  Fundamentalgleichungen  der  adjungirten  Differentialgleichung  (C.) 
von  einander  verschieden  und  in  ihrem  reellen  Theile  negativ 
und  absolut  kleiner  als  Eins. 

5. 

Wir  wollen  zeigen,  dass  es  ausserdem  möglich  ist,  die  Coefficienten  der 
Functionen  F^  ^^^{x)  so  zu  bestimmen,  dass  für  jede  der  zu  a;  =  oo  gehörigen 
determinirenden  Fundamentalgleichungen  sowohl  der  Differentialgleichung  (B.) 
als  ihrer  adjungirten  die  Wurzeln  von  einander  verschieden  und  in  ihrem 
reellen  Theile  positiv  und  grösser  als  Eins  sind. 

In  der  That  ist  in  der  Gleichung  (l.)  voriger  Nummer  E''\x)  unbestimmt 
geblieben.    Der  Grad  dieser  ganzen  rationalen  Function  wird  durch  die  Zahl: 

ft(p-l)-p 

angegeben,  welche  für  p  >  1,  ft  >  1  nicht  negativ  ist.  Der  Coefficient  der 
höchsten  Potenz  von  x  in  F^^^_^^[x)  stimmt  daher  nach  Gleichung  (1.)  voriger 
Nummer  mit  dem  Coefficienten  der  höchsten  Potenz  von  x  in  E'^'^\x)  überein, 
wenn  jt  >  1.  Man  kann  demnach  S„,  6^,  (S^,  ...,  (5^_j  beliebig  wählen,  während 
nach  Gleichung  ( 1 .)  voriger  Nummer 

o  ,(11 


(1.)  "-'       r^'K)' 

(       e„  =  1- 
Bezeichnet   man   mit   >',i ,  »".a ,  •  •  • ,  >*,„    die   Wurzeln    der   zum    singulären   Punkte 
a.   gehörigen    determinirenden  Fundamentalgleichung    der  Differentialgleichung 
(B.),  so  ist  nach  Gleichung  (D.)  No.  2: 

also 

(2.)  e„..  =  -v,.  +  ,^!i?!^, 

wo  S?-  die  Summe  sämmtlicher  Wurzeln  der  zu  den  verschiedenen  singulären 
Punkten  a^^  a^^  . . .,  a  gehörigen  determinirenden  Fundamentalgleichungen  der 
Differentialgleichung  (B.)  bedeutet. 
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185]  Bezeichnen  wir  andererseits  mit  o,,  o^,  ...,  o^  die  Wurzeln  der  zum  Punkte 
a;  ^  00  gehörigen  determinirenden  Fundamentalgleichung,  so  ist  nach  Glei- 
chung (8.)  No.  3 

^ci^  n{n-l)  _      V  a 

Aus  den  Gleichungen  (2.)  und  (3.)  folgt: 

(4.)  p.  =  -lrH9-l)^^^- 

Nun  sieht  man,  ähnlich  wie  in  vor.  Nummer,  dass  die  Grössen  (S^,  ß^,  ...,  (E^_j 
in  Gleichung  (8.)  No.  3  so  bestimmt  werden  können,  dass  dieser  ?i  beliebige 
von  einander  verschiedene  Werthe  a^,  o^,  .. .,  a,^  genügen.  Demnach  können 
die  Grössen  a^,  a,,  ...,a^  beliebig  gewählt  werden,  wenn  sie  nur  ver- 
schieden sind  und  der  Gleichung  (4.)  genügen. 

Es  sei 

(5.)  3,  =  H-Z„  (Q  =  l,2,...,«-l) 

von  der  BeschaflFenheit ,  dass,  wenn  x^  der  reelle  Theil  von  Jx\  ist, 

(6.)  2)  - 1  >  x„  >  0. 

Ist  ferner  r  irgend  eine  Wurzel  einer  zu  einem  singulären  Punkte  a  gehörigen 
determinirenden  Fundamentalgleichung,  und  setzen  wir: 

(7.)  r  =  -1  +  t, 

SO  ist  nach  unserer  Voraussetzung  in  vor.  Nummer  der  reelle  Theil  x  von  t 
positiv  und  kleiner  als  Eins.     Nach  Gleichung  (4.)  ist 

(8.)  a„  =.  i  +  ^,-i)  +  i^^iMii:l) -v,_2„,,. 

Wir  bestimmen  nun  die  Grössen  t  und  A-^,  Ä'^,  ...,n^_^  so,  dass 

(9.)       «(p-i)  +  (.-i)^^^>i:^+'£x„>(p-i)i^l^  +  i. 

Diese  Ungleichung  ist  immer  erfüllbar,  wenn  p  >  1  ist.  Es  ergiebt  sich  als- 
dann auch 

(10.)  <'„=!  +  K, 
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WO  der  reelle  Theil  \  von  l\  der  Bedingung  genügt 
(6a.)  i'  —  1  >  "''n  >  0- 

Aus  den  Ungleichungen  (6.)  und  (6a.)  folgt  mit  Hülfe  des  Satzes  am  Schlüsse 
der  No.  3,  dass  auch  die  Wurzeln  der  zu  a:'  =  oo  gehörigen  determinirenden 
Fundamentalgleichung  der  zur  Gleichung  (B.)  adjungirten  Differential-  [i86 
gleichung  (C)  in  ihrem  reellen  Theile  positiv  und  grösser  als  Eins  sind. 

Wir  wollen  jedoch  im  Folgenden  nur  voraussetzen,  dass  für  jede  der 
beiden  zu  a;  =  oo  gehörigen  determinirenden  Fundamentalgleichungen  der  Diffe- 
rentialgleichung (B.)  und  ihrer  adjungirten  die  Wurzeln  untereinander  ver- 
schieden sind. 

6. 
Für    die    Differentialgleichung  (B.)   ist   der   Ausdruck  H^   in    No.  1    Glei- 
chung (5a.) 

(1.)  fli  =  %.{-^ry''-'""-^[F,n-x..,-,A^)F{x)'^]. 

Es  sei  y  ein  Integral  der  Differentialgleichung  (B.),  so  ist  in  der  Umgebung 
eines  singulären  Punktes  a,  dessen  zugehörige  determinirende  Fundamental- 
gleichung die  Wiurzeln  r^^i\,  •'■)''„  ^^^^i 

(2.)  y  =  ±,{x-af'K,{x), 

WO  Ä^(if)    nach    positiven    ganzen  Potenzen    von    x  —  a   fortschreitende   Reihen 
bedeuten  (s.  meine  Abh.  B.  66  dieses  Joiurnals  S.  I39ff. ')). 
Setzt  man 

_       1 
X  —  a^ 

wo  «  von  a  verschieden,  so  ist  in  der  Umgebung  von  a 

(3.)  -^[F,„-xn,-.{x)F{xfz]  =  |^^X„(^), 

wo  X^(a.')  wie  K^^ix)  beschaffen  ist.   —  Andererseits  ist: 

(4.)  y^— '  =  ±,{x-4''-'-^''^^K',{x), 

1 

1)  S.  178  ff.  dieses  Bandes.     Seh. 
Fuchs.,  mathom.  Werke.    I.  54 
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WO  Kl(r)  wie  K^{.r)  beschaffen  ist.    Aus  den  Gleichungen  (3.)  und  (4.)  folgt: 

(5.)  H,  =  j~^±,{^-c>f^''^d^), 

WO  ^t,{x)  wie  K^{oe)  beschaffen  ist. 

Nach  den  in  No.  4  gemachten  Voraussetzungen  ist  demnach  Hj^  für  x  =  a 
Null,  folglich  auch  nach  No.  1 

(6.)  \y, =0       [a  von  a  verschieden). 

187]  Setzt  man  in  der  Differentialgleichung  (C.)  «  für  x  und  bezeichnet  ein 
Integral  dieser  Differentialgleichung  mit  3,  so  findet  man  ebenso,  vermittelst 
des  zweiten  Ausdrucks  für  Hj^  in  Gleichung  (5a.)  No.  1,  und  mit  Rücksicht 
auf  die  Voraussetzungen  in  No.  4: 

(7.)  ,  ä      ^0       (.r  von  a  verschieden). 

7. 

Nimmt  man   in   meiner   Abhandlung  Bd.  75  dieses   Journals   S.  177^)    für 

z    g z       die  singulären  Punkte  der  Differentialgleichung  (B.),   so  zerfallt 

die  «-Ebene  durch  den  Absonderungsschnitt  in  zwei  Gebiete  G^  und  G^, 
wovon  G  den  Unendlichkeitspunkt  enthält.  Wir  haben  daselbst  gezeigt,  wie 
man  innerhalb  eines  jeden  dieser  Gebiete  gültige  Darstellungen  der  Integrale 
herstellen  und  den  Übergang  aus  dem  einen  Gebiete  in  das  andere  vollführen 
kann.  Die  singulären  Punkte  a^,  a^,  ...,  a^  seien  so  bezeichnet,  dass  sie  beim 
Fortschreiten  längs  des  Absonderungsschnittes  innerhalb  G^  in  der  eben  an- 
gegebenen Reihenfolge  aufeinander  folgen.  Wir  ziehen  innerhalb  G,  einen 
beliebigen  Querschnitt  von  00  bis  a,,  welcher  weder  sich  selbst  noch  die  Ab- 
sonderungscurve  in  einem  Punkte  ausser  a^  schneidet,  und  setzen  fest,  dass 
innerhalb  G  vorzunehmende  Integrationen  diesen  Querschnitt  nicht  über- 
schreiten. 

Für  den  Fall,  dass  die  Wurzeln  der  zu  x  =  00  gehörigen  determinirenden 
Fundamentalgleichungen    der    Differentialgleichungen    (B.)   und   (C.)    in    ihrem 


1)  Abb.  XIT,  8.  861  ff.  diesen  Bandes.    Scb. 
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reellen  Theile  gxösser  sind  als  die  positive  Einheit  (s.  No.  5),  soll  im  Folgenden 
der  Punkt  x  =  oo  als  Punkt  a^  den  singulären  Punkten  angereiht  werden. 

Sind  }/  und  ,5  respective  Integrale  der  Differentialgleichungen  (B.)  und 
(C),  und  zwar  letzterer,  nachdem  in  derselben  die  Variable  x  mit  a  vertauscht 
worden,  so  ist  nach  Gleichung  (A.): 


Bedeutet  nunmehr,  wie  in  meiner  oben  citirten  Abhandlung  Bd.  7  5  S.  213^), 
l  den  Theil  des  Absonderungsschnittes  zwischen  a„  und  a  ^  ,  ferner  /  den 
Querschnitt,  und  integriren  wir  die  Gleichung  (1.)  in  Bezug  auf  x  von  a^  bis 
a^^^  längs  l^  und  in  i^ezug  auf  a  von  a^  bis  a^^^  längs  /^,  beidemal  inner- 
halb  G,  so  ist,  wenn  v>(i+\   oder  v<ft  — 1  [188 

•'Ou  *^a^  ''a^  '  ■'«■v+i      '-  ■'('■vi 

da  die  Integrationswege  von  «  und  ^r  sich  nicht  schneiden. 

Nach  Gleichung  (6.)  und  (7.)  voriger  Nummer  verschwinden  die  rechten 
Seiten  der  Gleichungen  (2.)  und  (3).     Man  hat  daher: 

/"•u+i        rC'v+1 
dx  I         dttUyi  =  0,     ft  >  V  +  1  oder  /*  <  v  —  1, 

die  Integi-ale  in  dem  oben  angegebenen  Sinne  erstreckt. 

Die  Integi-ale  in  (4.)  können  auch  ersetzt  werden  durch  Integrale  erstreckt 
längs  des  inneren  Randes  des  der  Absonderungscurve  entsprechenden  Kreises 
E  (s.  meine  Abh.  Bd.  75  S.  203ff. *j),  indem  man  für  x  und  «  die  rationalen 
Substitutionen  in  rv  macht  und  für  y  und  3  die  nach  Potenzen  von  to  fort- 
schreitenden Reihen  substituirt. 

8. 
Wir  untersuchen  jetzt: 

(1.)  P""  =   /         dx  l         daUyh, 


•)  S.  400  dieses  Bandes.    Seh. 
>)  S.  389  ff.  dieses  Bandes.    Seh. 

54* 
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die  IntegTale  wieder  erstreckt  innerhalb  G^  resp.  längs  l^  und  /_^j,  oder  auch, 
wenn  man  x  und  «  als  rationale  Functionen  von  w  darstellt,  längs  den  ent- 
sprechenden Abschnitten  A_  und  A^^^  des  inneren  Randes  von  E.  Wenn  der 
Punkt  ic  =  cxD  als  a^  einzuführen  ist,  so  soll  die  Integration  längs  der  Seite 
von  l^  ausgeführt  werden,  von  welcher  aus  man  vom  Treffpunkte  von  l^  mit 
dem  Absonderungsschnitte  längs  des  letzteren  zum  Punkte  a^  gelangt,  ohne 
vorher  einen  anderen  singulären  Punkt  passirt  zu  haben. 

Das  Integral  P'"'  hat  einen  endlichen  Werth.  Denn  es  werden  zwar 
y  und  3  für  die  Grenzen  der  Integrale  unendlich.  Bezeichnet  aber  a  eine 
189]  dieser  Grenzen,  so  sind  y  und  j  mit  Potenzen  resp.  (a;  — a)^,  (a  — «)  ,  deren 
Exponenten  in  ihren  reellen  Theilen  positiv  und  kleiner  als  Eins,  multiplicirt 
für  x=  a  nicht  mehr  unendlich.     Dasselbe  gilt  für   den   singulären  Punkt  a^. 

Es  seien  a  und  b'  zwei  Punkte  resp.  von  /  und  Z^^,  welche  beide  der 
Umgebung  von  a^^^  angehören.  Die  Umgebung  wird,  wie  immer  in  meinen 
Abhandlungen,  dadurch  bestimmt,  dass  daselbst  für  die  zu  a^^^  gehörigen 
Fundamentalsysteme  von  Integralen  der  Differentialgleichungen  (B.)  und  (C.) 
die  nach  Potenzen  von  «  — ß^^^,  und  u  —  a^^^  fortschreitenden  Reihen  gültig  sind 
(s.   meine  Abh.   Bd.  66   dieses  Journals  S.  122')).     Es  ist  alsdann: 

dx  i      daUyi+        dx       '      daüyi 

(2.) 

+  /         dx  1      daUyi+  I        ^*  /         dalJyi, 
"^a!  «,.+1  a'  V 

die  Integrale  auf  denselben  Wegen  erstreckt  wie  in  Gleichung  (1.). 

Nennen  wir  G\  die  durch  den  Querschnitt  /„  zerschnittene  Fläche  G^^ 
und  integriren  die  Gleichung  (1.)  voriger  Nummer  innerhalb  G\  in  Bezug  auf 
X  von  a  bis  a;,  in  liezug  auf  «  von  h  bis  «,  wo  a  und  h  zwei  von  einander 
verschiedene  singulare  Punkte  sind,  x  und  u.  willkürliche  aber  von  einander 
verschiedene  Werthe  bedeuten,  und  nehmen  beide  Wege  der  Integi'ation  so, 
dass  sie  sich  nicht  schneiden,  so  erhält  man  mit  Hülfe  der  Gleichungen  (6.) 
imd   (7.)  No.  6: 


1)  S.  161  dieses  Bandes.    Seh. 
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Hiernach  ist 

(4.)      f\uj"*\uun   =-[,,/'•  J^f>[/"'Ä,r 

J     "^«u        •^i''  '■     "^fV+j  -''*       '■''au  ■'''' 

Addirt  man  die  Gleichungen  (2.)  und  (4.),  so  folgt 

Sind   i  und  i>    zwei  Punkte   resp.   auf  l^  und  /^^,,    der    erstere   zwischen  a'  [190 
und  a     .  der  letztere  zwischen  b'  und  a     ,  so  ist 


-^^^l  ^,^,7 


dx  /       (7aO';vä  =  hm  /    dx  /     fZa^J^/j, 


a'        ■'» 


die  Integrale   längs  l^  und  /^^,  erstreckt,   wenn  |  und  ö   in  a,^^    hineinrücken. 
Nun  folgt  durch  Integration  der  Gleichung  (1.)  No.  7: 


(7.) 


also: 


\  r  r^  ydx     ]'"'    r  r^  ydx     ]'"' 

r'''    .^f^ft  1'^'    r  r%+^  jidx_    ]'«' 


Aus  den  Gleichungen  (5.),  (6.),  (8.)  folgt: 

-6' 


(9.)  p.o^HmLf-^r\[rj^,ar 


^^r  ^  =  Vi'  »  =  %w 
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9. 

Es  sei  Yjj,  Tjj,  ...,  7)^,  das  zum  Punkte  .r  =:  oo  gehörige  Fundamentalsystem 
von  Integralen  der  Differentialgleichung  (B.),  dessen  Entwickelung  ich  in 
meiner  Arbeit  dieses  Journal  Bd.  7  5,  S.  20  5ff. ')  innerhalb  G^  gegeben  habe; 
C,,C2,  -MCn  das  entsprechende  Fundamentalsystem  von  Integralen  der  Diffe- 
rentialgleichung (C),  derart  dass  rj^  und  C^  adjungirte  IntegTale  darstellen. 
Ferner  bedeute  rr  ,  ■/)  ,  ...,  tj^^  das  zum  singulären  Punkte  a^^^  gehörige  Funda- 
mentalsystem von  Integi-alen  der  Differentialgleichung  (B.),  C,„,  C^,,  ••■,  C„„  das 
zu  demselben  singulären  Punkte  gehörige  Fundamentalsystem  von  Integralen 
der  Differentialgleichung  (C).  (Über  die  Definition  dieser  Integrale  s.  meine 
Arbeiten  Bd.  66,  S.  139  ff.  ^)  u.  Bd.  68,  S.  364  ff.  ^j).  —  Man  hat  alsdann  die 
Gleichungen : 

(1.)  : 

\       'n    —    .Zjc  '-(IC  'cu- 

191]  In  meiner  Abhandlung  Bd.  7  5,  S.  210  ff.*)  habe  ich  gezeigt,  wie  die  Grössen 
b   ,  c     zu  berechnen  sind. 

ac'     oc 

Setzt  man  in  Gleichung  (9.)  voriger  Nummer  y  ^  r^^  und  5  =  3,,  wo  j^ 
aus  Cj  durch  Vertauschung  von  ;r  mit  «  erhalten  wird,  und  bezeichnet  mit 
j  ^  die  aus  C,a  durch  Vertauschung  von  x  mit  a  hervorgehende  Function,  so 
folgt: 


(F.) 


dx  j  f?«f/rjj.}, 


für  I  =  V.,  i>  =  «^+,. 

Die  Grössen  c  lassen  sich  durch  die  Grössen  b   vermittelst  eines  Systems 
linearer  Gleichungen  berechnen,  wie  nunmehr  gezeigt  werden  soll. 


I)  8.  391  ff.  dieses  Band'  8.  Seh. 

»)  8.  178  ff.  dieses  Bandes.  Seh. 

>)  S.  216  ff.  dieses  Randes.  Seh. 

«)  S.  39G  ff.  dieses  Bandes.  8ch. 
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10. 

Es  sei  a  einer  der  singulären  Punkte  (^^i  o-^,  ■•  ■■,  cig-,  f  if .,  .  ..,f  das  ihm 
zugehörige  Fundamentalsystem  von  Integralen  der  Differentialgleichung  (B.), 
9iidti  ■•■,9„  das  zu  demselben  singulären  Punkte  gehörige  Fundamentalsystem 
von  Integralen  der  Differentialgleichung  (C),  derart,  dass  f^  und  g^  adjungirte 
Integrale  bedeuten,  endlich  seien  r^,  r^,  . . .,  r^  resp.  die  Exponenten,  zu  welchen 
fiifii---ifn  gehören.  Es  ist  alsdann  (s.  meine  Abh.  Bd.  66,  S.  139ff. ^)),  in 
der  Umgebung  von  a 

und  nach  dem  Satze  am  Schlüsse  der  No.  2 

(la.)  i/.  =  {x-a)-^''-U^), 

wo  9j(:?)  und  ']/^(.i)    nach  positiven   ganzen  Potenzen  von  x  —  a  fortschreitende 
Reihen  und  9;,(«),  sowie  <]>„(«)  von  Null  verschieden  sind. 
Setzt  man 

(2.)  [/■„,. ^/o]  =  1:,E:, 

1 

so  ist  nach  Gleichung  (5a.)  No.  1 

(3.)  H[  =  X  (-  Ifft""  -^  {F,n-xnu-Ä^)  F{xfg,l 

Aus  den  Gleichungen  (1.)  und  (la.)  folgt,  dass  in  der  Umgebung  von  a: 

/ä  =  {x-a)^  ^   cp;(x), 

-§^{F,n-x,^..Ax)F{xfg,\  =  {x-a)-^-''^'-'^;{x), 

wo  '-f'J^x)  imd  '^^[{x)  nach  positiven  ganzen  Potenzen  von  x  —  a  fortschreitende  [192 
Reihen  bedeuten.     Demnach  hat  H[  die  Form: 

(4.)  H[  =  {x-4--''X,{x), 

wo  X^(i;)  eine  nach  positiven  ganzen  Potenzen  von  x  —  a  fortschreitende  Reihe 
ist.      Demnach  ist  in  der  Umgebung  von  a  auch; 

^        (5.)  [f,,g,]=^{x-af^''''X{x), 

wo  X(ic)  eine  wie  X^(a;)  beschaffene  Reihe  ist. 

»;  S.  178fr.  dieses  Bandes.    Sei. 
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Nun  ist  nach  No.  1  die  linke  Seite  der  Gleichung  (5.)  eine  von  x  un- 
abhängige Grösse.  Dieselbe  hat  einen  endlichen  Werth,  weil  der  Werth  von 
\f  i9i\  ^^  ^^^  '^^'^  singulären  Punkten  verschiedene  Werthe  von  x  endlich  ist. 

Für  a  ^  b  ist  nach  den  Voraussetzungen  der  No.  4  r^  von  r^  verschieden, 
es  müssen  daher  die  sämmtlichen  Coeflicienten  der  Reihe  X(x)  verschvpinden, 
d.  h.  es  ist 

(G.)  \f,,%\  =  0    für    <x^h. 

Ist  dagegen  o  =  b,  d.  h.  r„  =  r^^  so  müssen  alle  Coefficienten  der  Reihe  X(.t) 
bis  auf  den  ersten  verschwinden,  und  man  erhält 

(6.)  [/-a.i/«]  =  X(a). 

Nun  aber  ist 

und  für  a  =  B 

X,(a)  -  cp„ (o)  6,(«)  f  ,„_„„_., (a)  F'(<- 1',  "°  ^"° "  ^_j  ^ ;^^'"° "j^  +  ^^ 
oder 

X,(«)   =    ?a(«) 'l'a(«)^m-A,<„-„  («)-?"(«)' ^  K  ('-a- 1)  •••  (^-A+  1)]; 

demnach 

X(a)   =    ?a(«)'l'a(«)^i:.-?'<.-A,<,-.>(«)-P'K'-„('-a-l)...('-a-A  +  l). 

Bezeichnen  wir  die  linke  Seite  der  zu  a  gehörigen  determinirenden  Funda- 
mentalgleichung der  Diflei'entialgieichung  (B.),  Gleichung  (D.),  mit  jD(>')  und 
ihre  Ableitung  nach  r  mit  -D'('"))  ^o  folgt: 

X(«)  =  cp„(a)^„(a)D'(rJ. 
Es  ist  demnach 

(7.)  \f,,9.\  =  f„(a)+a(a)D'(r„). 

193]  Da  nach  den  Voraussetzungen  der  No.  4  die  Gleichung  (D.)  keine  gleichen 
Wurzeln  hat,  so  ist  -D'C'a)  ^^^  Null  verschieden.  Demnach  ist  der  Ausdruck 
in  Gleichung  (7.)  ebenfalls  von  Null  verschieden.  Wir  bestimmen  die  will- 
kürlichen Constanten  Factoren  von  /^  und  g^  so,  dass 

(8.)  ?«(«)'}«(«)^'K)  =  1, 
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alsdann  ist: 

(H.)  [f,,g,]  =  1. 

11. 
Für  die  zum  Punkte  a;  ^  oo  gehörige  determinirende  Fundamentalgleichung 
der  Differentialgleichung  (B.),  Gleichung  (8.)  No.  3,  ist  nach  No.  5  nur  vor- 
ausgesetzt, dass  die  Wurzeln  derselben  unter  einander  verschieden  sind.  Es 
ist  hiemach  nicht  ausgeschlossen,  dass  sich  zwei  derselben  nur  um  ganze 
Zahlen  von  einander  unterscheiden,  also  die  Integrale  7]|,  vj^,  .. .,  y]^  der  No.  9 
in  ihren  für  die  Umgebung  von  a'  :=  oo  gültigen  Entwickelungen  Logarithmen 
enthalten  (s.  meine  Abh.  Bd.  66,  S.  157'),  Bd.  68,  S.  364ff.^)).  Es  seien 
0^,0^,...,  0^  die  Wurzeln  der  Gleichung  (8.)  No.  3,  und  es  gehöre  Tf]„  zur 
Wurzel  a^  als  Exponenten,  so  gehört  nach  dem  Satze  am  Schlüsse  der  No.  3 
das  Element  C(,  des  adjungirten  Fundamentalsystems  in  No.  9  zum  Exponenten 
jL»  +  l  — Ojj,  und  man  hat  in  der  Umgebung  von  x  =  oo 

( '-=y    ^»(^)' 

wo   G^{x)  und  HJ^t)  wie  F  beschaffene  Functionen  sind  (s.  meine  Abh.  Bd.  66, 
S.  155«;). 

Wie  in  voriger  Nummer  ergiebt  sich: 

wo  G'^{x)  und  H'^{x)  wie  F  beschaffene  Functionen  bedeuten,   und    es  ergiebt 
sich  wie  dort: 


-% 


(2.)  K,C,]  =  ^-j  K\x), 

wo  K'[:c)  ebenfalls  eine  wie  F  beschaffene  Function  ist.    Wie  dort  folgt  auch. 


1)  S.  198  dieses  Bandes.     Seh. 
»)  S.  216 ff.  dieses  Bandes.    Seh. 
8)  S.  196  dieses  Bandes.    Soh. 
Fuchs,  mathero.  Werke.    I.  55 


434  ZUR  THEORIE  DER  LINEAREN  DIFFERENTIALGLEICHUNGEN. 

dass  der  Ausdruck   linker  Hand   in    dieser  Gleichung  einer  nicht  unendlichen 
Constanten  gleich  ist. 

194]    Ist  daher  a^b,    also  a^  und  a^  von  einander  verschieden,   so  muss  K'{x) 
identisch  verschwinden,  demnach 

(3.)  K,!:,]=^0.  (a^6) 

Für  a  =  6  setzen  wir: 

(4.)  ha.  ;:«]  =  «„  (a  =  l,2,...,n) 

und  werden  zeigen,  dass  e^  von  Null  verschieden  ist. 

12. 

Nach  No.  9   Gleichung  (1.)  ist: 

n 

I        'a  j^i    ai  'tu  ■ 

Hieraus  folgt: 


(a=  1,2,...,«) 


1 

Mit  Rücksicht   auf  die  Gleichungen  (G.),  (H.)  und  die  Gleichungen  (3.)  und 
(4.)  voriger  Nummer  ergiebt  sich  hieraus: 

i,iKCai  =   e,.  (a  =  l,2,...,n) 


(2.) 


Gesetzt,   dass   für   irgend    einen   Werth    von    a,  0  =  v,  e^  =  0    wäre,    so    hätte 
man  die  Gleichungen: 

llAiCbi  =  0,  (6  =  l,2,...,n). 

Dieselben     repräsentiren    n    lineare     Gleichungen     mit     den    n    Unbekannten 
h   .b   ,...,&   .     Die  Determinante  derselben 
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kann  nicht  verschwinden,  weil  C,,  C,,  •  ■ ., '^n  ein  Fundamentalsystem  ist  und 
daher  C  „  eine  wohlbestimmte  lineare  homogene  Function  mit  constanten  Coeffi- 
cienten  von  C,,  C,,  •••»  C„  ist  (s.  meine  Abh.  Bd.  66,  S.  128^)).  Es  müssten  [195 
demnach  b^^,  b^^,  . . .,  b^^  Null  sein,  folglich  auch  7],,  identisch  verschwinden, 
was  gegen  unsere  Voraussetzung  ist. 

Da  hiermit  erwiesen  ist,  dass  die  sämmtlichen  Grössen  e^  von  Null  ver- 
schieden sind,  so  kann  man  die  in  v]^,  C^  enthaltenen  willkürlichen  Factoren 
so  bestimmen,  dass 

(3.)  e,  =  1 

wird. 

Die  n'  Gleichungen: 


(J.) 


S.^a.C6.    -    0, 


/a  =  1,2,...,«,  \ 

lb==l,2,...,»,     "^^j 


S.'^a.Ca.-   =1,  (Q  =  l,2,...,n) 

1 

gestatten  die  Grössen  c  durch  die  Grössen  b  auszudrücken,  da  die  Determinante: 


nicht  verschwindet,  weil  die  Integi-ale  yj^,  ein  Fundamentalsystem  bilden  und 
demgemäss  die  Integiale  y^.  wohlbestimmte  lineare  homogene  Functionen  mit 
constanten  Coefficienten  von   l,)  ifla)  •  •  •)  ""In  sind. 


13. 
Um  den  Ausdruck  für  P'^f  aus  Gleichung  (F.)  weiter  zu  berechnen,  be- 
zeichnen wir  zur  Abkürzung  a  ^^  mit  a,  und  irgend  zwei  Elemente  der  beiden 
Systeme  7),.^,  C,.^  mit  y,  2,  so  wie  mit  j  die  aus  2  durch  Vertauschung  von  x 
mit  «  hervorgehende  Function,  endlich  mit  i\  und  —  >',— 1  die  Exponenten,  zu 
welchen  resp.  y  und  z  gehören.  Man  kann  alsdann  in  der  Umgebung  von  a 
setzen: 

(   y  =  foi^-a)''  +{x-af''^   fix), 


h  =  9<,{«--a)~ 


+  (a-a)    '»  <K«), 


1)  S.  167  dieses  B&ndes.    Seh. 


55* 
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WO   9(a)  und  'l»{a)   nach    ganzen    positiven  Potenzen   resp.  von  x  —  a  und  a  —  a 
fortschreitende  Reihen  und  f^,  g^  Constanten  bedeuten.     Es  ist  alsdann 

(2.)      hx'^«r=^°^"^'+^»^+'^°^+^' 

196]  wo 


A^  [{x-4\j 


(--)"'       J. 


Setzen  wir  nun 


(3.)  [{x-a)^    ^j^     1— ^_ da\^   =  ^,Hl', 

wo   /S   und   y   positive   ganze  Zahlen    oder  Null    bedeuten,   so    folgt    aus  No.  1 
Gleichung  (5.)  und  (5a.),  und  Gleichung  (3.)  No.  2: 

(4.)   H;'^i-lf-''^^l.2...iX-a-l)fJ^^^^^^^ 
Nun  ist 

wo   G'{x)  eine  ganze  rationale  Function  von  x  bedeutet.     Ferner  ist: 


«-^-X'^^Ä^"«  -X"^4^^'"---'-^' 


^ihf^]"'«-«)-'-"'- 


Daher  ist,  weil  —  r,  — 1  in  seinem  reellen  Theile  >—\   ist. 


6'(«_a)-'-«-i  +  '' 


für  §  =  a  für  keinen  Werth  von  ö  unendlich. 
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Ist  nun  /3  >  0,  so  ist  i\  + ß  in  seinem  reellen  Theile  positiv,  folglich 

(l-a)'  j  (t-af"^ da  =  0     für     |  =  ö. 

Ist  y  >  0,  so  ist 


du 


für  ^  =  a  nicht  unendlich,  und  folglich,  weil  der  reelle  Theil  von  rj>  — 1  ist,  [197 

Demnach  ist 

H^  =  0    für    I  =:  «,         wenn     |3  >  0     oder    y  >  0 

und  folglich: 

r            _L/?    /•''' r«  — rt^"'"'"^''"''     T*» 
(5.)      lim  (a;-a)'''  +  P,  /      *-       ^ da\    =0   für   |  =  a,   /?  >  0   oder   y  >  0, 

Aus  dieser  Gleichung  ergiebt  sich,  dass  für  |  =  « 

B  =  0,     C  =  0,     Z)  =  0, 
also: 

Setzt  man  wieder 

und 

(7.)  G,„_,,,,_,{x)F{xf  =  G^,„_,„,,_.,(a)F'(a/(a.-a/+(a;-«r'G"(^), 

wo  G"{x)  eine  ganze  rationale  Function  von  x  bedeutet,  so  ist: 

(8.)  i/f  == //r+i?r, 


wo 


=  (-^)'-e.^.,^„(»)^■(«)'|'.{^+'l).«!('l-«-l)!(»^-«)'■■"""/'  ''(I,,/-.  •>«. 
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indem  wir,  wie  es  vielfach  geschieht,  zur  Abküi'zung: 

,    „   „                      ,       f(t-l)...(t-m  +  l) 
1.2.3...)«  =  ml,     -i i V- -^—^  =  L 

Dl  ! 

setzen. 

Nun  ist  wie  oben  zu  erselieii,  dass 

Hl''  =  0     für     X  =  a, 
und  es  folgt: 

r  ,.        /•&' ('o;  — r/'l"'"'"^        1™  " 

(L.)       \im\ix-a)\         ^^^—^ da\     =Hm2i^A'"     für     ^  =  a. 

l  J^  X  —  cc  Jg  1 

198]  Hieraus  ist  ersichtlich,  dass  zur  Berechnung  des  Grenzwerthes  auf  der 
linken  Seite  der  Gleichung  (K.)  oder  (L.)  an  Stelle  der  Differential- 
gleichung (C.)  die  einfachere  Differentialgleichung: 

(C.)  |a(?m-a,<-,-.>(«)^'(«)°(^-«r^   =   0 

ZU  Grunde  zu  legen  ist. 
Ebenso  ergiebt  sich 

und  dass  bei  der  Berechnung  des  Grenzwerthes  rechterhand  wiederum  an 
Stelle  der  Differentialgleichung  (C.)  die  Differentialgleichung 
(C)  zu  Grunde  zu  legen  ist. 

14. 
Da    an    die    Stelle    der    Gleichung  (C.)    die    Gleichung  (C.)    getreten    ist, 
so  tritt  an  die  Stelle  der  zu  (C.)  adjungirten  (B.)  die  folgende: 

(B'O  |.^,n-a.„-.(«)^'(«)"(^-«)''0    =    0. 

Es  ist  leicht  zu  ersehen,  dass  (C.)  und  (B'.)  einander  adjungirte  Diflferential- 
gleichungen  sind. 

In  diesem  Falle    wird  die  Function  U  in  No.  1   Gleichung  (6a.)  Null, 
und  es  ist  nach  Gleichung  (A.): 

(1.)      e^p-«)'-^-^zr^— J  -e«[^^^^'(«-«)         J    =  o. 
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Integrirt  man  diese  Gleichung  in  Beziehung  auf  x  von  a  bis  |  und  in  Be- 
ziehung auf  «  von  0  bis  h\  indem  man  die  in  No.  8  fixirten  Integrations- 
wege beibehält,  so  folgt: 

Nach  den  Gleichungen  (K.)  und  (K'.)  ist: 

Demnach  ist  nach  Gleichung  (2.):  ['99 

(4.)  iimr  =  /;yoii"^j[(^-^^)'',jf      J_,    H'^ii^,  V^^^'^"-^)      l)- 

Setzt  man  daher: 

(5.)     M,  =  (-l/-G,„-,„o-n(«)^'(«ySa(>l-'i-l)!('-.+  A)„a!(a'-a)'''-^'-"  /    ^"~g  J-,-^?«, 

für    «  =  h', 
so  ist  nach  No.  1   Gleichung  (5a.) 

(M.)  lim  3""  =  /„  g,  S,  {M,  +  -S^;)- 

15. 
Durch  Reduction  erhält  man 

(    M,  =  G,„_,,_,(a)F'(«)^(-i)-'(a'-«)''+^2>.--^— (^-::^p— 
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WO 

(1.)  S3.,  =  %  (A  -  p) !  (A  -  qX  {r,  +  A)^_,  (p  - 1) ! , 


(2.)  21..  ■=    S«  33,,      ^  '       '' 


und 


{v  +  sXv' 

r^  +  v-l 


Ml 


\  =  -ö,„-;.,<„-»(«)-^K(-i)'-'(«'-«)''''^'2:>;^^^ 


(N'.) 


0  J-/        O  —  iC 


WO 

(3.) 

33;  ='s7(''+9)'^?(^»^ 

(*•) 

21'      '"y's8'     ^''-"'^^ 

20o] 

Es 

sei 

16. 

(1.)  (2tv")„=o  =  »;.. 

so  folgt  aus  Gleicliung  (2.)  vor.  Nummer 

(2.)  ^A  =  S^S.W.. 

0 

Setzt  man  hierin  für  ®^  seinen  Werth  aus  Gleichung  (1.)  vor.  Nummer,  so  ist: 

(3.)  \^'%xh{r,^l\\\, 

WO 

(4.)  ,-,  ==  (A  -  f  _  1) !  '■  j;  (A  -  f  -  1\{tX. 

0 

Nach  einer  bekannten  Eigenschaft  der  Binomialcoefücienten  folgt  hieraus 

(5.)  H  =  (r,  +  l)(r,  +  2)...(r,+  A-f-l), 

folglich  ist 

«-i  =  2.(r,+  l)(^+2)...(r,+  A-{-l)(r.+  A)(r.+  >l-l)...(»-,  +  A-f+l), 

oder  wenn  man 

X-t  =  l 
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setzt, 

(6.)        h  =  i,(^.+  l)(»-2+2)...0-,+  ?-l)('\+A)(»-,+  A-l)...(r,+  ?  +  l). 

Setzt  man 

(7.)         '  P,(r)  =  (»■  + !)(»•+ 2)...  (r  +  A), 

SO  folgt  aus  Gleichung  (6.): 

(8.)    '  V.  =  ('■,  +  A  +  l)Ö,+  P,(»-J. 

Das  Integral  dieser  DifFerenzengleichung  ist: 

(9.)  »,  =    g(-.--.)fi('.)-^M, 

'  1  '2 

WO   C  von  A  unabhängig.     Da   aber   nach  Gleichung  (6.)  i);^  eine  ganze  ratio- 
nale Function  von  i\  und  i\  ist,  so  ergiebt  sich: 

^i  ~  ''s 

Daher  erhält  man: 

(10.)  »,  =  ^'V'f"'-'- 

'  l       '2 

Setzt  man  ebenso:  1^°' 

(11.)  (3f».=o  =  ^Ä, 

so  ist  nach  Gleichung  (4.)  voriger  Nummer: 

(12.)  &;  =  E  «;('■.)., 

und  ergiebt  sich  wie  vorhin : 

'1        '2 

Demnach  ist: 

(14.)  0,  =  »1. 

17. 
Setzt  man 

(  vH^  =  /'.('•,, '•2), 
^^•^  (    SB.  =  ?.(^), 

Fuchs,  mathem.  Werke.    I.  56 
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SO  folgt: 

(2.)  TTT^'-^""  '■')-/•'('■.'  ^^)  =  -  ^v('-.)- 

Setzt  man  in  dieser  Gleichung: 
so  folgt: 

(3.)  <?,('-,)  =  /;.('\,^'). 

Aus  den  Gleichungen  (2.)  und  (3.)  ergiebt  sich: 

2  '^ 


(4-) 

Es  sei  ferner: 

(5.) 

SO   folgt: 

(6.) 

Setzt  man 

so  folgt: 

(7-) 

202]  und  demnach 

(8.) 

r,  —  v 


f:rT  ^''+'  ^*"' '  '■=')  ~  ^•'  ^''^'^'^  =  ~  "f"'  ^''^  )• 


Es  sei  nunmehr  f{r)  eine  beliebige  ganze  rationale  Function  von  r,  f\r)  ihre 
Ableitung,  und  man  setze: 

(9.)  ^M^  =  F(i,,0. 

'  I     '2 

Ist  k  eine  beliebige  ganze  Zahl,  so  ergiebt  sich 

(10.)  f{r)  =  f{h)  +  (r  -  70 /■'(/,)  +  (r  -  /c)^  ^  (r) , 

wo  'j^(r)  eine  ganze  rationale   Function  von  r  bedeutet.     Man  erhält: 

(11.)  2^(,__  ,j  =    {r-r.)n^^)  +  (^-^•)''>(>-.)-(>-.-^)''K>-.)  ^ 


also: 

(12.) 

(13.)       . 
Demnach  ist: 
(14.) 
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F(r,,r,)-F(r„fc)    _    (r,-^-)^(r,)- (r,-/,-)^(>-,) 
7\  -  Je  )\  -  r,  ' 

F{r„r,)-F{k,  rj   _    (^■. -/)'>(>•.)  -  ('•,  -  ^0  ^  ('•») 


Fir„r,)-Fir,,Jc)   _   J-(r,,  r^)  -  F(/.,  r, 
r,  —  Ä  r,  —  k 


Haben  nun  fX)\i^\)  und  fX'\,rJ  für  irgend  einen  Werth  von  v  die  Form  der 
Function  F{r^,r^)  (Gleichung  (9.)),  so  folgt  aus  den  Gleichungen  (4.),  (8.), 
(12.),  (13.),  dass  sie  für  jeden  Werth  von  v  dieselbe  Form  haben.  Sind  die 
Functionen  f^{i\,r^),  /','(>',,  J'J  gleichzeitig  für  jenen  Werth  von  v  identisch,  so 
sind  sie  nach  den  Gleichungen  (4.),  (8.),  (14.)  für  jeden  Werth  von  v  identisch. 

Nun  haben  nach  den  Gleichungen  (10.)  und  (13.)  voriger  Nummer 
/"o(''i? '■Jj  /i,'(*'i» ''J  ^^^  Form  der  Function  F{i\,rJ  (Gleichung  (9.)),  und  sie 
sind  nach  Gleichung  (14.)  voriger  Nummer  identisch. 

Demnach  ist  für  jeden  Werth  von  v 

(0.)  91,,  =  9i;. 

18. 
Aus   den  Gleichungen  (N.),  (N'.),  (O.)    und   den  Gleichungen   (10.),  (13.) 
(14.)  der  No.  16  folgt: 

M,  +  Mi  =  (- 1)^- G,„_,,,_.,(a) F'iaf  ^'^'^}Z^/'^^  t^°3 

-6' 


»\  —  r„ 
(!•)       {  i  .,    .V  ,..      „^-'•,-l 


!(«--«)-7^^^&^"- "■-«)- V;^f^"4 


Bezeichnen  wir  mit  -E(r)  die  linke  Seite   der  zu  a  gehörigen  determinirendeu 
Fundamentalgleichung  der  Differentialgleichung  (C),  so  ist: 

(2.)  £(»•)  =  G^,,.M  +  2,  (?<„_,„,-„(«)  F\af  r(r  - 1) . . .  (,-  A  +  1). 

1 

Nach  No.  2  ist 

(3.)  Fi^-r^-\)  =   0,  (a  =  l,2,...,w) 

wenn  r  ,  r^,  .. .,  r^   die  Wurzeln    der    zum    singulären  Punkte  a   gehörigen    de- 

56* 
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terminirenden  Fundamentalgleichung  der  Differentialgleichung  (B.)  bedeuten. 
Ferner  ist: 

(4.)  E{-r,-l)  =  ö„,^_„(a)-i,(-l/-'^<«-;.,„-.,(«)^'(«)'-P.('-a)- 

Ist  daher  )\  von  r^  verschieden,  und  setzt  man  in  dieser  Gleichung  für  a 
successive  1  und  2,  und  dividirt  die  Differenz  der  beiden  entstandenen  Glei- 
chungen durch  »■,  — ?'2,  so  folgt  aus   Gleichung  (3.): 

(5-)  Sa (- 1)^-'  G.„-.uo-.,(«)  FU  ^^^Vlf'^'"'^   =  ^- 

Es  ergiebt  sich  demnach  aus  der  Gleichung  (M.)  und  den  Gleichungen  (l.) 
und  (5.): 

(P.)  lim  c/'"  =  0 

(i\  von  i\  verschieden).     Ist  r^  =  )\,  so  ist: 

wo  -E'(r)  die  Ableitung  von  -E(r)  bedeutet.  Bezeichnet  man  wie  in  No.  1 0 
mit  JD{r)  die  linke  Seite  der  Gleichung  (D.),  so  folgt  aus  No.  2,  dass 

(7.)  E'i-r-1)  =  i-iy-^D'ir,), 

xmd    es  ergeben  die  Gleichungen  (I.),  (4.),  (6.),  (7.)   und    die  Gleichung  (M.): 

hm5'^>  =  (-1)"  ■/„^„Z»(rJ  («'-«)'+     /      ^     ^/_  ^ da  +  {b'-a)     M      ^^,_^    dx\, 

oder  wenn  man  in  Übereinstimmung  mit  Gleichung  (8.)  No.  10  die  will- 
204]  kürlichen  Grössen  f^,  [/^  so  bestimmt,  dass 

fo9oI>'i'\)   =    1, 

(Q.)      limr/">^(-ir-j(„'-af:  +  l  f'' ^^-^}~''~\a  +  (b'-a)-'^  f  i^^J- 
{Ja  «-«  Ja'       ^'~^         ' 

19. 
In   der  Gleichung  (Q.)   ist   gemäss  No.  1 3  a   für   a  ^,    gesetzt.     Nach    den 
in    No.  8   und    14    gemachten    Festsetzungen    sind    die    Integrale    in    derselben 
Gleichung   innerhalb   G^,    das    erstere    längs  /_^,,    das    letztere    längs   /,   zu   er- 
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strecken.  Der  Integi-ationsweg  des  ersteren  führt  also  nicht  durch  a\  der  des 
letzteren  nicht  durch  b\  die  Integrale  haben  demnach  endliche  Werthe.  Diese 
Werthe  bleiben  ungeändert,  wenn  man  für  die  genannten  Integrationswege 
beliebige  andere  substituirt,  die  mit  den  ersteren  Flächen  einschliessen,  welche 
resp.  a    und  h'  nicht  enthalten. 

Substituirt  man  im  ersten  Integrale: 

(1.)  a  —  a^  {a'—a)u, 

so  ist 


b'—  a 


-Yi-l 


Substituirt  man  im  zweiten  Integrale 

b'—  a 
(3.)  x-a=:—--, 


so  ergiebt  sich 


du. 

,,,  1  —  u 

0  —  a 

a'—  a 


Von  den  Integrationswegen  der  Integrale  in  ti  führt   keiner   durch  den  Punkt 
u  =  1  hindurch.     Es  ist  daher 


du. 


wo  in  dem  Integrale  rechterhand  der  Integrationsweg  ebenfalls  den  Punkt 
u  =  \  vermeidet. 

Für  reelle  Werthe  von  i\  ist  der  Werth  des  Integrals  auf  der  rechten 
Seite  der  Gleichung  (5.)  bekannt.  Wendet  man  das  bekannte  CAUCHYsche 
Verfahren  auf  den  vorliegenden  allgemeinen  FaU  an,  so  erhält  man  zwar  den 
Werth  des  Integrals,  es  macht  jedoch  die  Bestimmung  einer  Potenz  von  [205 
e  einige  Schwierigkeiten,  die  im  Resultat  als  Factor  auftritt.  Deshalb  ziehen 
wir  es  vor,  eine  directe  Berechnung  der  Summe  auf  der  rechten  Seite  der 
Gleichung  (Q.)   eintreten  zu  lassen: 

Da  für  den  Werth  dieser  Summe  die  Wahl  der  Werthe  a  und  V  gleich- 
gültig ist,  dieselbe  auch  von  vorn  herein  (s.  No.  8)  willkürlich  war,  so  mögen 
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die  Punkte  a'  und  b'  von  a  gleichen  Abstand  haben.     Es  lassen  alsdann 

und 


a'—u  b'—x 

Entwickelungen  resp.  nach  positiven  ganzen  Potenzen  von  a  —  a  und  x  —  a  zu, 
welche  resp.  für  u  ^  b'  und  x  ^^  a'  gültig  sind,  vpeil  ,~"  zwar  den  Modul 
Eins  aber  ein  von  Null  verschiedenes  Argument  hat.  Setzt  man  diese  Ent- 
wickelungen in  die  Integrale  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  (Q.),  so 
folgt: 

(7.)   (^'-«)-'-'  r    ^^r^^^'   ä.^-tJ^f^'"'     '    . 

^   '      ^         ^        J^,  b'-x  ^"{b'-aj  r,  +  a  +  l 

Setzt  man  in  der  letzteren  Gleichung 

n  +  1  =  -6, 
so  folgt 

(7a.)  (b-a)     ^J     '-j^äx  ^  54^ 


-  »•,  +  6 

Aus  den  Gleichungen  (6.)  und  (7a.)  folgt 

(8.)  limg'."»  =  (-1)'- !,.;.-'•'  +  "— i_, 

wenn  man 

V—  a 


setzt. 

Bildet  man  von  der  Summe  die  Ableitung  nach  (Jo,  so  ergiebt  sich 


Si  —  1  1  —  ÖÜ 

wie  es  sein   muss,    da   der  Werth  lim*/""  von  &  unabhängig  sein  muss.     Man 
kann  daher  für  «u  einen  beliebigen  Werth  e  *  setzen,  wo  i>  eine  reelle  positive 
Grösse  ist. 
2o6]    Es  sei 


ZUR  THEORIE  DER  LINEAREN  DIFFERENTIALGLEICHUNGEN.  447 

SO  ergiebt  sich 

Nun  ist  bekanntlicli : 

^^^•)  sin  TT r,    ^  2.7^37. 

daher 

Jetzt  sind  wir  im  Stande,  den  Werth  der  rechten  Seite  der  Gleichung 
(F.)  anzugeben. 

Sind  nämlich  r,,  r^,  .  .  .,  r„  die  Wurzeln  der  zum  singulären 
Punkte  a  ^,  gehörigen  determinirenden  Fundamentalgleichung  der 
Differentialgleichung  (B.),  und  bezeichnet  man  die  linke  Seite 
dieser  Gleichung  mit  X)(r),  ihre  Ableitung  nach  r  mit  D'{r),  und 
belässt  \,?ipb^c^c^  ihre  in  No.  9  fixirte  Bedeutung,  und  bestimmt 
endlich  die  willkürlichen  Coefficienten  4,  ^^„  resp.  von  (x-a)'  in 
r]„  und  von  (a-a)''""^  in  j„^  in  Übereinstimmung  mit  Gleichung 
(8.)  No.  10,  so  dass 

(11.)  L9,oDX>\)  =  1, 

so  ergeben  die  Gleichungen  (P.)  und  (R-): 

—  Tir-i 
dx  /     ■       daUr,,i,  =   (-ir^Sa^^giag^p^/- 

Mit  dieser  Gleichung  stellen  wir  die  Gleichung  (4.)  No.  7   zusammen: 
(T.)  r  "^'rfic  f  '^\laUr,^ii  =0,     ft>v  +  l  oder  (*<v-l. 

In  Bezug  auf  das  Integral  (S.)  gilt  dasselbe,  was  am  Schluss  der  Nummer  (7.) 
in  Betreff  des  Integi-als  T  bemerkt  wurde. 

20. 
Die    in    No.  4    gemachten    Einschränkungen    für    den    Werthbereich    der 
Wurzeln    der   zu    den    verschiedenen    singulären    Punkten    gehörigen    determi- 
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nirenden  Fundamentalgleichungen  haben  im  Wesentlichen  den  Zweck,  dass 
die  Integrale  (S.)  und  (T.)  endliche  Werthe  annehmen. 

207]  Letzteres  ist  nämlich  im  Allgemeinen  nur  dann  der  J'all,  wenn  r^^,  j,  für 
jeden  der  in  den  Integrationsgrenzen  auftretenden  singulären  Punkte  a  resp. 
mit  x  —  a  und  a  —  a  multiplicirt  nicht  unendlich  werden.  Da  sich  nun  Tf]j.,  J, 
als  lineare  homogene  Functionen  der  zu  a  gehörigen  Fundamentalsysteme 
resp.  der  Differentialgleichungen  (B.)  und  (C.)  —  letzterer  nach  Vertauschung 
von  X  mit  «  —  darstellen  lassen,  so  ergiebt  sich,  dass  im  Allgemeinen  auch 
die  reellen  Theile  der  Exponenten,  zu  welchen  die  Elemente  sowohl  des 
einen  als  des  anderen  dieser  Fundamentalsysteme  gehören,  grösser  als  die 
negative  Einheit  sein  müssen.  Letztere  Bedingung  ist  aber  ihrerseits  nach 
dem  Satze  am  Schlüsse  der  No.  2  im  Allgemeinen  nur  dann  erfüllt,  wenn 
die  Bestimmungen  der  No.  4  über  diese  Exponenten  statthaben. 

In  besonderen  Fällen  jedoch  kann  es  sich  ereignen,  dass  die  reellen 
Theile  der  Wurzeln  der  zu  den  einzelnen  singulären  Punkten  gehörigen  de- 
terminirenden  Fundamentalgleichungen  sowohl  der  Differentialgleichung  (B.) 
als  der  adjungirten  (C.)  gi-össer  als  die  negative  Einheit  sind,  ohne  dass  die 
Bestimmungen  der  No.  4   erfüllt  sind. 

Es  seien  z.  B.  in  der  Differentialgleichung 

(1.)  ?„  (x)  ij  +  f,  (x)  y'+%ix)y"+---  +  <p„  (x) »/""  =  0 

die  Coefficienten  '^^{x),  9,(*'),  .-.,  9„(*)  ganze  rationale  Functionen,  und  zwar  sei 

<fx{^)    vom  Grade   p  +  L 
Die  Wurzeln  der  Gleichung 

(2.)  cp„(x)  ==  0 

a  ,  a  .....  a  ,     seien  alle  von  einander  verschieden.    Ist  a  eine  derselben,  also 

1  '      2 '  '      p+n  ' 

ein  singulärer  Punkt  der  Differentialgleichung  (1.),  so  ist  die  zu  ihm  gehörige 
determinirende  Fundamentalgleichung  derselben : 

(3.)  (?;(a)rO--l)...(r-«  +  l)  +  cp„_^(a)r(/-l)...0-«  +  2)  =  0 

(s.   meine  Abh.   Bd.  66   S.  147*)). 


1)  S.  138  dieses  Bandes.    Seh. 
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Die  Wurzeln  derselben  sind: 

(4.)  0,  1,  2,  ...,  M-2     und     «-1-^^^- 

Die  zur  Differentialgleichung  (1.)  adjungirte  Differentialgleichung  lautet: 

(5.)  |:.(-i)"-'7|r[?a(-^)^]  -=  0. 

Ordnet  man  dieselbe  nach  den  Ableitungen  von  z,  so  ergiebt  sich:  [208 

(5a.)  '!^,{x)s  +  ^,(a;)/+  •••  +  <|-„(a;)^"»  =  0, 

wo  4  (.r),  'h  («),  ...,  ^„{x)  ebenfalls  ganze  rationale  Functionen  von  x  sind,  und 
zwar  im  Allgemeinen 

'!^;^{x)   vom  Grade  i^  +  A, 
insbesondere 

(6.)  <J>„(:c)  =  (- 1)"-'  «„  (x) ,     ^„_,  (x)  =  (- 1)"-^  [c?„_.  (x)  -  n  'f;  (x)] , 

wo  (f'^{x)  die  Ableitung  von  cp„(a;)  bedeutet. 

Die  zum  singulären  Punkt  a  gehörige  determinirende  Fundamentalgleichung 
der  Differentialgleichung  (5.)  ist  daher: 

(7.)     ^'„{a)r{r-l)...{r-n  +  l)-[^„_,(a)-n^'^{a)]r{r-l)...{r-n  +  2)  =  0. 
Die  Wurzeln  derselben  sind: 


0,  1,  2,  ...,  n-2     und     -1  + 


;(«) 


Ist  daher  der  reelle  Theil  von  %f^"^  positiv  und  kleiner  als  n,  so  sind  sowohl 
die  Grössen  (4.)  als  auch  die 'Grössen  (8.)  in  ihren  reellen  Theilen  grösser 
als  die  negative  Einheit. 

21. 
Wir  wollen  den  Fall  n  =  2  einer  näheren  Betrachtung  unterziehen.    Die 
Differentialgleichung  (1.)  voriger  Nummer  lautet  alsdann: 

(1.)  ?o(«)y  +  ?i{x)y'+  'Mx)y"  =  o- 

Die  Wurzeln  der  zu  einem  singulären  Punkte  a  gehörigen  determinirenden 
Fundamentalgleichung  sind : 

(r.)  0,  1-y, 


Fuchs,  mathom.  Werke.    I. 
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Ti(«) 


wo 

(2.) 

gesetzt 

ist. 

Es 

sei 

y  = 


fli«) 


(3.)  y  ^  ^MW, 

so  ergiebt  sich: 

1  +  [?.(«)  +  2z^',ix)]  ^,{x)W'+  f.i^yW"  =  0, 

209]  wo  9^'(^')  f^li^  zweite  Ableitimg  von  9,(3.)  und  TF',  W"  resp.  die  erste  und 
zweite  Ableitung  von  W  bedeuten. 

Die    zum    singulären    Punkte    a    gehörige    determinirende    Fundamental- 
gleichung dieser  Differentialgleichung  hat  die  Wurzeln: 

(S.)  -S,    -E+l-y. 

Es  sei 

2  >  Reeller  Theil  von  y  >  0. 

Wählt  man  für  e  eine  beliebige  Grösse  von  der  Art,  dass  der  reelle  Theil 
derselben  positiv  und  kleiner  als  Eins  und  zwar  grösser  als  Eins  vermindert 
um  den  reellen  Theil  von  y  und  kleiner  als  Zwei  vermindert  um  den  reellen 
Theil  von  y,  so  sind  die  Wurzeln  (s.)  in  ihrem  reellen  Theile  negativ  und 
absolut  kleiner  als  Eins. 

Die  Differentialgleichung  (4.)  gestattet   alsdann    die  Anwendung   der  For- 
meln (S.)  und  (T.). 

22. 
Um  ein  Beispiel  auszuführen,  sei  in  voriger  Nummer 

so  dass 

(2.)  (f „  (x)  ?/  +  I  (p;  (.r) }/  +  w,  (x)  y"  =  0 

die  vorgelegte  Differentialgleichung  sei.  Dieselbe  ist  eine  Verallgemeinerung 
derjenigen,  welcher  die  LAMEschen  Functionen  der  verschiedenen  Ordnungen 
genügen    (s.  die  Abh.  des  Herrn  Heine,  dieses  Journal  Bd.  60  S.  27  8,  299  ff.). 
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Die  Wurzeln  (r.)  sind  in  diesem  Falle: 

W  0,  I, 

die  Wurzeln  (s.): 

(s.)  _e,  _e  +  |. 

Man  hat  also  zu  wählen 

(3.)  1  >  Reeller  Theil  von  s  >  j- 

Die  Differentialgleichung  (4.)  voriger  Nummer  wird: 

(4.)     [c?„(x)^,(a;)  +  e(£-|-)9;(a;)'  +  e(p,(:r)cp;'(^)]TF+(2s  +  i)9;(a;)cp,(a;)TF'+(p,(.r)^T7"  =  0. 
Die  hierzu  adjungirte  Differentialgleichung  lautet: 

Setzt  man  in  derselben 

(6.)  Z=f,ixT-'V, 

so  ergiebt  sich  für  V  die  Differentialgleichung: 

(7.)  ^^(^)F+  |(p;(^)F'+  cp,(:t)F"  =  0, 

welche  mit  der  Differentialgleichung  (2.)  identisch  ist. 

Ist    daher    ij^,  y^    ein    Fundamentalsystem    von   Integralen    der 
Differentialgleichung  (2.),  so  sind 

ein  Fundamentalsystem  von  Integralen  resp.  der  Differential- 
gleichungen (4.)  und  (5.). 

Es    sei    demnach   yj^,  tj     das    zum   Punkte  x  =  oc    gehörige    Fundamental- 
system von  Integralen  der  Differentialgleichung  (2.))  so  sind: 

1)     w^  =  ri,<f,(x)~\       tv,  =  T(3  9,(x)~', 

die  zu  a:  =  oo  gehörigen  Fundamentalsysteme  von  Integi-alen  resp.  der  Diffe- 
rentialgleichungen (4.)  und  (5.),  vmd  zwar  sind  tv^  und  C^,  sowie  tv  und  C 
adjungirte   Integrale.      Sind   nämHch   o,   und   a^   die   Exponenten,    zu   welchen 

57* 
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7)  und  Y]  resp.  gehören,  so  ist  nach  Gleichung  (4.)  No.  5,  da  jetzt  ^.^{x)  vom 
Grade  p  +  2,  also  Sr  =  ^y- 

(8.)  0^+0,  =  -  '-^—+P  +  1  =  Y' 

Die  Integrale  ii\,  iv^  gehören  resp.  zu  den  Exponenten 

(9.)  a.+  (P+2)s,     -.,  +  {p  +  2)z 

und  die  Integrale  C,,  Cj  resp.  zu  den  Exponenten 

(10.)  a,-(i;  +  2)(s-{),     a,-0;  +  2)(.-|). 

Die  in  derselben  Verticalreihe  beündlichen  Grössen  in  (9.)  und  (10.)  geben 
in  Übereinstimmung  mit  dem  Satze  am  Schlüsse  der  No.  3  zur  Summe  die 
um  Eins  vermehrte  Gradzahl  des  Coefficienten  von  W  in  Gleichung  (4.). 
21 1]  Ist  ferner  tj^^^,  \^^  das  zum  singulären  Punkte  a  ^^  gehörige  Fundamental- 
system von  Integralen  der  Differentialgleichung  (2.),  welche  resp.  den  Expo- 
nenten 0,  I  entsprechen,  so  sind 

2)      C;,„  =  v.cp,(a;)'~-,      C„,  =  \,'^,{xt~^' 

resp.  die  zu  a^^^  gehörigen  Fundamentalsysteme  der  Differentialgleichungen  (4.) 
und  (5.),  und  zwar  sind  wieder,  dem  Satze  am  Schlüsse  der  No.  2  entsprechend, 
die  in  derselben  Verticalreihe  untereinanderstehenden  Elemente  adjungirte  In- 
tegrale. 

Nun  sei 

(11-)  ^a    -=    Z-aiV  +  ^a^V  («  =  1.2) 

SO  erhält  man  durch  Multiplication  dieser  Gleichung  mit  ^^{x) 

(12.)  w^  =  h^,w^,,  +  &„3?r,„,  (0  =  1, 2) 

und  durch  Multiplication  der  Gleichung  (11.)  mit  i^,(a)      ^: 


^2     =     ^lC,„  +  ^2C,.,. 


(13.) 

Setzt  man 

(14-)  C„  =  c„,C,  +  c, 
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SO  ergiebt  die  Vergleichung  mit  Gleichung  (13.): 

(15.)  c„  =  b,,,     c,2  =  &,.,     c„  =  5„,     c,,  =  6„. 

Die   Gleichungen  (J.)   ergeben    daher   folgende  Relationen   für   die  Grössen  b: 

(16.)  b,,b^,  =  0,    K\,  =  Q,    Kh2  +  KK  =  ^, 

folglich  entweder: 

(16a.)  J„  =  0,     h„  =  0,     b,,b,,  -  1, 

oder 

(16b.)  b,,  =  0,     &,,  =  0,     &„&,,  =  1. 

"Welcher  von  beiden  Fällen  erfüllt  ist,  kann  nach  den  Vorschriften  meiner 
Abhandlung  Bd.  7  5  dieses  Journals  S.  212  ff.  ^),  wo  die  Bestimmung  der  Grössen 
b  gelehrt  wird,  entschieden  werden. 

Bezeichnet  man  die  nach  No.  1  für  die  Differentialgleichung  (4.)  dieser 
Nummer  zu  bildende  Function  U  mit  Z7(e,a:, «),  und  bezeichnet  die  durch 
Yertauschung  von  x  mit  «  aus  yj^  hervorgehenden  Functionen  mit^^,  so  er- 
giebt die  Gleichung  (T.): 

(17.)      /         (Ix  daU{t,x,a)r,,'^,{x)     S;t?,(«)      ^-0.  6=1,2 

'^a,,  •'«^  \|u,>r+l  oder  (i<v~l' 

Setzt  man  [212 

ITC»  .    -ei 

''  sin  :r£ '  '  COS  TIS ' 

so  ergiebt  sich  aus  der  Gleichung  (S.)  und  den  Gleichungen  (i6.): 

f7a-  /    ■    'duü{i,X,a)rt^'^^{x)     'l}i,'^,{a)       '  =  0,     (^  ~  3^  B  =  l) 

(20.)  /         f?x  /         f?KZ7(£,a;,ß)r,„cp,(a;)      l),«>2(«)      '  =  71x5, 

und  zwar  ist  in  Gleichung  (20.): 

im  Falle  (16a.)     für     a  ^  1,     6  =  2     für     0  =  2,     6=1, 
im  Falle  (16b.)    für     a  =  1,     6  =  1     für     a  =  2,     6  =  2 

zu  nehmen. 


>)  S.  888  ff.  diesei  Bandet.    Eck. 
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Die  Gleichungen  (17.)  bis  (20.)  sind  gültig  für  alle  Werthe  von  e,  welche 
der  Bedingung  genügen 

(21.)  1  >  Reeller  Theil  von  £  >  |- 

23. 
Wenden  wir  das  Vorhergehende  auf  die  LAMESchen  Functionen  m'"  Ord- 
nung an,    so   ist  (nach  Herrn  Heine,  dieses  Journal  Bd.  60  S.  299)  die  Diffe- 
rentialgleichung, welcher  diese  genügen: 

(1-)  ?o{^)i/  +  i'?'2(^)>j'+?,{x)y"=o, 

wo 

(2.)     cp„(a;)  =  -H«('»  +  '«-l)^'"-'  +  /^,C',^------±/._,(7„_,a;  +  Z;_.C?„_J. 

In  diesem  Falle  ist   der  Grad  p  der  Function  cp„(.r)   in  Gleichung  (2.)  voriger 

Nummer 

2)  =  m  —  1. 

Nennt  man,  wie  in  No.  20, 

die  Wurzeln  der  Gleichung 

(3.)  '^,{x)  =  0, 

so  lassen  sich  die  Grössen  ^^^  \i  ■  ■•,  \,_i  so  bestimmen,    dass  die  Differential- 
gleichung (1.)  eine  ganze  rationale  Function  w'™  Grades  von 

S/x  —  a^,  \/z  —  a^,  ...,  V^— «m+, 
zum   Integi-ale    hat   (s.  Heine  1.  c).      Dieses   Integral   nennt   Herr  Heine    eine 
213]  LAMESche   Function    erster   Art    und    bezeichnet    dasselbe    mit   E(x).      Ein 
zweites  Integral  F(x),   welches   nach   absteigenden  Potenzen  von  x  entwickelt 


-m+m-v 


mit   z       ^         anfängt,   nennt    derselbe    eine    LAMESche    Function   zweiter    Art. 
Beide  heissen  LAMEsche  Functionen  m'"  Ordnung. 

Nun    hat    die   zu   .-r  =  00    gehörige    determinirende  Fundamentalgleichung 
der  Differentialgleichung  (1.)  die  Wurzeln 

n        n  +  in  —  1 

~Y'  2 

Demnach  ist  in  voriger  Nummer 


(4.) 


ri.  =  E{x), 
Ti,  =  F{x) 
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ZU  setzen.     Übrigens  ergiebt  sich  auf  bekannte  Weise: 

Wenn  man  in  die  Gleichungen  (17.)  bis  (20.)  voriger  Nummer 

75,  =  E{x),     ^3  =  F{x), 

substituirt,  so  liefern  die  Gleichungen  (17.)  vier,  die  Gleichungen  (19.)  und 
(20.)  je  zwei  Relationen  für  die  LAMESchen  Functionen,  welche  für  beliebige 
Werthe  von  s  gelten,  von  der  Beschaffenheit,  dass 

1  >  Reeller  Theil  von  £  >  |- 

Greifswald,  im  März  187  3. 


ANMEEKUNGEN. 


1)  Änderungen  gegen  das  Original. 
Es  wurde  gesetzt: 

r    1    T*' 

S.  417,  Gl.  (6.)    — - —       statt 


a;  —  aj,  [a;  —  cj, 

„  ,  Zeile    9  v.  u.  [-a-^-']',"'  statt  [ß-i'-^Ji«', 
418,      „      12  V.  n.  S.  139  ff.  statt  S.  139, 

422,  „       3,  4  Fundamentalsysteme  statt  Fuudamentalsystemen, 

423,  „       7  V.  u.  (D.)  statt  (6.), 

424,  „       8  dieser  statt  diesen, 

427,  „      11  v>(>,  +  l  oder  v-Cft  — 1  statt  f^ft, 
„  ,  Gl.  (4.)  ft>r  +  l  oder  fi<i>  — 1  statt  fi^r, 

428,  Zeile  10,  y  und  j  statt  dieselben, 

429,  Gl.  (8.)    f""-^^  statt    r"^'_^^, 

/,  a  —  X  /,  x  —  a 

430,  Zeile  11  S.  139  ff.  statt  S.  139, 

„  ,      „        8  V.  u.  a;  mit  a  statt  a  mit  x, 
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S.  436,  Gl.  (4.)  [. .  Oj  statt  [. .  :\P, 

„  437,  Zeile  6  (|-c)^-°  statt  l-c, 

„  „  ,      „      8  und  10  |3  >  0  oder  y  >  0  statt  a  >  0  oder  ^  >  0, 

„  „  ,  Gl.  (6.)  [. .  .]f  statt  [. . .]'«, 

„  438,  Gl.  (L.)  I  =  a  statt  x  =  a, 

■'"' "■''■>[!}■{■  ""'{f}-{' 

„    444,  Zeile  0  v.  u.  als  obere  Grenze  des  ersten  Integrals  h'  statt  a', 
„    447,  Zeile  10  gehörigen  statt  gehörige, 
„      „  ,  61.  (T.)  (t>  v  +  1  oder  fi<v  — 1  statt  fi^K, 

„    450,  Zeile  6  und  iv.n.i  cp.^  (x)  statt  i  f^ix)  (Correctur  des  Verfassers  in  seinem  Handexemplar), 
„    453,  Gl.  (17.)  fi>5/  +  l  oder  fi.<:i'  — 1  statt  /t  ^  r. 
„      „  ,  Zeile  7  v.  u.  den  Gleichungen  (16.)  statt  der  Gleichung  (16.), 
Es  wurde  eingeschaltet: 

S.  437,  Zeile  2,  S.  438,  Gl.  (L.),  S.  439,  Gl.  (4.)  da, 
„    454,      „      2  »genügen  e. 
2)  Die  S.  426,  Zeile  2  v.  u.  bis   S.  427,  Zeile  2   unter  gewissen  Bedingungen   als    ausführbar   bezeichnete 
Gleichstellung  des  Punktes  a;  =  oo  mit  den  im  Endlichen  gelegenen  singulären  Punkten  lässt  sich  that- 

[1    1*^'                                                  r    1       T"' 
V, für  a;  =  oo  und  ein  endliches  a  und    -,  x\ 
x-a\                                                                          yx-a      \ 

für  a  ^  oo  und  ein  endliches  x  nicht  gleichzeitig  verschwinden  können. 

S.  444,  Gl.  (7.)  muss  rechts  vom  Gleichheitszeichen  der  Factor  (  —  1)"-'  unterdrückt  werden.  Ent- 
sprechend ist  dieselbe  Änderung  auf  derselben  Seite,  Zeile  9  v.  u.  und  Gl.  (Q.),  ferner  S.  446,  Gl.  (2.) 
und  S.  447  in  den  Gleichungen  (9.),  (E.),  (S.)  vorzunehmen.  Es  muss  auch  bemerkt  werden,  dass  die 
S.  445,  Zeile  2  v.  u.  bis  S.  447,  Gl.  (R.)  gegebene  Ableitung  des  Werthes  der  rechten  Seite  von  Gl.  (Q.) 
nicht  einwandfrei  erscheint,  da  sie  sich  (abgesehen  davon,  dass  S.  446,  Zeile  6  v.  u.  links  vom  Gleich- 
heitszeichen der  Factor  <i>~^^  fehlt)  auf  die  S.  446,  Zeile  3— 5  enthaltene  irrthümliche  Voraussetzung 
gründet,  dass  eine  geometrische  Reihe  Sa"»"  f»r  Werthe  von  <ü,  deren  Modul  gleich  Eins  und  deren 
Argument  von  Null  verschieden  ist,  convergirt.  Die  Richtigkeit  der  Gl.  (R.),  S.  447  (mit  der  nach  dem 
obigen  erforderlichen  Abänderung  des  Factors  (  —  1)"  in  —1)  lässt  sich  jedoch  vermittelst  des  vom  Ver- 
fasser selbst  erwähnten  CAUCHYschen  Verfahrens  (S.  445,  Zeile  8  — 5  v.  u.)  leicht  darthun. 

Auf  den  Gegenstand  dieser  Abhandlung  ist  der  Verfasser  später,  Sitzungsberichte  der  K.  preuss. 
Akademie  der  Wissenschaften,  1892,  S.  1113 ff.  zurückgekommen.  Er  bemerkt  daselbst  (S.  1125,  1126, 
Fussnote),  dass  sich  in  dem  Beispiele  S.  453  ein  Rechenfehler  eingeschlichen  habe.  Aus  den  Gleichungen 
(15.)  ergeben  sieh  nämlich  nicht  die  Gleichungen  (16.),  (16a.),  da  bei  der  dortigen  Bestimmung  von  J, ,  Cj 
(S.  451)  und  ^„,,C„2  (S.  452) 

[W,.!,  C,.o]   =  -  [«'^i ,  Ca]  ,  [«'2  ,  Cj]   =  -  [«'i ,  C,] 

sein   muss   (vergl.  S.  431— 434)   und   demgemäss   aus   den  für  dieses   Beispiel   hiernach   abzuändernden 
Gleichungen  (J.)  (S.  435)  sich  nur  h^ih^^  —  hi^hn  =  1  ergiebt. 

Eine  gedrängte  Übersicht  der  vorstehenden  Arbeit  hat  Fucus  im  zweiten  Abschnitte  seiner  zur 
Säcularfeicr  Abels  vcrfassten  Abhandlung,  Acta  Mathematica,  Bd.  26  (1902),  S.  322-327  gegeben. 

Hirsch.    Sch. 
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ÜBER  DIE  ABBILDUNG  DURCH  ALGEBRAISCHE  FUNCTIONEN. 

(Journal  für  die  reine  und  angewandte  Mathematik,  Bd.  77,  1874,  S.  339—352.) 


Wir  beschäftigen  uns  im  Folgenden  mit  der  Frage:  Ist  es  möglich,  [339 
eine  ganze  Ebene  mit  Ausschluss  einer  eine  Fläche  nicht  einschliessenden 
Linie  vermittelst  einer  algebraischen  Function  auf  die  Fläche  eines  Kreises 
eindeutig  abzubilden?  —  Zu  dieser  Frage,  welche  an  sich  der  Untersuchung 
nicht  unwerth  erscheint,  wird  man  unter  anderen  auf  folgendem  Wege  hin- 
geleitet. In  meiner  Arbeit  dieses  Journ.  Bd.  75  S.  177ff.  ^)  habe  ich  nach- 
gewiesen, dass  man  durch  die  singulären  Punkte  einer  Function  einer  com- 
plexen  Variabein  /"(^)  stets  eine  geschlossene  sich  selbst  nicht  schneidende 
Curve  Cg  (Absonderungsschnitt)  in  der  ^- Ebene  legen  kann,  von  der  Be- 
schaffenheit, dass  für  jeden  der  beiden  dadurch  gebildeten  Bestandtheile  der 
Ebene,  G,,  G^,  durchweg  gültige  Reihenentwickelungen  sich  angeben  lassen. 
Der  unendlich  grosse  Theil  G^  ist  nämlich  durch  eine  rationale  Function  auf 
die  Fläche  eines  Kreises  E  abgebildet,  durch  dessen  Hülfe  die  Reihen- 
entwickelungen gefunden  werden.  In  derselben  Arbeit  ist  der  Zusammenhang 
der  beiden  Functionszweige  beim  Übergange  über  den  Absonderungsschnitt 
festgestellt.  —  Gelänge  es  nun,  die  endliche  Fläche  G^^  welche  diese  ge- 
schlossene Absonderungslinie  bildet,  auf  Null  zu  reduciren,  so  hätte  man  eine 
einzige  in  der  ganzen  Ebene  mit  Ausnahme  einer  eine  Fläche  nicht  ein- 
schliessenden Linie  gültige  Reihenentwickelung.  Dieses  führt  eben  auf  die 
oben  aufgeworfene  Frage. 

1)  Abh.  XIV,  S.  3S1  ff.  dieses  Bandes.     Scb. 
Fuchs,  mathem.  Werke.    I,  58 
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Das  Eesultnt  unserer  Untersuchung  ist  aber,  dass  unter  den  algebraischen 
yunctionen  die  rationalen  Functionen  zweiten  Grades  allein  eine  ganze  Ebene 
mit  Ausschluss  einer  eine  Fläche  nicht  einschliessenden  Linie  auf  die  Fläche 
eines  -Kreises  eindeutig  abzubilden  vermögen.  —  Dieser  Satz  lässt  eine  Er- 
veiterung zu,  bei  welcher  an  die  Stelle  des  Kreises  eine  geschlossene  einfach 
zusammenhängende  Fläche  tritt,  deren  Begrenzung  gewissen  Voraussetzungen 
genügt. 

340]  Aus  demselben  Satze,  in  Verbindung  mit  den  Resultaten  meiner  oben 
citirten  Arbeit  ergiebt  sich  demnach,  dass  auch  das  Zusammenziehen  der  Fläche 
G  auf  Xull  im  Allgemeinen,  wenn  die  Function  f[z)  mehr  als  drei  singu- 
lare Punkte  besitzt,  wenigstens  vermittelst  algebraischer  Substitutionen  nicht 
auslührbar  ist,  und  nur  geleistet  werden  kann,  wenn  zwischen  den  singulären 
Punkten  derartige  Relationen  erfüllt  sind,  dass  eine  Substitution  zweiten  Grades 
hinreicht,  um  die  in  meiner  Arbeit  vorgenommene  Zerlegung  der  ^-Ebene  zu 
erreichen. 

1. 

Eine  algebraische  Function  ~~  von  w,  durch  welche  die  ganze  Ä'-Ebene 
mit  Ausschluss  einer  einen  Flächentheil  nicht  einschliessenden  Linie  in  der- 
selben auf  einen  bestimmten  Flächentheil  F  der  w-Ebene  eindeutig  abgebildet 
wird,  hat  die  Eigenschaft,  dass  jedem  lo  innerhalb  der  Fläche  F  nur  ein  ein- 
ziger Werth  z  entspricht.  Es  ist  daher  nothwendiger  Weise  z  eine  rationale 
Function  von  w.  Die  oben  aufgestellte  Aufgabe  ist  also  mit  der  folgenden 
übereinstimmend  : 

Die  rationalen  Functionen  z  von  ?t'  zu  finden,  vermittelst  deren 
die  ganze  ^-Ebene  mit  Ausschluss  einer  eine  Fläche  nicht  ein- 
schliessenden Linie  auf  einen  Kreis  in  der  w-Ebene  eindeutig 
abgebildet  werden  kann. 

2. 

Es  sei  daher 

^    '  N{iv)  ^  ' 

eine   rationale  Function   von   w,    durch  welche    die   ganze   Ä'-Ebene   mit  Aus- 
schluss einer  eine  Fläche  nicht  einschliessenden  T^inie  F  auf  die  Fläche  eines 
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Kreises  K  in  der  «;- Ebene  eindeutig  abgebildet  wird.  Wir  setzen  wie  in 
meiner  Arbeit  (dieses  Journ.  Bd.  7  5  S.  178\i) 

und  bezeichnen  wie  dort  (S.  180^))  die  Curvenzweige  S',  S",  ...,  welche  die 
AVurzeln  w,  dieser  Gleichung  beschreiben,  während  tv  die  Peripherie  von  K 
durchläuft,  als  die  mit  dieser  Peripherie  zusammengehörigen  Curvenzweige. 

Wir  wollen  hier  in  einige  Erörterungen  eintreten,  welche  zwar  theil- 
weise  für  das  Folgende  nicht  nöthig,  aber  für  das  Verständniss  der  hier 
betrachteten  Abbildungsart  nützlich  sind: 

a)  Aus  der  Voraussetzung  ergiebt  sich:  Jedem  nicht  auf  T  befindlichen  [341 
Punkte  z  entspricht  ein  und  nur  ein  Punkt  im  Innern  von  K;  und  umge- 
kehrt, jedem  Punkte  iv  entspricht  nur  ein  Punkt  z. 

Jedem  Punkte  z  auf  T  entsprechen  Punkte  auf  der  Peripherie  von  Ä", 
und  umgekehrt  jedem  Punkte  tv  auf  dieser  Peripherie  ein  Punkt  z  auf  T. 

b)  Keine  der  Wurzeln  der  Gleichung: 

(3.)  F'{iv)  =  0, 

wo  F'{w)  die  Ableitung  von  F{iv)  bedeutet,  liegt  im  Innern  von  K.  Denn 
läge  eine  solche  Wurzel  w',  welche  dem  Werthe  z  =  z'  zugehöre,  im  Innern 
von  K,  so  würden  bekanntlich  jedem  dem  Punkte  z'  hinlänglich  benachbarten 
Punkte  z  mindestens  zwei  dem  Punkte  w'  beliebig  benachbarte  Wurzeln  w 
der  Gleichung  (1.)  entsprechen,  was  nach  a)  nicht  möglich  ist. 

c)  Keinem  der  Werthe  z  auf  T  entspricht  ein  Punkt  w  im  Innern  von  K. 
Denn  sei  ^^  =  C  ein  beliebiger  Punkt  auf  Y,  so  entspricht  demselben  der  Voraus- 
setzung gemäss  nach  a)  ein  Punkt  w'  auf  der  Peripherie  von  K.  Entspräche 
demselben  auch  ein  Punkt  w"  im  Innern  von  K,  so  müsste  die  Gleichung 
(2.)  für  w  =  tv'  die  Wurzel  tv^  =  w"  haben.  Demnach  gehörte  auch  zu  jedem 
Werthe  tv  im  Innern  von  K  und  in  der  Nähe  von  w'  eine  Wurzel  w^  in  der 
Nähe  von  w",  d.  h.  es  entspräche  nicht  auf  T  befindlichen  Punkten  z  mehr  als 
eine  Wurzel  der  Gleichung  (1.)  innerhalb  K,  was  nach  a)  nicht  möglich  ist. 


1)  S.  363  dieses  Bandes.    Seh. 

2)  S.  364  die3o3  Bandes.    Seh. 
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d)  Aus  dem  Vorhergehenden  ergiebt  sich  unmittelbar,  dass  kein  Theil 
der  Curven  S',  ß",  ...  sich  im  Innern  von  K  befindet.  Es  liegt  daher  über- 
haupt von  den  Wurzeln  w^  der  Gleichung  (2.)  nur  eine  oder  keine  inner- 
halb Ji,  je  nachdem  w  ausserhalb  K  und  nicht  auf  einer  der  Curven 
(S',  G",  ...,  oder  im  Innern  von  K  befindlich  ist. 

e)  Jedem  Punkte  w  der  Peripherie  von  K  entsjOTcht  nur  ein  Punkt  2 
auf  r,  da  s  eine  rationale  Function  von  w  ist.  Dagegen  entspricht  jedem 
von  den  beiden  Endpunkten  von  V  verschiedenen  Punkte  z  dieser 
Linie  mehr  als  ein  Punkt  w  auf  der  Peripherie  von  K. 

Da  nämlich,  wenn  iv  von  einem  bestimmten  Punkte  w^  der  Peripherie 
von  K  ausgehend  auf  derselben  einen  vollständigen  Umlauf  vollzieht,  z  vom 
entsprechenden  Punkte  z^  auf  T  ausgehend,  die  ganze  Curve  T  beschi-eibend 
342]  wieder  zu  z^  zurückkehrt,  so  muss  hierbei  jeder  Punkt  z  mindestens  zwei- 
mal überschritten  werden,  also  jedem  nicht  in  einen  der  Endpunkte  von  T 
fallenden  Punkte  z  dieser  Linie  mehr  als  ein  Punkt  w  auf  der  Peripherie 
von  K  zugehören. 

Die  beiden  Endpunkte  von  V  sind  Verzweigungspunkte  der  algebraischen 
Function  w  von  z  Gl.  ( 1 .) 

f)  Es  sei  C  ein  beliebiger  Punkt  der  Linie  T,  für  den  nicht  gleiche  Wurzeln 
w  der  Gleichung  (1.)  auf  der  Peripherie  von  K  liegen,  und  w\  w"  zwei  von 
einander  verschiedene  Punkte  auf  dieser  Peripherie,  welche  z  =  Q  zuo-ehören 
so  entsprechen  stetigen  Verrückungen  von  C  auf  F  stetige  Verrückuno-en  von 
w'  und  iv"  auf  der  Peripherie  von  K. 

Durch  Differentiation  der  Gleichung  (2.)  ergiebt  sich,  wenn 

gesetzt  wird: 

(-)  öi  ^  b + "H + öt  ^''  it "" '  ■'!  =  °- 

Der  Voraussetzung  nach  wird  die  Gleichung  (2.)  befriedigt  für  w  =  w',  w  =  w" 

und  es  ist  für  dieselben  zusammengehörigen  Punkte  gleichzeitig 

dr  =  0     imd     dt\  =  0. 

Bezeichnet  man  demnach  den  Werth  von 

ö^l*        öl}-.  „.. 

3— w::^w,     für    w  =  «y      «•,  =:  tv 

dw         ÖM»,     '  '        ' 
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mit^,  SO  erhält  man  aus  Gleichung  (5.)  für  die  Verrückungen  der  zusammen- 
gehörigen Punkte  u''  und  ?r"  die  Relation: 

(6.)  d'f,^-Ad'f. 

Diese  Gleichung  lehrt,  dass  A  eine  reale  Grösse  ist.  Dieselbe  ist  auch 
wegen  der  über  C  gemachten  "Voraussetzung  weder  Null  noch  unendlich. 

Bewegt  sich  iv  von  «•'  aus  nach  einer  beliebigen  Richtung,  so  bewegt 
sich  eine  Wurzel  w^  der  Gleichung  (2.)  von  w"  ausgehend  nach  dem  aus 
Gleichung  (5.)  sich  ergebenden  Gesetze: 

/r,  X  är,       .  ^  .  (dr       .  , 


R    '    ^'  \R 

eine  Gleichung,  welche  in  die  beiden  folgenden  zerfällt: 

(8.)  dr,  =  -Ädr, 

(8a.)  fZ'f,  =  -Ad'^ 

(vergl.  meine  Arbeit  dies.  Journ.  Bd.  75  S.  184*i). 

Da  nach  d)  keine  der  einem  Punkte  w  im  Innern  von  K  entsprechenden  [343 
Wurzeln  w^  der  Gleichung  (2.)  im  Innern  von  K  liegt,  so  muss  d)\  >  0  sein, 
wenn  rfr  <  0,  demnach  ist  nach  Gleichung  (8.)  A  positiv. 

Hieraus  folgt  aber  wiederum  nach  derselben  Gleichung  (h\<:i),  wenn 
dr  >  0,  d.  h.,  wenn  w  von  iv'  ausgehend  aus  der  Fläche  K  heraustritt,  muss 
w,  von  w"  ausgehend  in  diese  Fläche  eintreten. 

g)  Wir  können  jetzt  beweisen,  dass  keinem  Punkte  C  der  Linie  F 
mehr  als  zwei  Punkte  w  auf  der  Peripherie  von  K  entsprechen. 

Gehörten  nämlich  zu  C  drei  verschiedene  Punkte  w',  tv",  w'"  auf  der  Peri- 
pherie von  K,  so  müsste  nach  f)  jedem  dem  w'  hinlänglich  benachbarten 
Werthe  w  ausserhalb  K  eine  Wui^zel  tv^  der  Gleichung  (2.)  in  der  Nähe  von 
w"  und  eine  Wurzel  tc\  in  der  Nähe  von  tv'",  jede  innerhalb  K  gelegen, 
entsprechen,  oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt,  demselben  Werthe  von  ^ 
in  der  Nähe  von  C  müsste  mehr  als  ein  Werth  w  innerhalb  K  zugehören, 
was  nach  a)  und  c)  nicht  möglich  ist. 

Man  kann  auch  beweisen,  dass  von  den  auf  T  befindlichen  Verzweigungs- 
punkten der  algebraischen  Function  w  von  2  es   die    beiden  Endpunkte  allein 

>)  S.  368  dieses  Bandes.    Scb. 
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sind,  für  welche  Werthe  w  auf  der  Peripherie  von  K  zu  den  gleichen  Wurzeln 
der  Gleichung  (1.)  gehören.  Allein  für  unseren  Zweck  genügt  es  zu  wissen, 
dass  Verzweigungspunkte  überhaupt  nur  in  endlicher  Anzahl   vorhanden  sind. 

Wenn  w  die  Peripherie  von  K  beschreibt,  so  kann  demnach  gemäss  dem 
eben  festgestellten  Satze  kein  nocli  so  kleiner  endlicher  Theil  der  Linie  F 
mehr  als  zweimal  zurückgelegt  werden.  Es  ergiebt  sich  also  mit  Rücksicht 
auf  e)  der  Satz: 

Jedem  von  den  beiden  Endpunlcten  von  T  verschiedenen  Punkte 
z  dieser  Linie  entsprechen  zwei  und  nur  zwei  Punkte  w  auf  der 
Peripherie  von  Ä".  Diese  beiden  Punkte  fallen  für  jeden  der  End- 
punkte in  einen  einzigen  zusammen. 

h)  Aus  dem  Vorhergehenden  folgt,  dass  von  den  Curven  S',  S",  ...  eine 
mit  der  Peripherie  von  K  coincidirt,  während  von  den  übrigen  kein  Theil 
innerhalb  K  oder  auf  der  Peripherie  von  K  gelegen  ist.  Dass  kein  Theil 
derselben  innerhalb  K  liegen  kann,  ist  durch  d)  bewiesen.  Dass  aber  auch 
344]  kein  Theil  auf  die  Peripherie  von  K  fallen  kann,  ergiebt  sich  daraus,  dass 
sonst  im  Widerspruch  zu  dem  Satze  in  g)  Werthen  von  z  auf  F  mehr  als  zwei 
Werthe  iv  auf  der  Peripherie  von  K  entsprechen  inüssten. 

Man  kann  zeigen,  dass  die  Curven  S',  S",  ...,  mit  Ausschluss  derjenigen, 
welche  mit  der  Peripherie  von  K  zusammenfällt,  diese  Peripherie  nirgends 
schneiden.  Den  Beweis  dieses  Satzes,  welchen  wir  für  unsern  Zweck  nicht 
brauchen,  wollen  wir  jedoch  hier  unterdrücken. 

i)  Aus  dem  Satze  in  g)  ergiebt  sich  Folgendes:  Bewegt  sich  der  Punkt 
w  auf  der  Peripherie  von  ÜC,  so  bewegt  sich  eine  und  nur  eine  Wurzel  w^ 
der  Gleichung  (2.)  auf  derselben  Peripherie.  Vollendet  w  seinen  Umlauf, 
so  hat  w,  ebenfalls  einen  vollständigen  Umlauf  vollzogen  und  um- 
gekehrt. Denn  sonst  würden  mehr  als  zwei  Punkte  der  Peripherie  von  K 
demselben  Werthe  z  entsprechen  müssen. 

Aus  Gleichung  (6.)  ergiebt  sich,  dass  sich  w  und  n\  in  entgegen- 
gesetzter Richtung  auf  der  Peripherie  von  K  bewegen.  Sie  müssen  sich 
deshalb  während  eines  vollständigen  Umlaufes  zweimal  begegnen.  Es  wird 
daher  während  eines  Umlaufes  die  halbe  Differenz  der  Argumente  von 
w  und  n\  alle  Werthe  zwischen  Null  und  liz  und  zwar  jeden  Werth 
nur  einmal  annehmen. 
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3. 
Wir  können  den  Mittelpunkt  des  Kreises  K  als  Anfangspunkt  der  xv 
betrachten.  Ist  nämlich  m  der  zum  Mittelpunkt  gehörige  complexe  Werth, 
so  würde  die  Substitution  von  v  für  w  —  m  eine  rationale  Function  von  v  liefern, 
welche  die  ^- Ebene  mit  Ausschluss  von  T  auf  eine  um  den  Anfang  der  v 
beschriebene  Kreisfläche  abbildete. 
Es  sei 

Z(u:)  -=  a„  +  a^tv  +  ■•■  +  a„iv", 
N{jv)  =  b^+b^tv  + H  b^iv"*. 

Setzt  man 
(2.)  aA-"kh  =  «,*. 


(!■) 


so  ist 


(3.)  ^K.t«)  =  S«« •(«•.'<')*—"*    ""''* 


«ü,  —  tu 

{l>k;  Ä;  =  0,1, ...,«;  Z  =  0,  1, . . .,  n). 

Setzt  man 

(4.)  w  =  Ee'^\    ii\  =  Re^'\ 

so  ist  [345 

(5)  M^«(^  ^  rj;^J(?i+?)»Y-'  sin|Afa-cp) 

2<\-w  sin^(cp,-«) 

Bezeichnen  wir 

(6.)  ll^  =  ^,     -1^  =  ^.,     iJ.V.     _  ,^     __.  =  s„ 

so  hat  man: 

(7.)  it"^  =  S^,.-.. 

Es  geht  demnach  die  Gleichung  (2.)  voriger  Nummer  für  die  Werthe  (4.) 
über  in 

(A.)  S%s,_,.'-*-'  =  0, 

kl 
(l  >  k;  fc  =  0,  1, . . .,  «;  /  =  0,  1 , . ..,«). 

Nach  dem  Satze  in  i)  voriger  Nummer  genügt  jedem  realen  Werthe  von 
«j^  eine  auf  der  Peripherie  von  K  befindliche  Wurzel  v  dieser  Gleichung. 
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4. 

Ist  der  Grad  «  höher  als  der  zweite,  so  kann  nicht  die  AVurzel 
V  der  Gleichung  (A.)  unabhängig  sein  von  <];. 

Da  nämlich  nach  No.  2,  i)  zu  jeder  Lage  von  tv  und  n\  während  ihres 
Umlaufes  auf  der  Peripherie  von  K  nur  ein  bestimmter  Werth  von  '!^  gehört, 
so  würde  aus  der  Unabhängigkeit  des  v  von  '^  sich  ergeben,  dass  v  während 
des  ganzen  Umlaufes  einen  und  denselben  constanten  Werth  Ä-  hätte.    Nun  ist 

(1.)  ivu\  —  E-e^'    ^"   —  v\ 

demnach  wäre  für  den  ganzen  Umlauf 

(2.)  u-ii\  =  F. 

Es  wäre  danach  längs  der  ganzen  Peripherie  von  K 

(3.)  Fiu,)  =  fQ. 

Da  also  F{w):F(—]  längs   dieser  l'eripherie   den   constanten  Werth  Eins 
hätte,   so   behielte   dieser  Quotient   als   rationale  Function   von  w  nach  einem 
bekannten  Satze  denselben  Werth  in   der  ganzen  iü-Ebene,    es  wäre  demnach 
die  Gleichung  (3.)  allgemein  gültig. 
346]    Da  mod  Ä'  =  i2,  so  ist  für  Werthe  w  ausserhalb  K  der  Modul  von 

P 

kleiner  als  -R.  Sind  daher  w[,  w",  ...^  w'"~"  die  «  —  1  zu  einem  im  Innern 
von  K  gelegenen  Punkte  tv  gehörigen  Wurzeln  der  Gleichung  (2.)  No.  2, 
welche  nach  No.  2,  d)  sämmtlich  ausserhalb  K  befindlich  sind,  so  giebt  es 
auch  n  —  l  zu  demselben  Werthe  w  gehörige  Wurzeln  derselben  Gleichung 
—7,  —TT,  ...,  -1^-77,  die  innerhalb  K  liegen. 

Nach  No.  2,  d)  ist  dieses  nur  möglich,  wenn  n  —  l  =  1,  also  n—  2  und 
—-  ^  w  ist.     Q.  e.  d. 

5. 
Es  ergiebt  sich  aus  einer  bekannten  Formel: 
(1.)  S,  =  2^-'cos^-'.}  +  A,,_,cos'-><}/  +  ---,     S,  =  1,    S.  =  1, 

wo  Aj^  ^_j,  . . .  numerische  Grössen  bedeuten. 
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Ordnet  man  daher  die  Gleichung  (A.)  nach  Potenzen  von  cos']^,  so  er- 
iält  man: 

(B.)  H,  +  B^{2vcos'\:)  +  E,(2vcos'!^y  +  ■■•  +  H„_^(2vcos'!^y-'  ^  0, 

Tvo  H.  eine  ganze  rationale  Function  von  v  bedeutet  der  Gestalt: 

(2-)  H,  =  a,+.,„  +  •  •  •  +  «„,„_,_,  v"'-''-\ 

"worin  wir  nur  die  Coefficienten  der  nullten   und   der   höchsten  Potenz   von   v 
angegeben  haben. 

Setzt  man  in  Gleichung  (B.)  —\/~l  für  \/—l  und  bezeichnet  die  conju- 
girten  Werthe  der  Constanten  a^  mit  a^^  und  erwägt,  dass  —  der  conjugirte 
Werth  des  complexen  Werthes  v  auf  der  Peripherie  von  K  ist,  so  ergiebt 
sich  die  Gleichung: 

(B'.)  H'^  +  E[  (2 V  cos  >})  +  H:,  (2 v  cos  <^^f  +■■■  +  Hi_,  (2 v  cos  6)"-'  =  0 , 

wo 

(2».)  •  £?;  =  «;„_;_,  R''""-'-"  +...  +  a\^,,,  R"v"'-"-'', 

worin  wiederum  nur  der  Coefficient  der  nullten  und  der  höchsten  Potenz  von 
V  angegeben  ist. 

Eliminirt  man  zwischen  den  Gleichungen  (B.)  und  (B'.)  die  Grösse 
2  V  cos  4' ,  so  müssen  in  dem  Resultate  der  Elimination  für  7i  >  2  die  [347 
einzelnen  Coefficienten  von  v  verschwinden,  da  nach  voriger  Nummer  v  nicht 
Yon  '\)  unabhängig  sein  kann. 

6. 
Wir  behandeln  zunächst  einen  besonderen  Fall.    Es  sei  nämlich  erstens 
b^  =  0,  zweitens  «„=  0,  und  es  wird  drittens  vorausgesetzt,  dass  von  den 
Wurzeln  der  Gleichung 

(1.)  a^  +  a^iv  +  ■■■  +  fl„_,««""'  =  0 

Iceine  im  Innern  von  K,  also  sämmtüche  auf  der  Peripherie  von  K  und  ausser- 
halb K  befindlich  sind. 

In  diesem  Falle  sind  b^  und  a^  von  Null  verschieden,  da  sonst  der  Grad 
der  rationalen  Function  F(w)  nicht,  wie  wir  voraussetzen,  der  w'"  wäre.  Es 
ist  ferner  b^  von  Null  verschieden.     Denn  sonst  wäre  mj  =  0  eine  Wurzel  der 

Fnohs,  mathein.  Werke.    I.  59 
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Gleichung  (3.)  No.  2,  vind  es  enthielte  im  Widerspruch  zu  No.  2,b)  die  Fläche 
K  in  ihrem  Mittelpunkte  eine  Wurzel  dieser  Gleichung. 

Da  in  diesem  Falle  dem  Punkte  .^  =  00  der  Punkt  w  =  0  im  Innern  von 
K  entspricht,  so  liegen  die  Wurzeln  der  Gleichung: 

(2.)  h^  +  l^w  -{■■■•  +  b,^ if""'  =  0 

ausserhalb  K  (No.  2 ,  ci  und  dl). 

Aus  den  beiden  ersten  Voraussetzungen  ergiebt  sich 

(3.)  OM   =    -OkK,      «4o    =    -«o^i 

Setzen  wir  den  Coefficienten  von  v"  in  dem  für  diesen  Fall  gebildeten 
Resultate  der  Elimination  von  2t)cos(}^  aus  den  beiden  Gleichungen  (B.)  und 
(B'.)  gleich  Null  und  dividiren  die  entstehende  Gleichung  durch  a"6™-R^'""~", 
wo  b'  der  conjugirte  Werth  von  b^  ist,  so  erhalten  wir,  wenn  wir  noch  für  die 
nach  EuLER  und  Bezout  gebildete  Eliminationsresiütante   zweier  Gleichungen: 

p^+p,x  +  ---  i-i^x"  =  0,     ^(,+  5,3;+ ••• +  9'„a;''  =  0 
in  der  Determinantenform  die  Bezeichnung  einführen 

[%,    It,     ■■■,    ffnJ' 

^  ^^  lC-R""'">  «U-R'™"">  <-3-R''"""' •••.  «U 

wo  «'  den  conjugirten  Werth  von  a.  darstellt. 

348]    Die  Resultante    der  Elimination    von  iv   zwischen  der  Gleichung  (2.)  und 

der  folgenden: 

(5.)  «;.,  *•""-"  + «;_,  r«"-*'  w  +  a;_3  >■'""-"  w-  +  ■  ■  •  +  a>"-'  =  0 

wird   aus  A    erhalten,    wenn   in    letzterer  Determinante   r    für  R   gesetzt  wird, 
sie  ist  also,  wenn  man  das  Resultat  dieser  Substitution  mit  D  bezeichnet: 

(6.)  D  =  0. 

Dieser  Gleichung  genügt  nach  Gleichung  (4.)  r  =  R.  Demnach  hätten  die 
Ghichungen  (2.)  und  (5.)  für  r  =  R  jedenfalls  eine  Wurzel  w  gemeinschaftlich. 
Bezeichnen  wir  den  Modul  derselben  mit  s  und  setzen  in  Gleichung  (5.)  r  =  R 
und  für  iv  den  ihr  mit  Gleichung  (2.)  gemeinsamen  Wurzelwerth,  dessen  con- 
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jugirter  Wertli  —  ist,  und  endlich  —\J—1  für  s/—l,  so  erhalten  wir: 
(7.)  «,  +  a , (— j  w  +  a, [jj  u-  +  .  ■  •  +  a„ _,  [-^j        n-""'  =  0. 

Da  die  Wurzeln  der  Gleichung  (2.)  ausserhalb  K  liegen,  so  ist: 
(8.)  s  >  E, 

demnach 

(9.)  mod(y)w  =  ~<B, 

deshalb    sagt    die    Gleichung    (7.)    aus,    dass    die    Gleichung   (1.)    eine   Wurzel 
—j  w   hätte,    die    innerhalb  K  gelegen   ist.     Dieses  ist   aber  wegen    der 
dritten  Voraussetzung  nicht  möglich. 

Demnach  ist  unter  den  Voraussetzungen  dieser  Nummer  die  Ab- 
bildung der  ganzen  ^--Ebene  mit  Ausschluss  der  Linie  T  durch 
die  rationale  Function  *  =  F{w)  nicht  möglich,  wenn  n>  2. 

7. 
Es  sei  nunmehr  allgemein 

('•)  ^  =  Ü  =  ^w 

eine  reducirte  rationale  Function  vom  7i*"  Grade,  d.  h.  eine  solche,  in  welcher 
der  Zähler  oder  der  Nenner  oder  beide  zugleich  vom  n*""  Grade  sind.  Es 
werde  vorausgesetzt,  dass  durch  dieselbe  die  ganze  ^- Ebene  mit  Ausschluss 
einer  eine  Fläche  nicht  einschliessenden  Linie  T  auf  die  um  den  Anfang  [349 
der  w  als  Mittelpunkt  mit  dem  Radius  R  beschriebenen  Kreisfläche  K  ein- 
deutig abgebildet  werde. 

Es  sei  a  ein  Punkt  auf  der  Peripherie  von  K,  für  den  ^  weder  Null  noch 
unendlich,  und 

gesetzt.  Sind  a^  und  b^  die  Coefficienten  der  höchsten  Potenzen  von  w  resp. 
im  Zähler  und  Nenner  von  (1.),  so  kann  nicht  für  jedes  «  auf  der  Peripherie 


(3.)  •  ^ 

i 


m* 
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sein,  weil  sonst  die  rationale  Function  F{w)  auf  dieser  Peripherie,   also  nach 
einem   bekannten   Satze   überall   constant  wäre.     Es  werde   nun   vorausgesetzt, 
dass  «  ein  Punkt  sei,   für   den  die  Gleichung  (3.)  nicht  erfüllt  ist. 
Alsdann  ist 

(4.)  pNiw)  +  qZ{tv)  =  Z,{w) 

eine  ganze  rationale  Function  vom  w'™  Grade,  welche  für  w  =  a  verschwindet. 
Die  Ebene  j,  welche  mit  der  ^-Ebene  durch  die  Beziehung: 

in  welcher  r  und  s  noch  zu  bestimmende  Grössen  sind,  verbunden  ist,  wird 
mit  Ausschluss  einer  eine  Fläche  nicht  einschliessenden  Linie  ®  auf  die 
Kreisfläche  K  abgebildet  durch  die  Substitution: 

(^■)  *  -  NM' 

wo 

(7).  N^{w)  =  rN{w)  +  sZ{w). 

Der  Zähler  Z^(w),  welcher  für  den  Punkt  a  der  Peripherie  von  K  ver- 
schwindet, kann  nur  noch  in  einem  anderen  Punkte  der  Peripherie  Null 
werden  (No.  2 ,  g)).  Ist  daher  w  >  2 ,  so  giebt  es  noch  ausserhalb  K  (No.  2 ,  c)) 
im  Endlichen  befindliche  Punkte,  für  welche  Z^{w)  verschwindet.  Ein  solcher 
sei  y.     Nun  bestimme  man  r  und  s  so,  dass 

(8.)  N^[^)  =  0 

350]  sei,  wo  /  den  conjugirten  Werth  von  y  darstellt.    Durch  die  Substitution: 

p/3  4-  aytü 


(9.) 


und  Q  und  a  unbestimmte  von  Null  verschiedene  Grössen  sind,  wird  die  Ki-eis- 
flächc  K  auf  die  Fläche  des  um  den  Anfang  der  Xo  als  Mittelpunkt  in  der 
»D- Ebene  beschriebenen  Kreises  Ä  abgebildet. 
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Es  sei 

Z^{w)  =  (w  — y)  IT.- («,«<'  — ^,), 


so  wird  durch  die  Substitution  (9.) 

„     n,[p  K  ß  -  A)  +  ^  («,■  y  -  A) »] 


(12.) 


^Ui[9(.ßJ-Sd  +  ^{ßir-SM 


eine  rationale  Function  von  Ir,  welche  den  drei  Voraussetzungen  der  vorigen 
Nummer  genügt.  Es  ist  erstlich  der  Coefficient  von  tu"  des  Nenners  Null, 
zweitens  der  Coefficient  von  tt)""'  des  Zählers  Null,  drittens  entspricht 
dem  Punkte  J  =  0  der  auf  der  Peripherie  von  ^  liegende  Werth 

^         9  ß  —  <^ 

to  ^  — , 

a   a  —  y 

also  kein  Punkt  innerhalb  K  (No.  2,c). 

Da  also  aus  der  Abbildung  der  4^-Ebene  auf  die  Fläche  K  die  der  j-Ebene 
auf  die  Fläche  Ä  (Gl.  (12.))  folgt,  die  letztere  aber  nach  voriger  Nummer 
nicht  möglich  ist,  so  ergiebt  sich  der  allgemeine  Satz: 

Es  ist  nicht  möglich,  durch  eine  rationale  Function  2  von  w 
höheren  als  zweiten  Grades  die  ganze  ^-Ebene  mit  Ausschluss 
einer  eine  Fläche  nicht  einschliessenden  Linie  auf  eine  Kreis- 
fläche in  der  ««-Ebene  eindeutig  abzubilden. 


Für  n  =  2  wird  die  Gleichung  (2.)  No.  2  nach  Gleichung  (3.)  No.  3: 

(1.)  «,0  +   «20(^1   +  ^^')  +   «21  «^1  W     ^     0. 

Eine  Abbildung  der  2 -Ebene  mit  Ausschluss  der  Linie  F  auf  die  in 
der  w- Ebene  um  den  Anfang  der  tv  als  Mittelpunkt  mit  dem  Radius  R  [351 
beschriebene  Kreisfläche  K  wird  stattfinden,  wenn  durch  die  Gleichung  (1.) 
das  Innere  des  Kreises  K  auf  das  Äussere  desselben  abgebildet  wird. 

Es  beschreibe  tv  die  Peripherie  von  K,  so  beschreibt  iv  dieselbe  Peri- 
pherie, wenn  die  Gleichung  erfüllt  ist: 

(2.)  ü'a;,  «„-<«,„  =  0. 
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Dem  Punkte  jo  =  0  des  Innern  von  K  entspricht  der  Punkt 

w    ^  -^ 
"20 

Demnach  werden  die  Punkte  w^  des  Äusseren  von  K  den  Punkten  w  im 
Innern  von  K  entsprechen,  wenn 

mod  -^  >  E , 

oder 


(3.)  .^lo5<.>i^^ 


9. 

Ein    zweiter    Beweis    unseres    Satzes    am    Schlüsse    der   Nr.  7    könnte    auf 
folgendem  Wege  geliefert  werden. 
Bringt  man  die  Gleichung 

(1.)  ^  =  F{iv) 

auf  die  Form 

(2.)  (o„  — 6j^^)  + («,  — &,^)w  + («2  — &2^)w^  +  ---  + («„  — ^„■s')««"  —  0, 

setzt  in  derselben: 

iu  —  1 


(3.)  w  =  R 


iu+  1' 


und  bezeichnet  die  dadurch  entstehende  Gleichung  mit 

(4.)  P.(«)  =  0, 

so  ist  nach  einem  Satze,  Avelchen  ich  in  meiner  Arbeit  d.  J. ,  Bd.  75,  S.  188'}) 
aus  der  Abhandlung  des  Herrn  Hermite  (Extrait  d'une  lettre  ä  M.  Borchärdt, 
d.  J.  Bd.  52,  S.  45)  hergeleitet,  die  Anzahl  der  Wurzeln  dieser  Gleichung, 
in  denen  der  Coefficient  von  ;'  negativ  ist,  gleich  der  Anzahl  der  Wurzeln 
der  Gleichung  (2.),  die  innerhalb  des  mit  dem  Radius  R  um  den  Anfang  der 
w  beschriebenen  EJreises  K  liegen. 

352]  Es  müsste  demnach,  wenn  die  ganze  ^-Ebene  mit  Ausschluss  der  Linie 
r  auf  die  Kreisfiäche  K  durch  die  Substitution  (1.)  abzubilden  wäre,  für  jeden 
nicht  r    angehörigen  Werth    von   z   die  Gleichung   (4.)    eine   und   nur    eine 


1)  S.  373  dieses  Bandes.     Scb. 
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Wurzel  haben,  in  welcher  der  Coefficient  von  i  negativ  ist.  Die  Anzahl  der 
Wurzeln  mit  negativem  Coefficienten  von  i  der  Gleichung  (4.)  ist  aber,  wie 
Herr  Hermite  (1.  c.)  lehrt,  gleich  der  Anzahl  der  negativen  Quadrate,  welche 
auftreten,  wenn  eine  gewisse  quadratische  Form  ^  in  eine  Summe  von  Qua- 
draten transformirt  wird. 

Ist  z  =  x  +  yl,  so  sind  die  Coefficienten  [der  Form  ^  Formen  höherer 
Ordnung  der  Yariabeln  x  und  y.  Ebenso  die  Coefficienten  der  Quadi-ate  in 
der  transformirten  Form.  Man  hätte  nun  nachzuweisen,  dass  für  w>2  diese 
letzteren  Formen  nicht  so  beschaffen  sein  können,  dass  für  jeden 
Werth  von  x  und  y  stets  eine  und  nu.r  eine  derselben  negativ  sei. 

Wird  umgekehrt  unser  Satz  als  bewiesen  vorausgesetzt,  so  ergäben  sich 
aus  der  eben  angedeuteten  Untersuchung  interessante  Eigenschaften  jener 
quadratischen  Formen. 

Einen  dritten  Beweis  unseres  Satzes,  welcher  durch  Zuhülfenahme  der 
die  algebraische  Function  w  von  z  der  Gleichung  ( I  )  darstellenden  Riemann- 
schen  Fläche,  deren  Construction  unter  Berücksichtigung  der  Sätze  in  Nr.  2 
leicht  auszuführen  ist,  geliefert  werden  kann,  behalten  wir  uns  für  eine  andere 
Gelegenheit  vor. 

Greifswald,  im  Februar  1874. 


ANMERKUNGEN. 


1)  Änderungen  gegen  das  Original. 

Es  wurde; 

S.  459,  Zeile  6  v.  u.  »nach«  eingeschaltet, 
„    460,      „     2  liegt  statt  liegen  gesetzt, 
„    464,      „     2  V.  u.  Si  statt  S  gesetzt, 

„    471,      „      1  zwischen   »Die«   und   »Anzahl«   die  Wendung  »Entscheidung  üher  die«   unter- 
drückt. 

2)  Zu  der  No.  1  vergl.  die  folgende  Abhandlung  XVIII.  ScH. 


xvin. 
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Anhang  zur  Abhandlung  Bd.  77,  S.  339  ff.  dieses  Journals  ^). 
(Journal  für  die  reine  und  angewandte  Mathematik,  Bd.  78,  1875,  S.  338—339.) 


In  meiner  Arbeit  (Bd.  77  dieses  Journals  S.  339ff. '))  ist  der  Nach-  [338 
weis  geliefert  worden,  dass  unter  den  rationalen  Functionen  z  von  w  die  vom 
zweiten  Grade  allein  die  ganze  ^~- Ebene  mit  Ausschluss  einer  eine  Fläche 
nicht  einschliessenden  Linie  auf  die  Fläche  eines  Kreises  in  der  ?r- Ebene 
eindeutig  abzubilden  vermögen. 

In  derselben  Arbeit  ist  der  Grund  angegeben,  warum  unter  den  alge- 
braischen Functionen  z  von  w  die  rationalen  aliein  in  Bezug  auf  die 
Möglichkeit  der  Leistung  einer  solchen  Abbildung  durch  dieselben  untersucht 
worden  (ebendaselbst  S.  340^),  No.  1).  Um  Missverständnissen  vorzubeugen, 
scheint  es  nöthig,  diesen  Grund  etwas  näher  zu  erörtern. 

Die  Abbildung  der  ganzen  i;- Ebene  mit  Ausschluss  einer  eine  Fläche 
nicht  einschliessenden  Linie  F  auf  eine  Kreisfläche  K.  in  der  w- Ebene  ver- 
mittelst einer  algebraischen  Function  z  von  w  kann  in  einem  doppelten  Sinne 
geschehen : 

Erstlich  könnte  die  Abbildung  durch  den  gesammten  Werthvorrath 
der  algebraischen  Function  z  von  w  erfolgen, 

Zweitens  könnte  dieselbe  durch  einzelne  Zweige  derselben  Function 
geleistet  werden. 


1)  Abb.  XVII,  S.  457  ff.  dieses  Bandes.     Seh. 
2J  S.  458  dieses  Bandes.    Seh. 
Fuchs,  niithem.  Werke.    I.  60 
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Ich  habe  daselbst  die  Abbildung  im  ersten  Sinne  genommen,  und  mich 
daher  aus  dem  (S.  340,  No.  1  daselbst^))  angegebenen  Grunde  auf  die  ratio- 
nalen Functionen  z  von  w  beschränkt,  während  ich  die  Möglichkeit  der 
Abbildung  im  zweiten  Sinne  unerörtert  liess,  weil  dieselbe  unserem  Zwecke 
niclit  entsjiricht.    Es  sei  mir  gestattet,  dieses  hier  etwas  näher  zu  beleuchten. 

Ist  z  eine  ?»-werthige  Function  von  «',  so  entsprechen  jedem  Werthe  w 
aiis  dem  gesammten  Werthvorrathe  der  Function  z  m  Punkte  z^^z^^...^z^ 
in  der  .?- Ebene.  Es  sei  daher  C  ein  Zweig  der  Function  z,  welcher  die 
ganze  ^- Ebene  mit  Ausschluss  der  Linie  F  auf  die  Kreisfläche  K  eindeutig 
abbildet,  und  w  ein  Punkt  innerhalb  JiC,  welchem  der  Punkt  z^  des  Zweiges 
C  zugeordnet  ist,  so  muss,  da  jedem  nicht  auf  F  befindlichen  Punkte  der 
339]  .0- Ebene  ein  Punkt  im  Inneren  von  K.  entspricht,  auch  dem  Punkte  z^ 
ein  Punkt  w  im  Inneren  von  K  zugehören.  Es  ist  aber  w  von  w  verschieden, 
da  einem  Punkte  innerhalb  Ül  nur  ein  Punkt  in  der  ^- Ebene  vermittelst  des 
Zweiges  C  entsprechen  darf.  Es  ergiebt  sich  hieraus,  dass  jedem  nicht  auf  F 
befindlichen  Punkte  z  in  dem  Gesammtwerthvorrath  der  algebraischen  Function 
w  von  z  mindestens  zwei  Punkte  w  und  w    innerhalb  K.  entsprechen. 

Unsere  Untersuchung  zielt  auf  solche  Abbildungen  ab,  durch  welche  in 
der  ganzen  i-- Ebene  gültige  Darstellungen  einer  Function  f{z)  ermöglicht 
werden  (s.  meine  obengenannte  Arbeit  S.  339^),  Einleitung).  Ist  nun  nach 
den  Principien  meiner  Ai-beit  (dieses  Journal  Bd.  7  5,  S.  203^))  f{z)  als  Function 
von  w  betrachtet  innerhalb  K.  definirt,  so  erforderte  —  bei  einer  Abbildung 
der  ^- Ebene  auf  K  durch  den  Zweig  C  —  die  Determination  von  f{z)  als 
Function  des  Ortes  in  der  ^- Ebene,  dass  für  jeden  einzelnen  Punkt  der 
.5-Ebene  ermittelt  werde,  welcher  von  den  Werthen  w^w\...  innerhalb  H 
ihm  entspricht,  oder  mit  anderen  Worten,  da  der  Zweig  schon  durch  die 
Zuordnung  zweier  entsprechenden  Punkte  w  und  z  fixirt  ist,  sie  erforderte 
die  Kenntniss  des  Verlaufes  des  durch  die  Fläche  K  repräsentirten  Zweiges 
der  algebraischen  Function  w  von  z.  • 

Diese  Kenntniss  wird  überflüssig,  wenn  überhaupt  jedem  z  nur  ein  Werth 
w  innerhalb  K  entspricht.     Dieses    habe  ich  in  meiner  Notiz   (dieses  Journal 


1)  S.  458  dieses  Bandes.  Seh. 
S)  S.  467  dieses  Bandes.  Seh. 
3)  S.  389  dieses  Bandes.    Seh. 
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Bd.  7  6,  S.  175f. ^))  in  Bezug  auf  die  in  meiner  Arbeit  (dieses  Journal  Bd.  7  5, 
S.  186fF. ^))  geleistete  Darstellung  der  Function  f{z)  innerhalb  der  Fläche  G^ 
in  der  .?- Ebene  vermittelst  der  Abbildung  von  G^  auf  eine  Kreisfläche  E  in 
der  ?('-Ebene  hervorgehoben.  Da  es  nun  unsere  Absicht  war,  die  Möglichkeit 
einer  für  die  ganze  *- Ebene  gültigen  Darstellung  der  Function  f{z)  zu  eruiren, 
unter  Beibehaltung  derselben  Bedingung,  nicht  den  Verlauf  eines  Zweiges 
einer  algebraischen  Function  kennen  zu  müssen,  so  war  die  Aufi"assung  der 
Abbildung  im  ersten  Sinn  für  unseren  Zweck  geboten. 

Göttingen,  im  Juni  1874. 


1)  Abli.  XT,  S.  413  f.  dieses  Bandes.    Scb. 
)  S.  370  ff.  dieses  Bandes.     Scb. 


ANMERKUNG  ZU  DER  ABHANDLUNG  IV 

»über  die  aus  Einheitswurzeln  gebildeten  complexen  Zahlen  etc.«  S.  69—109  dieses  Bandes. 


S.  70,  Zeile  2  v.  u.  muss  das  Product  rechter  Hand  noch  zu  einer  Potenz  erhoben  werden,  deren  Exponent 
S'  in  No.  2  (S.  72,  Zeile  4)  erklärt  wird  und  zu  den  oben  und  in  No.  4  erklärten  Zahlen  t,  9  in  der 
Beziehung 

T  =  ö'0 
steht  (S.  85,  Zeile  10). 

S.  75,  Zeile  7  ist  c  statt  c,  zu  lesen. 

S.  77,  Zeile  13  ist  p''  statt  p  zu  lesen. 

S.  80,  Zeile  14  v.  u.  —  Die  Wahl  der  primitiven  Wurzeln  |,  |,,  |j,  ...  ist  nicht  willkürlich,  sondern  ge- 
wissen Beschränkungen  unterworfen,  die  man  rückwärts  aus  den  Gleichungen  auf  S.  81,  Zeile  2  ent- 
nehmen kann. 

S.  81,  Zeile  10  ist  rechts  vom  Gleichheitszeichen  |«i*II"'^i2  gtatt  ^fi^'i^^^^il  ^^  lesen. 

S.  87,  Zeile  6.  —  Die  primitive  Wurzel  lUj  ist  nicht  frei  zu  wählen,  sie  rauss  vielmehr,  wie  aus  dem  gleich 
folgenden  Ausdrucke  für  das  Integral  hervorgeht,  gleich 

2ii       ,— -   .     2k 
cos 1-  V  —  1  sin  — 

genommen  werden,  und  hieraus  folgen  wieder  gewisse  Beschränkungen  für  die  Wahl  der  weiter  unten 

(Zeile  14)  eingeführten  Wurzeln  z,  z^,  S2- 
S.  87,  Zeile  4  v.  u.  ist  zwischen  y'  und.  yj  ein  Komma  zu  setzen  (Druckfehler  dieser  Ausgabe). 
S.  93,  letzte  Zeile  ist  das  Wort  »positive«  zu  streichen. 
S.  98,  Zeile  7  ist  —  v:  und  +  tz  statt  —  |  tt  und  +  i  tz  zu  lesen. 
S.  104,  Zeile  12  v.  u.  ist  in  der  Klammer  links  vom  Gleichheitszeichen  n^  statt  n  zu  lesen   (Druckfehler 

dieser  Ausgabe). 
S.  107,  Zeile  4  muss  links  vom  Gleichheitszeichen  der  Nenner  y  wegfallen. 

Die  vorstehenden   Bemerkungen  sind  aus   IMittheilimgen   hervorgegangen,   die  Herr  Dedekind  die 
grosse  Güte  hatte  mir  im  Laufe  der  Correctur  zu  machen.  Sch. 


Göttiugen,  Druck  der  Dieterich'schen  Univ. -Buchdruckerei  (W.  Fr.  Kästner). 
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